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摘 要

关于浑沌
、

引子
、

怪引子等的研究是非线性分析中的重要 课 题
.

文 〔1〕在泛系方法论的框架

下
,

讨论了这些问题
,

提出了泛浑沌
、

泛引子和泛怪引子的概念
,

这些概念去掉了诸如连 续 性
、

紧性等条件
,

突出反映了一集合上的二元关系的性质
.

已有的研究结果指出
,

泛 浑 沌
、

泛引子和

泛怪引子分别对应于某个特定的泛系算子作用下的不动子集
.

本文继续文〔1
、

2〕的工作
,

探讨 了

存在这类泛系不动子集的条件以及它们的构造和相互间的联系
.

泛系方法论是侧重关系
、

关系转化与泛对称的一种跨学科的横断性研究
。

不动泛系指转

化下相对不变的泛结构或广义系统
,

它是泛对称的一种典型表现形式
,

也是许多传统的概念

的推广与概括
.

特别值得注意的是已有的研究结果指出
,

泛系方法论在研究非线性问题中提

出的泛浑沌
、

泛引子和泛怪引子都可转化为某个泛系算子作用下的不动子集 (典型的不动泛

系形 式) 的问题
,

这进一步显示了不动泛系这一概念的重要性和普适性
.

本文在〔1
,

2
,

3
,

4 〕的

基础上
,

进一步研究了泛系不动子集的存在性问题
、

构造问题及有关的计数问题
.

首先我们引进有关定义
。

定义 1 设G 是一个非空集合
,

g 仁G
Z

是G 上的一个二元关系
,

D 二‘
,

若D
“

自g = 功
,

则

称D 为关于 g 的泛浑沌 ; 若对任意二〔G 一 D
,

知 g n D 笋功
,

则称D 是关于 g 的泛引子 , 若 D 既

是关于g 的泛浑沌
,

同时又是关于 g 的泛 引子
,

则称 D 是关于gl 为泛怪引子
.

定义 2 设 g 仁G 气 记

夕, x “ {, , 夕〔G
,

(梦
,
x )〔夕}

g , D = 自g 二夕= {二 : V g〔D
,

(x
,

夕)霍g }
夕〔 D

其中二〔G 是G 的元素
,

D 二 G是 G 的子集
.

任取D 二G
,

若刀= g , D
,

则称D 为 g 的 F S I
类不动

子集 ; 若D c 夕, D
,

则称D 为 g 的F S ,
类不动子集

; 若D D g 二D
,

则称D 为 g 的 F S :
类不动子

集
.

并且分别记g 的F S : ,

F S , ,

F S ,
类不动子集的全体为F S ;

(夕)
,

F S ,
(g )

,

F S :
(g )

.

覃国光证明了如下定理
:

定理 1 设 g 二G
“ ,

D 仁 G
,

D 为关于g 的泛引子的充要条件是D D g * D ; 刀为关于 g 的泛

浑沌的充要条件是D 已 g ‘D ; D 为关于 g 的泛怪引子的充要条件是 D = g , D
.

这一定理把泛怪引子
、

泛浑沌和泛引子的研究转化为 g 的 F S I ,

F S , ,

F S ,
类泛系不动

子集的研究
,

这无疑是很有意义的
.
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引理 1 设 g c G 气 D 二G
,

则 g *
D 二夕

o

D
,

其中 g
o

D = {二 : 二〔G
,

日夕〔D
,

(二
,

夕)〔夕}
,

g
o

D = G 一 g
o

D
.

证明 设x 〔g , D
,

则 V 梦〔D
,

(二
,

, )〔g
,

故x 〔夕
o

D
.
x 〔夕

。

D
.

若 二〔 g , D
,

则 日夕〔D
,

(二
,

夕)( g
,

故二〔g
o

D
,
二 〔g

o

D 所以
,

g , D = 夕
o

D
.

证毕
.

推论 设 g 仁G
“ ,

D 巨G
,

则D 为关于g 的泛引子的充要条件是D o go D ; D 为关于 g 的泛

浑沌的充要条件是 D 〔 g
o

D ; D 为关于 g 的泛怪引子的充要条件是 D = go D
.

下面我们讨论F S I ,

F S , ,

F S ,
类泛系不动子集的存在性问题

.

定理 2 若 g 〔G
“ ,

g 门I= 必
,

g = g 一 ’ ,

则D 泣 G (女
7

(川 )是 g 的F S I类泛系不动子集
.

这里I 二 { (x
,
二 )

: 二〔G 圣
.

证明 根据定 义
,

若 D 任 G (女
7

(川 ) 则 D
Z

。。7

(川 二 J (因为 g 门I = 功且 g = g
一 ’

)
,

即

D 。尹D
,

并且D 是满足关系式月仁 g 二A 的极大元
.

若D 子尹D
,

则任 取 %〔g * D 一 D
,

令 D
‘
=

D 日笼料
,

下面我们证明D
,

仁 g 二D
‘ ,

从而导出矛盾
.

令并 = 笼A
:
H仁G

,

A〔 g 二
A }

.

由于D
‘

c g , D
,

即D
‘

仁g
o

D
,

故 V , 〔D
,

(,
,

, )厦g
,

从 而 V , 〔D
,

(夕
,
二 )〔夕

一 ‘
= 9

.

所

以
,

D 二 g
o

D
/

又因为g 门I = 功
,

于是 (二
,

劝〔g
,

所以
,

D
/

仁go D
‘
= g * D

, .

即D 笼并
.

显然
,

D
‘

。D
,

与D 是并的一个极大元相矛盾
,

故必有D 一尹D
.

证毕
.

当g是一个对称关系时
,

定理 2提供 了一个判断 g 是否存在 F S ;类泛系不动子集的比较简

明的方法
.

而且当g 仅有一小部分
“

不对称
” ,

并
_

且这一部分在J
‘

的作用下
,

不
“

蔓延
”

到整

个G 上的话
,

我们也可建立相应的判别准则
.

定理 3 设 g 二G
Z ,

g 门I = 功
,

记T = {二 : 二〔G
,

日, 〔G
,

(二
,

夕)〔g 且(夕
,

x )〔夕或者(,
,
x )

〔 g 且 (二
,

川 石g}
,

若T
。

口
‘
手 G

,

则存在D 仁G
,

g 二 D = 刀
.

证明 令G
‘
= G 一 T

o

J
‘ .

设丫〔G
/ ,

同上面定理的证 明一样可知 笼尸 }二尹{x
尹

}
。

记 并 =

诬且 : A c G,
,

尹且O A }
,

于是有并子功
.

下面证明当A〔G
‘

时
,

尹A二 G
‘.

不然的话
,

设 二〔尹

A 日T
o

J
‘,

因为T
o

J
‘
= T U T

o

口U T
O

J (2 , 日⋯
,

不妨设 二〔T
o

口( ” , .

由于 V v〔A
,

(‘
,

g )〔g
,

即(戈
,

夕)〔口
,

所以夕〔T
。

口‘
”斗 ’)已T

o

g
‘,

即A已 T
。

口
‘,

与假设条件A c G
‘

矛盾
.

设君c 并是并中的一 条链 (并按集合的包含关系形成一半序集 )
,

记A = U B
.

则任取二
,

B (绍

g〔A
,

不妨设二〔B
, ,

, 〔B
: ,

B
工

〔B
。,

于是 二
,

, 〔B
: ,

从而 (二
,

, )〔g
,

(夕
,
二)〔g

,

即A仁 g , A
,

A 〔并
.

根据 Z or n 引理
,

并有极大元
.

设D 是并的极大元
,

若D 祷 g 二
刀

,

令二〔g * D 一 D
,

根据

上面的讨论 x 〔G
‘ .

记D
‘
一 D U 笼对

,

类似可证D
‘

c 夕*
D

‘,

从而导出矛盾
.

和定理 3 的方法类似
,

我们也可以不必要求 g 和I完全不相交
.

当夕和I有部分相交
,

而这

相交的部分在 口
‘

的作用下不
“

蔓延
”

到整个 G 上时
,

我们也可得出相应的结论
。

定理 4 设 g已 G
么,

g = g 一 ‘ ,

令g , = {二 :
(二

,
x )〔g

,
二〔G }

,

那么
,

当 g ; o

J
‘
笋 G 时

,

存在

D c G
,

使得 g 二
D = D

.

证明 因为 g , 。

J
‘
笋 G

,

所以 G
,
一 G 一 g 工。

J
‘

非空
,

任取二〔G
‘ ,

g州 x }D 笼x }
,

从 而集簇

并 = 笼A : A二G
, ,

尹A习 A }也非空
.

和上面定理 3 的证明类似可证得当A任G
产

时
,

g , A仁G
产 .

令

D 是并的一个极大元
,

则类似地可证明D = 尹D
.

证毕
.

综合定理 3 和定理 4
,

可以证明

定理 5 设 g 二G
Z ,

T 和 g ;分别是定理3
、

4中定义的G 的子集
,

若 (T U g :
)
。

口
‘
笋 G

,

则

存在D 二G
,

使得D 一 g *
D

.

上面定理2
、

3
、

4
、

5中给出的条件都不是 夕存在F S :类泛系不动子集的必要条件
。
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例 1 设 ‘为整数集 g = {(二
,

夕)
: x ,

刀〔G
,

二
,

夕均为偶数 }口{ (二
,

川
: 、一夕~ 1 }

,

则9 1 二

{启二为偶数 }
,

g , 。

J
‘
二 G

,

T = G (这里的T 和 g :分别为定理 3
、

4中定义的G 的子集 )
,

所以

g 不满足定理2
、

3
、

4
、

5的条件
,

但容易验证
,

若D 为全体奇数组成的集合
,

则D 二尹D
.

定理 6 设 g 仁G 气 若 g 存在F S , 类泛系不动子集
,

则任取二〔g , ,

G 一 g , 件知 J
.

这一定理是下面定理 7 的一个特殊情形
。

定理 了 设 g 仁 G
z ,

夕存在F S J类泛系不动子集
,

则存在 D c G
,

V 二〔9 1 ,

D n 二
。

g 笋功
.

证明 令D 泣G 是 g 的一个 F S J类泛系不动子集
,

若习二〔9 1 ,

D n脚 g = 功
,

则二〔尹D
,

由于 g , D = D
,

所以 %〔D
,

但劣〔夕, ,

故二 〔g 叫对
,

于是 x 石尹D
,

矛盾
,

定理得证
.

定理 7 虽然不是 g 存在F S ,
类泛系不动子集的充分条件

,

但 当 g 是对称关 系时
,

我们有

如下结果
:

定理 8 设 g c G
Z

是一对称关系 (即夕= g 一 ’
)

,

则g 存在F S J类泛系不动子集的充分必要

条件是存在D 泣民 D
Z

门g 一功
,

且 V 二〔g , ,

D 门xo g 子亦

证明 必要性的证明和定理 7的证明类似
,

下面给出充分性的证明
。

记并 = 道A : A仁 G
,

A〕 D
,

A
“

n g 二功}
,

因为 D 〔并
,

所 以
.

姊非空
.

令B 为并的一个极大

元
,

显然有B c g * B
,

若B 笋 g 二
B

,

令牙〔夕
二B 一 B

.

记B
‘
~ B U义牙}

,

根据定义 V 梦〔B
,

(牙
,

川 〔g
,

由夕的对称性可知 (夕
,

牙)〔夕
.

又由于丫, 〔夕 ; ,

A 自二
o

夕笋功(A o D
,

D 门二
o

夕手功)
,

所以夕: 门g , B

二必
,

即牙乙g : .

于是有B
‘“

门g = 户
,

与B 是并的极大元相矛盾
.

证毕
.

下面我们讨论一下复合关系具有F S :
类泛系不动子集的条件

.

定理 9 设f
,

g c G
“ ,

介夕二 g 一 ‘。

f
一 ’,

则go f存在F S , 类泛系不动子集的充分必要条件是

存在D 已G
,

(D x f
o

D )自夕= 功
,

且 V 、〔(夕
o

f )
, ,

f
o

D 中,
o

口
。

证明 设D 已G
,

(夕
o

f )
; D = D

,

贝l{V 二
,

y〔D
,

(二
,

, )〔夕
。

f
.

即不存在
二〔G

,

(,
, :

)〔夕
,

(
二 ,

夕)〔f
,

即(D x f
O

D )自g 二功
.

若 日又〔(g
o

f )
, ,

使 得 f
o

D 仁又
o

J
,

则 V 夕〔D
,

(交刃)乙g
o

f

(否则的话
,

日: 〔G
,

(又
,
之 )〔夕

,

(
: ,

夕)〔f
,

从而二〔f
o

D
, : 〔牙

。

口)
,

根据定义牙〔(夕
o

f )
二D =

D
,

但又〔(少 j)
; ,

故 (厉
,

交)〔go f
,

于是牙〔g 叫交}
,

牙石g 二
D

,

矛盾
,

必要性得证
.

充分性
:

记并 = {A : A c G
,

A o D
,

(A x f
o

A )门g 二功}
,

其中D c G
,

(D x f
o

D )门g = 功

且 V , 〔(少f )
; ,

f
o

D 牛咖 J
.

因为D 〔并
,

故并 笋必
.

令B 为并的一个极大元
,

由于(B x f
o

B )

门夕= 必
,

所以 V 夕〔B
,

不存在二〔f
o

B
,

使得勿
, :

)〔夕
,

也就是说不存在 二〔B
, 2 〔f

o
二

,

(夕
, :

)

〔夕
,

根据定义可 知
,

B 口 (夕
o

f )
, B

.

若 B 笋 (夕
。

f )
二B

,

令 x 〔(夕
o

f)
二B 一B

,

B
‘
== B U {二}

,

和

上面定理的证明类似可证得B 笼并
,

与B 是并的极大元相矛盾
.

证毕
.

关于一个二元关系 g 存在F S , ,

F S ,
类泛系不动子集的条件都很简单

.

定理 10 G 上的二元关 系g 存在F S ; 类泛系不动子集的充分必要条件是 g 翔几 夕存在不等

于G 的尸S ,
类泛系不动子集的充分必要条件是 g 浑1

.

证明 若 g 中I
,

则存在二〔G
,

(x
,
x )在g

,

于是{对已 g 叫二 }
,

即g 存在 F S ,
类泛系不动子

集 ; 若g , I
,

则 V , 〔G
,

(二
,
二)〔g

,

二乙g * {x }
,

所以
,

g 不存在尸S ,
类泛系不动子集

.

若夕含I
,

设x 年夕
,
二

,

夕〔G
,

(x
,

夕)〔夕
,

令D = G 一{二}
,

根据定义则有D 。夕
, D

,

即夕存在

F S ,
类泛系不动子集 ; 若 g 已I

,

则易证任给D 二G
,

G 一D c g ; D
,

从而 当G 一D 非空时
,

D 中

尹D
,

即g 不存在不等于G 的F S ,
类泛系不动子集

.

证毕
.

当g 为I时
,

即g ; 今G
,

记s 二G 一 g ; ,

则所有g 的尸S ,
类泛系不动子集必是S 的某个子集

,

同时
,

当S 的某个子集月
,

其中任意两个不同的元素间都没有g 关系时
,

则月是 g 的 F S ,
类泛

系不动子集
.

所以当S是有限集时
,

我们有
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!F 夕
:
(夕) !( 2 }S }

类似地
,

当 g 浑I时
,

记 V 二笼二 二〔G
,

引夕〔G
,

(二
,

, )〔g}
,

则所有g 的F S ,
类泛系不动子

集必包含G 一 F
,

即g 的F S ,
类泛系不动子集必是G 一 犷与 V 的某个子集的并

.

于是当犷 为有限

集时
,

我们有

IF S ,
(夕)}( 2 1犷 {

关于g 的F S :
类泛系不动子集的计数问题

,

我们有如下的

定理 11 设g C G
Z

是一个对称二元关系
.

9匀I
,

S是 上面定义的G 的子集
,

S 为有限集
,

(记 }5 1= m )
,

且 V “〔S
,
二 最多只与 S 中的一个元素有 g 关系

,

记 。二 }{。
二〔S

,

日g〔S,

(二
,

夕)〔g } }
,

显然。是偶数
,

记。= 2k
,

则

。 。 , 、 , _ _ 一 _ _ ‘ _ _ / 3 、脂

II’ 。 : 、g ) }“ ‘
’。 ” ’

”
’

““
’州

曳4 )

证明 根据前面的讨论我们知道
,

g 的每一个 F S , 类泛系不动子集都是 S 的一个子集
,

S共有 2 ‘个子集 (包括空集 )
,

而在上面定理的假设下
,

S 的一个子集为 g 的 F S :
类泛系不动

子集的充要条件是该子集不包含S中有g 关系的两点
,

S中有g 关系的元素对共有k对
,

并且每

两对之间没有公共元 (因为S中的元素 x 最多只与S中的一个元有g 关系)
.

设、
,

y是S 中一对

有g 关系的元素对
,

则S 一{ ,
,

y }中的任一子集加上{二
,

夕}构成一个不属于F S :
(川的S 的子集

,

这样的子集共有2~
么

个
.

而S 中有 g 关系的元素对共有k对
,

于是我们从S 的 2 ‘ 个子集中减去

这汽x Z‘ 一 2

个子集
,

但是这壳x Z , 一 “
个子集中有一些是相同的

,

事 实上
,

S 中每一个同时包含

_
_ .

一
、 ,

一
,

_ 、 , _
, ,

_ ~
, , 、 ,

_
、

、 , _

_
、 ,

_
. 、

_ _ ~
. ,

一 / k 、
_ _ _ J *
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两对有 “关系的元素对的子集均被减去两次
,

这种子集共有戈三夕
“ “’一 ‘

个
,

所以
,

我们把这

些多减了一次的子集个数再加进来
,

得到如下式子
:
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故应该减去
.

依此往下推
,

我们就得到
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定理得证
。

上面定理中关于 g 是对称关系这一条件可以去掉
.

用类似的方法
,

我们可以证明

定理 1 2 设 夕c= G
么 ,

g 匆I
,

S 是有限集 (定义同上)
,

}SI = m
,

且 V 二〔S
,

若日y〔况

(,
,

, )〔g
,

或者 (,
,

, )〔g
,

则 ({ , } x (S 一 {, }))门夕= ((S 一 {, }) x 笼二})门夕= 功
,

记 n 二 1{二
:

二

曰
,

日g以
,

(x
,

甘)〔g 或者(g
,
二 )〔g 卜1

,

寿= n
/ 2

,

则

,尸S , ‘g ”一 2二
特)
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Abstr扭c t

T h e in v e s tig a tio n s a bo u t e ha o s , a t tr a e to r a n d st r a n g e a t tr a et o r a r e m a in su bje et s in

n o n 一lin e a r a na lys is
.

U n d e r the fr a m e w o r k o f p a n sys te m s m e tli o d o lo g y
, r e fe r e n ee 〔1 ] d is

-

e u ss e d th e s e p r o ble m s a n d in tr o d u e e d the e o n e e p ts o f pa n eh a o s ,
p a n a tt r a e to r a n d s tr a n g e

p a n a t tr a e to r
.

T he s e eon ee p t s o m itt e d th e e o n d iti姐 o f e o n tin u ity
,

oo 卿
a et n e ss , e t e

.

a n d p u t

st r e s s o n the pr o p e r tie s o f b in a ry r e la tio n s o n a s e t
.

A e e r t a in o b ta in e d r e su lt in d ica t e s

tha t Pa n e ha o s ,
p a n a tt r a ct o r a n d s tr a n g e Pa n a t tr a et o r co r r e sPo n d r e s p e et主v e ly to fix e d su b

-

s e ts o f ee r t a i n pa n svst e m s o p e ra to r s
.

T h is p a p e r e o n t in u e s th e in v e stig a t io n o f 仁l
,
2〕

,

d is
-

e u s s e s the e x ist e n e e o f th e s e pa n sy st e m s fix e d s u b s et s ,
the ir e o n st r u etio n a n d in t e r r e la tio n s

.


