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屈曲杆大挠度弹性曲线的摄动解及其

不完全分岔问题的奇异摄动解法
’

周 哲 玮

�上海市应用数学和力学研究所
,

��� �年 �。月 �� 日收到�

摘 要

木文用摄动法求解了屈曲杆大挠度情况下的弹性曲线
,

并考虑支座处的缺陷对分岔 �失稳� 问

题的影响
,

用奇异摄动的不完全分岔理论进行了计算
,

给出了分岔图解
,

并对其物理意义进行了

讨论
。

一
、

引 言

压杆的失稳和临界荷载是一古老的经典问题
�

用线性理论讨论压杆 稳 定 问 题所得出的

� �� �� 公式
,

给出了一系列临界载荷和相应的屈曲形式
�

然而杆端的实际挠度是未定的
,

在

线性理论范围内可认为它取任意值
�

要讨论屈 曲杆大挠度情况下的弹性曲线
,

必须应用曲率

的精确表达式
�

� �� � �用椭圆积分得到了弹性曲线的精确解答
〔‘’�

分岔理论研究非线性方程

�〔阴
,

久〕二 � ��
�

��

解的分支问题
�

在压杆稳定问题中
,

久即为载荷参数
,

切为顶端挠度
�

方程 ��
�

�� 的分岔点是

由它相应的线性问题

了
。〔。

,

几〕必二 � �必今 。� ��
�

� �

来决定灼
�

分岔问题的一系列分岔点也就是 � �� � � 临界载荷值
,

解的分支即为相应的屈曲形

式
。

在实验和实际应用中
,

很少得出理论所估计那样突然的失稳
,

因为实际结构的缺陷总是

存在的
�

例如
,

理论上的固支边界条件在实验中之难以 实现
一

是众所周知的
�

尽量清除这些缺

陷对失稳的影响
,

就可得到与理论较为符合的实验结果
。

本文用摄动法给出了从分岔点分支出来的解曲线的近似表达式
,

并用奇异摄动的不完全

分岔理论工“〕讨论了支座处微小转动对分岔的影响
,

给出了分岔图解
,

并讨论了其物理含义
。

二
、

压杆稳定的分岔问题及其扰动分岔问题

研究图�中的细杆
,

其下端固定而顶端自由
�

若载荷稍大于临界值
,

杆将产生大挠度
�

取

�

潘立宙推荐
�

用数学立和力朱
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� � 、 、

坐标轴如图所示
,

由固定端沿杆轴线计算距离
� ,

则 杆 曲率的精

确表达式为��� ��
�

因杆的弯矩等于弯 曲刚度乘曲率
,

故挠 度 曲
,

线的精确微分方程为

一
,

�口 。

乙 � 寸�

二 一厂梦
�� 万

其中� 为弹性模量
,

� 为杆的截面惯性矩
,

��
�

��

尸 为竖向集 中载

�����
��

�一��
����
�

���

将方程 ��
�

��对
�求导

,

注意
,

�夕��
�二 ��� �

,

可得

� �� ���� �
�
二 一 � � �� �

端点条件为

��� �二 �
,

�����
�
����二 �

��
�

� �

��
�

� �

引入无量纲
一

鼠

尸�
�

几�
�

一
,

�

乙 �
��

�

� �

问题可表达为

�
�
���之 �

一

卜几��� �二 �

����二 �
,

����
�
���� �

我们称之为屈 曲杆的分岔问题
�

如果杆下端固定处有一微小转角�
,

其方向如图�所示
,

则问题成为

�
“���之

�
� 几��� 口� �

����� 。
,

���伞�� �� �

我们称之为屈曲杆的扰动分岔问题
�

方程的非线性项
� �� �具有展开式

��
�

� �

��
�

��

��
�

� �

��
�

��

口
� ��

一 口一 � 十 ��� 一 ”
’

��
�

� �

三
、

分岔问题的分岔点及解分支的摄动表达式

注意到�
。
二 �是问题 ��

�

��
,

��
�

�� 的解
,

这条解曲线上的奇异点即为我们所求的分岔点
,

也即相应的线性问题��
�

��
,

��
�

� �的特征值
�

价
“ � 久诱� �

功���� �
,

功
,

���� �
��

�

��

��
�

��

其中功二沪�劝为
� 的函数

, “ ‘”

表示对� 的导致
�

��
。� ��

“
�
”� �

,

�
,

�
,

… � ��
�

��
汀
�

�
一一解得 瓜

相应的特征函数为

功
。
“丫玄

���
二��

� � � �
�

�
�
� 二 �

,

�
,

�
,

… �

从实际问题出发
,

临界载荷
�

我们研究由最小特征值几
。

分岔的解分支
�

与几。

几
。

� 兀“

�

��
�

� �

相应的载荷值即为最小

��
�

��
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定义一振幅参数
￡

。一

��
·

功
�
� � ��

�

� �

将解分支的展开式写为

口一口
。八

一

入
。� 氏砂� 氏扩 � 二 ��

�

� �

几二几
。一

上
一

叭
。 丰

一

人护�
,

�
��

�

� �

其中 �
。 ,

��
,

�
� ,

…分别为
之的待定函数 �

几
。 ,

之�
,

几
� ,

…为待定常数
�

将 ��
�

� �
,

��
�

� �
,

��
�

�� 式代入 ��
�

� �
,

��
�

��
,

可得到一 系列求解 �。
,

几。 的线性问题
。

�掩二 �
,

�
,

… �

登
、、��

�一。

“��。�一 。
, 一

会
�, 卜 。

势
十���

�

一
久�。�

“
�

�。�一 。
,

贷
��卜 。

赞
� �

。
。
�

一言
,
。

。�一 , 沪
�一 �病

。
�

�。�一。
, 一

登
��卜。

��
�

� �

��
�

�� �

��
�

� ��

、�声矛、�声了

,曰�口刁工,上��
�

￡� � ��
�

��
�

��  

可求得

“一“
一

‘
s‘“ 一

警
“一“

。
+
一

叠
几 e Z +

:
了丁

B 十 一石言
一

sl

n

吕0

3 兀之

2

己3
+ (

3
.
1 5 )

(
3
.
1 6 )

尸==
汀之丑了

41
2
/
_ . 8, 、

t l 十 一
,

一 十 … l
\ 4 /

(3
.
17 )

与精确解
〔‘’的比较可见表 1

,

其中a二口(l) 为压杆顶端的倾角
‘

表 1

{

一
‘’, “

一环犷
一

~

~ 一 ’ 一
L

「

一

带
一 ’.j

肥
2
厂

一 ’

奋
一

,一瑟甲
-
80“ 1 0 0

。

1 2 戊 140。

[
1 了 l 1

.
0 1 1

.
063

一 {
‘

1

‘

1 5 2
1

.

2 9 3
万{万{下渝

一

乏瓜妇
160’

}
1 了6

’

4

.

0 2
9 1

9

.

1 1

勺
__
止爪顿泛

_
些止五吮沈趁

_
公迁i
_
流

远
_
为对…夔……应本

一
r

尸

�
只

由表 1可知
,

当杆端几乎已弯到水平位置时
,

本文对屈曲杆大挠度弹性曲线的摄动解与

精确解的误差仍小于4肠
.
这说明在工程应用中使用摄动近似表达式是完全合理的

.

四
、

扰动分岔问题的奇异摄动解法

应用数砂勺和力赵

在支座处产生微小转角占时
,

扰动问题(2
.
7 )

,

(
2

.

8
) 的分岔性质将发生变化

.
如文〔幻所建
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议的
,

我们可用内外场匹配渐近展开法来求得扰动问题的渐近解
.
由于此时扰动在边界上产

生
,

我们在摄动展开的过程中来处理扰动端点条件
,

从而得到了与一般情形下形式大致相同

的摄动方程
。

在分岔点几
。

附近和远离几
。

的区域分别称为内场和外场
,

在不同的区域内将采用不同的渐

近展开式
.
与一般在位置空间划分区域的作法不同

,

此时的区域划分是在参数空间进行的
。

4

.

1 外场解

在远离分岔点汽
。

处的渐近展开式称为外场解
.
以支座处微小转角次图l) 为小参数

,

我们

作如下的渐近展开
.

设 0二氏+ 01 占+ 0
2
护十 0

。

夕十 … (4
.
1)

其中 0‘
,

‘二o
,

I

,

2

,

…是z 的待定函数
.

: 代入( 2
.
7)

,

(

2

.

8

)

,

可得关于氏 (人二 1
,

2

, ; 二
)的 一系列线性问题

.
我们首先考虑对解分

支 夕
。
= O 的扰动

黛
、 ; 。1一 。

“1(0 )一 ,
,

贷
一

(

1

)

一 。

笃::
、久。

2
一 。

“
:
(。卜 。

,

赞
(1卜 。

嗜:“
+ , 。

3
一

音
、。:

。
3
(。卜 。

,

鲁
(l)一 。

( 4
.
2 )

( 4
.
3 )

( 4
.
4 )

( 4
.
5 )

( 4
.
6 )

( 4
.
7 )

可将问题 (4
.
2 )

,

(
4

.

3
) 化为具齐次边界条件的非齐次方程

设 81二8 + 6劳

口, =
c
os 了妙

:

几关二 n
Z兀2

(
4
.
8
)

(
4
.
9
)

(
4
.
1 0 )

0
关
(
0
) 一1

,

芍
“’一O

(4
.
11 )

问题化为以下形式

+ 汽夕二 (几
苦一几)

eo s了几关: (
4
.

1 2 )

。
,

臀
(1)一”

( 4
.
1 3 )

一�月
��尸
"�日�

尹一沫取

我们用线性算子 = 黑= d
么
/ d 矛+ 久的特征函数

v 。展开的办法来求解(4. 12), ( 4
.
13 )

也即寻找满足
。监十几u 。一 J 。粉. = 0

( 4
.
1 4

)

v 。
(
o
) 二 o

, 。点(1)” o (
4
.
15 )

的
一

特征函数序列‘
·

其户
“ ‘ ”

为对
“
求导

,
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可求得 v。
= 价

。
= 澎 2 sin

武加土劝
2 (4

.16)

a。一;一丁
一

(
Z m + 1

)

2

(
m 一 。

,

1

,

2

,

…)
(4
.
17 )

(4
.
12 )

,

(
4

.

1 3
) 的解可表达为

{
(“一“,

。。 s
斌“

‘ “
·

材 2 5‘n
二
(
Z m + 1

)

2

a 仍

势
、 Z sin 二‘2

恻
:
」

自曰L阅乙�一一
,八汀

(
4

.

1 8
)

最后可得

0一

{
点
4(2。+ 1 )( n Z二么一几)sin 二

(
Z m + 1

)

2

二
: (

Z m + 1 )
2
一 4n

2
:「;一过(

2。 + : )“
1

L 4 J

一号
“/ 。‘“

“

’
(4
.
19)

可见
,

当几* 几
。
=
二2
/
4

,

对于0
。
= o 的扰动解分束在分岔点几

。

无界
.

当00 为解分支 (,3
.
1 5 )

,
:

(a

.

16 )

,

也即0
。
今 。时

,

所得到关于0
。

( 壳= 1
,

2

,

… )的一系列线性

问题为

袋
+“

(
卜 ;

““
)
01 一 ”

( 4
.
2 0 )

口:(0 )= l
,

豁
(‘’一 O

(4
.
2 1 )

占
么:

贷
十 ,

(
卜 ;

“:

)

0
2
一

音。 (4
.22)

0:(0)= 0
, d s

。

, 一

( 1 少“ 0
a Z

(4
.
23 )

d 3
:

贷
十 “

(
卜 ;

““
)

“
2
-

夕犷+ 只0
。

夕ro
z

(4
.
24 )

.
几月h
�

0
3

(
0
)
= 0

, d s

。

,
一

竺 ( 1 ) == 0
“Z

( 4

.
2 5 )

这时的线性算子为

d “ /

。

.

之
沪

(
召 ) 二一万、

一

十 忆几
a 之一

、

。么
+ …

) (
卜杏

“:(
·
)

)
( 4

.

2 6 )

札
一
4

十

其特征值问题为

, , .

/

。
.

只
。 , .

\ 「
J

I 。
, , 、

1

试
;
十铲

。十百犷十
’ ‘ ’

夕L
土一 丁

”认 “)」
”“ 一J翩

“巴 ”

。。
(
0
) =

0
, 。二(1 )= o

故我们用对。的摄动展开来求解
, 已由(3

.
6) 式定义

.

设 口。
=

沙。。
+
沙。l 。

+
沙。z e 么

+ …

a 。 = a o o + a 川6+ a o
Z己2

+ …

代入 (4. 27 )
,

一

( 4.
28

)

,

可得一系列求解
。。‘,

a 。‘
( ‘= l

,

2

,

…的线性问题
.

。0 : v 票。+ 几
。u 。。

=
a 。。刀。 。

(
4

.

2 7
)

(
4

.

2 8
)

(
4

.

2 9
)

(
4

.

3 0
)

(
4

.

3 1
)



之 周 哲 玮

、孟
矛、.尹、,J了

、
了、.户声

今臼no性月二口内O八00口O口八0noJ任J任月任
/‘.、,产.、了
‘
、

v 。。
(
o
) 二 o

, 。
二
。

(
1
)
= o

u 黑
:+ 几。u o z = a o o廿川+ 口川u. 。

。川(0 )= 0
, 。

点
,

(
1

)
== 0

试
2+ 几。场

:~ 一凡

。。:
( 0 ) =

0
,

(
4

.

3 2
) 可解得

/ 1 1 , 。

\

、4一 2 毋名
)
”“。十 a 。 。”。:十 a 。:。。。

v

二
,

(
1

)
= 0

又4

(4

由(4
.
3 1 )

,

? 二。一功一、、
51· 匹(;犷D一

、 扣、· 、硫
·

( 4

.
3 7

)

几。 = 凡一a .
。

“。 。
= 几

。
一几。

由(’. 33 )
,

(’. 34 ):不考虑与砂阶问题相同的解
,

可得

口一= vo l, 0

( 4
.
3 8 )

( 4
.
39 )

( 4
.
4 0 )

故(4
.
3 5)

,

(
4

.

3 6
) 成为

·
:

,
+ “。嘛

2
一zha

。

(令
+、办

一

代
’
。

巨 皿弩
幼一士sin 巾攀工)一

]

。。2
(
o
) = 0

, 。
二
:
(1)= 0

几
。

a .
,

= 一
__
一4

(4
.
41)

(4
.
42)

(4
.
43)

最后解得
v。“功, + O (

。2

)

a 。 == 久
。
一之. + O (

。2

)

几
。 。

.

。
, 。 、

a

。

二一 ,
一

砂+ O (￡
“
)

4

(
4

.

4 4
)

(
4

.

4 5
)

(
4

.

4 6
)

问题 (4
.
12 )

,

(
4

.

1 3
) 现在成为

dzo
. ,

/

‘

1

。 ,

、 二 , , 二 , 、 , . 二
‘

代,万 十 几 t l 一了r 矛以书 L几
‘’

一叼
cos V 儿, 之

口之一
\ 乙 /

( 4
.
4 7

)

。(。)一 。
,

雳
一

(

1

)

一 。

( 4
.
4 8 )

{ : {

‘护一“
)cos 伊

二
心sin 匹(

磐
‘,
如 ‘

侧 2
sin

二
(
2 。+ 1 )

2

阅乙润
一一
�口口

(
4

.

4 9
)

可看到(4
.
49 )与(4

.
15) 式在形式上是相同的

,

但此时a 。是 由(4
.
4匀

,

(
4

.

46 ) 式给出的
.

, -

一
汀2

.

斌 2
.
3兀z ,

二
「 16

.
兀2

“
= 材 2 ”‘n

Z
“十
丽

一
Sl

n 一豆一
“

一
“

’

十
L丽户

“‘
一

2

-

.

八 / 1 \
,

飞
。 .

八
了 。 , 、

十口 毛一 , 十 C O S儿汀之 10 十口to
一

)

、 巴 / J

在分岔点 几
。
(
。
= 0) 上

,

对于解分支 口的扰动解分支也是无界的
.

必须寻求在几
。附近有效的解答

.

(4
.
50)

由于这种奇异性
,

我们
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4
.
2 内场解

在久
。

的附近
,

我们用下面的伸展变换来求得内场解
.

设 久= 几。+ 占拼
么
+ O

(
拼3 ) ( 4

.
5 1 )

X = ‘。
+
‘:“+ “:“2 + … (4

.
52 )

占= sgn (占)拼
3

( 4
.
5 3 )

其中几= 几
。,
二。二 0

。

(
几
。

)
~ o 为奇异点

,

占为伸展变量
,

拼为 内场解的摄动小参数
.
几的展开

式(4
.
51) 以及d与拼的关系式(4

.
53 )与常用的伸展变换有所不同

.
它们可由较一般的展开式推

导得出
,

其形式由算子的非线性性质决定
.
这样的伸展变换可在运算中应用可解性条件

,

并

使解答反 映出分岔参数几和扰动参数占的影响
.
详细推导过程请参看文〔2〕

.

将扰动分岔问题(2
.
7 )

,

(
2

.

8
) 用 内场变量来描述

d 么X
d
之2

+ 只si nX = O

X (o )二
sg n (d )拼

8 ,

份
(l)

(4.54)

(4.55)
将(4

.
51)~ (4

.
53)代入(4

.
54 )

,

(
4

.

5 5
)

,

可得一系列关于二 .的线性问题

鲁
+“。、一0

! 1
(。)一 。

, 一

瓮
(1卜 。

金
十 ,

。
/
。

一、
:
十
智

· ,

戈 3
(
。)一

‘·
( 。)

,

货
(1)一 。

( 4
.
5 6 )

(4
.
5 7 )

召3 :
( 4
.
5 8 )

( 4
.
5 9 )

可解得

问题 (4
.
5 5)

,

劣; = A
s
i
n
双几

。 二

凡= 牙+ 戈釜

二釜 ==
s g n

( d )
。。 s斌严

z

几势==
n Z万么

(
4

.

59 )化为具齐次边界条件的非齐次方程
.

(4
.
60)

(4
.
61 )

(4
.
62 )

(4
.
6 3 )

d 么又
.

。

_
。

几
。 。

_
. 、 , 。 _ , 、

一
:

J J 十 几。劣‘一 百为 + 一宕 % 丈十 sg n LO 八几贾一几日co s 丫几分z
肠 ‘ U

(
4

.

6 4
)

;
(
。卜 。

,

劣
(1卜。

( 4
.
6 5 )

由于算子的奇异性
,

可解性条件为

(l (
, J . , _

_
_

.

几
。 口 。 . 。 _ - .

, 。 、 , 。 , 。 、
_ _

、
,

一

一
汀之

l 悦一互月sln V 入
。之十 厂月

“
s l n

“

M 之
。 之 十 sg n L O 八几‘一 几。

)
c o s

V
只* z 之V 2 sln 一 。

a 之二 U
J O ‘ 一

O
一

六 乙

( 4

.

6 6 )

可据此得出关于振幅A 的方程

A s+ P A 十q “O ( 4
.
67 )



其中

周 哲 玮

,

一
8
粼

。

一节
:

。

一
sgn(。)普

-
(杏.6 8 )

(4
.
6 9 )

所以 内场解为

几= 几
。
+ 占I占!

百
+ O ( 占) (4

.
7 0 )

X = 月(豹S‘n 飞
}。}‘+ O

(
“‘
) (4

.
7 1)

方程(截67 )的判别式

“一

(呈)
“
+

(言)
3
一

(背)
2
一

(器扩 (4.72)
当八> 0

,

也即占< 占
。
= 2

.

7 3 8 9 5 2 时
,

方程只有一个实根

A +(占)> o (4
.
7 3 )

当△< 0
,

也即雪> 雪
。

时
,

方程有三个实根

A +(君)> 0
,

A 了(占)< o
,

A 了(占)< o

(4
.
74 )

当占一占
。,

A 了“)和A 了(动交于一
l
攘
.

由匹配条件可决定 内场解和外场解各分支

的连接
.
最后的分岔图形见图2

、

图3
、

图4
.

_ 一 一

不枪定

—
伦走

石二 。 _ 、
,

-

一
’

~

匕!

|

1.

1

图Z d = 。时解的分岔

歹
一

口
.
口3

_J 护户 曰

/

了了-

/ ,
/ 又/与

�

。一一
i�
匕

图3 d = 。
.
03 时的内场解和外场解 图4 占= 。

.
03 时的复合解

五
、

结 论

本文利用奇异摄动的不完全分岔理论
,

讨论了压杆在固支端点条件存在某种缺陷情况下

的失稳特性
.
这种缺陷并未包括固支边界所 可能出现的所有不完善情况

,

但我们据此得到的

分岔图形图4有其一般性
,

对所谓具有三次非线性(
c
ub ic

no nl in ear it y )的扰动分岔问题都可

以得到类似图形
.
对于本文所研究的屈曲杆问题

,

可看到由于端点条件扰动的引入
,

破坏了

理想情况下的突然分岔
.
也就是说

,

当压杆在其固定端处
,

由于支承条件的缺陷而使端部与

杆轴线预先存在一微小夹角时
,

直杆并不突然失稳
,

而是随载荷增加而连续地产生大挠度
,

挠度的显著增加 也比线性理论所预测l均发生要早
.
因此

,

我们可以认为实验中所观察到的此

类现象是与端点条件的缺陷有关的
.
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分岔图形还指出了直杆向支座转角相反方向弯曲的可能性
.
在分岔理论中这叫做不完全

分岔的孤立解 〔“’,

这种解合理地表述了此类与直觉相违背的反常现象
.

分岔理论的另一任务是研究解分支的稳定性
.
本文未对此进行详细讨论

.
因为在本问题

物理背景极清晰的情况下
,

我们可以判定
,

解分支曲线满足 d刀d {川> 0时是稳定的
,

而满

足d之/d }a1 < 0时是不稳定的
,

据此分别说明了图4中各解分支的稳定性
.

作者对钱伟长教授和戴世强副教授的关心和指导表示衷心的感谢
.
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