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摘 要

本文以 [ 7〕的基本概念为基础
,

并根据Cla r k e
的广义导数

〔i 〕,

以及L a so tr a 和S tr a u ss 的
仁‘」多值

函数f( 劝的广义微分D , (劝的定义
.

从而建立了区域函数F (劝的广义导数
D 尸(二)= U 门{G (、 )二 B(R )

,

V 二(B(R ) ; G (, )= F 姜二F
’

(二)}

讨论了区域函数F (劝的广义导数的存在性 ; 建立了区域函数的广义Fr 改het 导数存在的必要充

分条件
.

一
、

引 言

在经典意义下
,

在一曲线上的某一点的切线
,

是定义在该曲线上的点函数在此点的导数
.

同样
,

在一曲面上的某一点切平面
,

是定义在该曲面上的点函数八哟在此点的偏导数
,

等等
.

从几何观点出发
,

我们还认为
,

点是有限长直线的
“

收缩
”

(或
“

退化
”

); 有 限 长直线

是曲线的
“

收缩
”

(或
“

退化
”

); 有限可测平面是曲面的
“

收缩
”

(或
“

退化
”

)
,

等等
.

在作者
〔7 ’的区域理论意义下

,

我们将从上述思想出发
,

将有限长直线 (同于曲线的
“

收

缩
”

) 与曲线上的某点的切线相联系 ; 有限可测平面 (同于曲面上某点的
“

局部收缩
”

) 与曲

面上的某一点的切平面相联系
,

从而定义区域函数的抽象广义导数
。

本文的主要 目的是
,

为 了克服Cl ar ke 的广义导数存在的先决条件
,

必须是所求导数的函

数至少是局部 L IPs ch it z 的 缺点
.

同时还避免了
,

在求一般导数时
,

必定要取极限
,

而常常

会遇到很多困难
.

我们将Cl
a r
ke 的广义导数推广到任意非空的区域

,

并与我们的区域理论相

结合
,

在求广义抽象导数时就不会存上述问题
.

在求区域函数的广义导数过程中
,

我们还利

用了C la r k e的广义导数
,

和 L as ot r a 与 S tr a us s 的多值函数 f( 哟的微分 D ,
(劝的某些优点

,

从而将区域函数F (x) 在其定区域B (R )上的所有广义导数F ‘的集合定义成

D ,
(二 )二 U 自{G (戈 )g B (R )

,

V 二〔刀(R )
,

G (二 )== F二= F
,

(二)}

为了本文下面给出区域函数的广义导数
,

和广义 F r e o het 导数的定义
,

并 讨论它们的一

系列性质的需要
,

我们首先给出一些有关区域理论的基本概念如下
.

如果
,

G (幻 二B (R )
,

丫二〔B (R )始终是真实的
,

则我们说 G 是区域B (R )的收缩 ; 如果

G (幻 二B( R )
,

V 劣〔B( R )
,

并且G 是均匀的
,

则我们说 G 是区域 B (R )的均匀收缩 ; 如果有

.

钱伟长推荐
。
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⋯个确定的点
二。

(变换
,

或映射的不动点 )
,

并且 踢〔G (劝
,

丫二〔B (R )
,

始终是真实的
,

则

我们说G 是区域召(R )的均匀保核收缩
.

如果 G 是有限均匀的
,

并且 与〔G (劝
,

V 二〔B (R )
,

始终是真实的
,

则我们说G (劣 )是B (R )的有限均匀保核收缩
.

同样
,

如果B (R )g G (劝
,

V x 〔B (R )
,

始终是真实的
,

并且 G是有限均匀的
,

则我们说

G 是区域B (R )的有限均匀扩张 ; 如果有一点
二。 ,

并且 丸〔G (x)
,

V 二〔B (R )始终是真实的 ,

则我们说G 是区域B (R )的有限均匀保核扩张
,

等等
.

一 其 太 解 今一
~, ~ ~. 、 仁生 二二 / 〕

.
i
J夕 肠 沙‘昌 、

木节
,

我们将给出一些有关区域函数的广义导数
,

以及与其有关的一些基本概念
。

定义 1 设B (R )是任一非空的区域
,

G 是B (R )的保核收缩 (或保核扩张 )
,

即

G (二 )二 B (R )
,

并且二。
〔G (二 )

,

丫、〔B (R )(或B (R )里 G (二 )
,

丫二〔B (R ))

G( 劝是均匀的
,

当且仅 当B (R )闭G (x)
,

V 二〔B (R )始终是真实的
.

其中。表示B (R )相似于

G (二 ); 二。 (映射
,

或变换的不动点) 是区域函数F (二)的核
.

定义 2 设B (R )是任一有界非空的区域
,

如果B (R )既不能收缩
,

即 G (二 )鲜B (R )
,

丫*

〔B (R )
,

也不能扩张
,

即B (R )龚G (劝
,

丫‘〔B (R )
,

或者也不能作别的任何一种运动 (或改

变)
,

则我们说区域B (R )是常数
.

定义 3 设B (R )是任一非空的区域
,

F (劝是定义在B (R )
_

匕的区域函数
,

G (x )是域B (R )

的保核收缩
,

F 二是F (劝在 B (R )
_

仁的广义 Cl a1’ke 导数
,

并且 G (劝 = F 二二F
‘

(劝
,

D ;
(劝 是

F (劝在B (R )上的所有广义Cl ar ke 导数F 二的集合
,

并由

D ;
(二)= U 门{G (二)二 B (R )

,

V 二〔B (R )
,

G (x )二F 二= F
,

(劣)}

给出映射D , : B (R )
一

T
。 .

这就是我们的区域函数的广义导数的定义
.

定义 4 设B (R )是任一非空的区域
,

B (R
。

)是B (R )的稳定中心
,

尸(劝是定义在B (R )上

的区域函数
,

G 是B (尸)的保核收缩
,

F 鉴是F (x) 在B (R )上的广义导数
,

并且 G (劝 = F 二
,

M

是与区域B (R )相伴的。 x 。一矩阵
,

并且有

M == (a
‘,
) (1簇 i ( m ; 1( j《

”
)

如果有

M = JG (二 )

在B (R )上始终是真实的
,

则我们称M 为与区域B (R )相伴的广义 Jac
o bi 矩阵

.

定义 5 设 B (R )是任一非空的区域
,

F (x) 是定义在 B (R )上的区域函数
,

M 二JG (劝是

与区域B (尺)相伴的。 x 。一

广义 Ja c o b i矩阵
.

如果 D ; (x) = M (劝二JG (劝在 B (R )上始终是真

实的
,

则定义在 B (R )上的区域函数 F (幻是广义 F r德。het 可微的
,

并且 D 奋(幻称为 F (x) 在

B (R )上的广义 Fr ‘e h e t导数
.

定义 6 设B (R )是任一非空的区域
,

尸(劝是定义在 B (R )上的区域函数
,

户二是 F (劝在

B( R) 上的广义方向导数
,

口是区域B (R )的有向保核收缩
,

并且 户二= 口(x )
,

(x
‘
)是 B (R )的

所有有向点序列的集合
.

此外
,

我们有

O = 凌二二 (二
‘
)〔B (R )

,

i〔J
, 二 ‘) o

,

乙
二‘= 1 }
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是所有有向点列的集合
.

于是
,

F (劝在B (R )
_

匕的所有广义方向导数F 二的集合被定义成

口
;
(二 )= 口门{口(二

,
)g 刀(刀)

,

V 二 ,〔o
,

户二= 口(二
J
)

,

j〔万}

三
、

区域函数的广义导数及其基本性质

本节
,

将以 引论
,

第二节和 〔6
,

7〕的
一

些基本概念和主要思想为基础
,

建立区域函数的

广义导数的基本理论
,

为此
,

我们首先给出如下引理
.

引理 1 设B (R )是任一区域
,

F (劝是定义在B (R )上的区域函数 ; D ,
(劝在B (R )

_

上有定

义
,

并且是非空的集合
,

当且仅 当区域B (R )是非空的
.

证明 关于充分条件
,

使用反证法
,

即假定B (尸)= 必
.

由于F (劝是定义在 B (R )上的区

域函数
,

由B (R )= 功直接得到F (劝 = 功
.

由尸(劝的广义导数的定义得到

口自{G (
二
)互B (R )

,

V 二〔B (R )
,

G (二 )= 户
’

二二F
,

(二 )}= 功

由此可见D ;
(二 )二娇

,

这就得出矛盾
.

至于必要条件是很平凡的
。

引理2 设B (R )是任一有界非空的区域
,

F (x) 是定义在B (R )上的区域函数
,

如果B (R )

是常数 (或不变的 )
,

则区域函数F (劝在B (R )上的所有广义导数F 止的集合 D ;
(一是空集合

.

证明 此引理是定义 3 的直接结果
.

定理 1 设 B (R )是任一有界非空的区域
,

F (劝是定义在 B (R )
_

匕的区域 函数
,

D
;

(劝是

F (劝在B (R )
_

上的所有广义导数F 二的集合
.

于是
,

当D
;

(劝有定义的时候
,

D ;
(劝是B (R )的

非空的
、

凸的和列紧的子区域
.

证明 首先证明第一部分
,

即D
;

(x) 钾&’. 根据假定
,

B (R )今必
,

可见F (劝 今功
,

V 、〔B (R )
.

又根据定义 3
,

显然D ,
(劝 在B (R )上是有定义 的

,

并且是非空的
.

关于第二部分的证明
, 一

可按通常证明一个集合是凸的和列紧的方法进行
,

具休证明过程

从略
。

现在证明定理的第三部分
,

即 D ;
(劝是B (R )的凸子区域

,

即

D ,
(二 )g B (R )

,

V 二〔B (R )

可分为两种情形来证明
.

第一种情形
.

如果
,

‘(劝 已经是凸的
,

根据 D ;
(劝的定义

,

以及 D ;
(劝和 G (劝之间的

关系
,

D 以劝也必定是凸的
.

第二种情形
.

如果G (劝 不是凸的
.

在这种情况下
,

总
一

可以通过一
个变换

,

变 G (劝 成一

个凸集
.

这正好是情况一 因此
,

D ,
(习也是凸的

.

此外
,

根据 D
,

(劝的定义
,

D ;
(幻显然是 B (R )的子集合

.

于是
,

定理完全得证
.

定理 2 设刀(R )是任一有界非空的区域
,

F (劝是定义在B (R )
_

仁的区域函数
,

区域B (R )

的保核收缩 G (幻是均匀的
,

则如下各命题是箕实的
:

l) 闭 (开) 区域B (R )的保核收缩G (或有限保核扩张) 是闭 (;汗) 的 ;

2 ) 通过 B (R )的稳定中心 B (R
。
)

,

和通过 B (R )灼保核收缩 (或有限保核扩张 ) G (二 )的

核戈。的任一直径 (直线或平面) 是成比例的
;

3 ) B (R )的稳定中心B (R
。

)的邻域
,

和 G (对 的核 x 。

的邻域是相似的
,

即 N (B (R
。

))叻

N (,

小
证明 首先证明命题 1 )

.

用矛盾法证
.

假定B (R )是开 区域
,

并以 B (R )的边界 内部附近
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的点 x ‘为中心
,

d > o为半径作邻域N ‘
(二

‘
)

,

使N 。
(二

‘
)与B (R )的边界B 。

(R )相交
.

由于B 。
(R )

不包含B (R )的点
,

因此N 。
(x

‘
)n B 。

(R )= 功
.

同样
,

可在B (R )保核收缩 G (“ )的相应方向
,

和相应位置二 , ,

作相应的邻域N 。,

(二 , )
,

使N 。,

(二
,
)与 G (二 )的边界 G

。

(二 )相交
.

由于
,

G (二)

是闭的
,

因此
,

N o l

(二
,
) n G 。

(劝午功
.

现在作映射

f
: N J

(x
‘

)自B
。
(R )
一

N 。,

(二
,
)门G

。

(
* )

根据假定
,

映射f是
- - -

一对应的和满的
,

因此
,

其逆映射

f
一 ’ :

N 。”(二 , )自G
。
(x )
一

N 。
(二

‘
)自B

。
(R )

根据假定
,

也是一一对应的和满的
.

已知 N 。
(x

‘
)门B

。

(R )二功
,

但 N 戊(勺 )n G 。
(劝护功

.

同

时
,

我们还知道映射f和f
一 ‘

是相互
-

一 对应的和满的
,

即它们的内点与内点
,

边界点与边界

点相互对应
.

所以 f
一 ‘

(N o l

(二
,
)自G

。
(劝 )午功应 始终是真实的

.

然而
,

N 。
(二

‘
)自B

。
(R )二功

.

这就得出矛盾
.

现在
,

证明定理的第二部分
.

2 )的证明比较复杂
,

这是因为在证明过程中
,

要用到微分

几何中的Ch r ist6 ffe l符号
,

和张量分析中的一些符号和基本概念
.

为了减少某些读者的困难
,

我们这里只考虑平面区域的情形
。

至于更一般的空间区域和抽象区域的情形
,

证明方法基本

相似
,

只是证明过程比平面区域要复杂得多
.

我们假定B (R )是平面区域
.

用D BO 表示通过区

域B (R )的稳定中心B (R
。

)的直径 ; 用D
x 。

表示通过 B (R )的保核收缩 (或保核扩张 ) G (x) 的

核二。的直径
,

它们的方向是相同的
,

并在D B 。

与B (R )的边界 B 。的交点二‘作半直线 R x ; ,

又在

D x 。

与G (% )的边界G 。的相应位置的交点勺作半直线rx
, .

由于 R x ‘的方向与与
,

的方向相同
,

又

由于D B。的方向与D 二。的方向相同
,

因此
,

D BO 和 R
x 、之 间的夹角等于 D

x 。

和r , ,

之间的夹角
,

所

以
,

我们有
a r c c o s

(D 召。/ R
、;
)=

a f e e o s
(D

二。

/
r 二 ,

)

由此可见

D 刀
。

/ R
二、= D

二。

/
r x J

命题 2 )得证
。

命题3) 的证明可直接 由定义 l 得到
.

定理完全得证
.

定理 3 设B (R )是任一非空的区域
,

F (x) 是定义在B (R )上的区域函数
,

M是与B (R )相

伴的m 火 n 一

广义Ja e o bi矩阵
.

如果M在B (R )上始终有定义
,

贝IJF (x )在B (R )上是广义 F r o e he t

可微的
,

并且其广义Fr 德c he t导数被定义成D ; (幻 = M (x)
.

证明 此定理本质上是定义 5 的另一种叙述形式
.

它基本上与定义 5 一致
.

可以用定义 4

和定义 5 证明它
.

具体证明过程从略
.

推论 1 设 B (R )是任一非空的区域
,

F (劝 是定义在 B (R )上的区域函数
,

F (川 是广义

Fr e c
he t可微的

,

当且仅 当存在并在B (R )上始终有定义的
、

与B (R )相伴的m x n 一

广义 Jac
o bi

矩阵M (x)
.

证明 第一部分的证明是很平凡的
,

因为可通过定理 3 和定义 5 直接得到
.

至于第二部

分的证明也很容易
,

因而证明过程从略
。

定理 4 设B (R )是任一非空的区域
,

F (劝和 月(劝 是定义在 B (R )上的不相同的区域函

数
,

G (二 )是B (R )的保核收缩
.

如果它们及它们的和的广义导数 存 在
,

并 分 别 为 D ,
(劝

,

D 武 x)
,

D ,+ 以二)
.

则下面的包含是真实的

D ; + 二
(戈 )g D r

(劣) + D 二
(x ) (3

.

1 )

证明 根据假定
,

B (R )斗功
,

根据 引理 1
,

F (川
,

汀(川和F (幻 + 万(对的广义导数的存
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在性是很显然的
.

现在证明(3
.

1) 是真实的
.

我们取

】!(F + H )(二 )1】( !】F (
二
)}}+ !】月 (二)1! (3

.

2 )

其 中卜1}表示F (劝
,

H (、 )和(尸十 厅)(二)的范数
.

由(3
.

2 )容易得到

(F + H )(劝 g F (劝 + H (劝 (3
.

3 )

对(3
.

3 )的两端
,

按定义 3分别取广义导数
,

得到

D r + 。
(二)二D ,

(, ) + D l,
(二 )

,

V 二〔B (R ) (3
.

4 )

于是
,

定理完全得证
.

注 1 如果区域B (R )的保核收缩是不同的
,

即B (R )的保核收缩 G l( * )对应千区域函数 F (二); B(R )的

保核收缩G Z

(劝对应于区域函数H (劝
.

在这种情况下
,

(3
.

1) 仍然是真实的
,

因为 (G
l + G Z

)(x) 里 G l

(二)+

G Z

(劝
.

其证明过程稍复杂
,

但证明方法基本相同
.

定理 5 设B (R )是任一有界可分的区域
,

F (劝是定义在 B (R )
_

匕的区域 函数
,

G 是 B (R )

的保核收缩
,

几> 0是任意有界常数
.

如果 D ,
(二 )和 D ,

(几劝都存在
,

则有

D ,
(凡x )二兄D

,
(二 )

证明 根据假 定和定义 3
,

D ;
(几幻和D

;

(幻的存在性是很显然的
.

现在证明D ;
(几x) = 几D ,

(x)
.

由于G (二 )g B (R )
,

V 二〔B (R )
,

又因F (劝是定义在 B (R )上的区域函数
,

已知 B (R )是

可分的
,

因此F (劝也是可分的
.

于是
,

我们总可以取

F (元
二
)
: = {F (几

‘二 ‘
)圣 (3

.

5 )

由定义 3 得到
,

D ,
(几劝是 F (几劝 在 B (R )上的所有广义导数 F

‘

(久x) 的交和并的集合
,

并取

F, (脉) ~ G (触 )
.

根据(3
.

5 )
,

相应地可取G (几x)
:
二 {G (凡二

‘
)}

.

所以
,

我们总可以取

几D ,
(二 )g 门 G (几

。二*
)= D , ;

(几x )
,

V 二〔B (R ) (3
.

6 )

根据 Li
n
de l沉 定理

,

我们始终有

久D ,
(
、
)g 自 G (几

。二。

今. 1

= 自 G (几
。二。

)= D , :

(几
、
) (3

.

7 )

即 几D ,
(二 )g D ; 1

(几二)
,

V 二〔B (R ) (3
.

5 )

我们总可以使用保核 变换 (或收缩
,

或扩张 )
,

使得D ; ,

(几劝 二D ,
(几劝

,

因此
,

我们有

几D ,
(二 )互 D ;

(几x ) (3
.

9 )

另一方面
,

由于几> 0是任意有界常数
,

可用类似方式得到

D ,
(几x )二久D

,
(二) (3

.

1 0)

比较 (3
.

9 )式和 (3
.

10 )式
.

我们得至
,1

D ,
(几x )= 穴D

,
(二)

因此
,

定理完全得证
.

定理6 设 B (R )是任一非空的区域
,

尸(劝
,

H (劝是定义在 B (R )上的两个不同的区域

函数
,

G 是区域 B (R )的保核收缩
.

如果F (劝和H (劝在B (R )上都是广义可微的
,

则 F (幻 x

H (幻在B (R )也是广义可微的
,

并且有

D , 丫 。
(
二
)= D ;

(
二
) x H (

二
)+ F (x ) x D 二

(二 )

证明 可以直接使用定义 3 和定理 5 得证
.



推论 2 在定理 6 的假定 卜
,

我们同样有

D
;

(劝 一 D 、
(二 )g D

;
_ _
二

(
: )

,

V 、〔B (R )

或者 D
;

(劝 里D
F 一

袱劝
一

于D ,I( 劝
,

V 二〔B (R )

证明 此结果的证明基本上同定理6
.

推论 3 设B (R )是任一非空的区域
,

F (劝
,

K (劝
,

⋯
,

厅(劝都是定义在 侧 R )
_

仁峋区

城函数
,

并且F (劝 午K (幻 寺⋯ 寺若以劝 等功
,

G 是区域B (尸)的保核收缩
.

如果F (x)
,

K (劝
,

⋯
,

H (川及其和 F (劝 十 K (劝 + ⋯ + H (川 都是广义可微的
,

并且它们的广义导数分 别 为

D ,
(二 )

,

D 二
(二 )

,

⋯
,

D 二
(二 )

,

D F + 二十⋯
+ 二
(二 )

。

贝11如下包含是真实的

D F 十二 十

⋯
* 二
(二 )二D ;

(二 )+ D 二
(x )+ ⋯ + D 二

(二 )

证明 此结果可根据定理4
,

以及定理 4 的证明方法
,

和数学归纳法得证
.

注2 关于定理6和推论 2的结果都可推广到定义在区域B (R )上的任意有限多个非空的区域函数
.

并且
,

证明方法基本
_ _

仁也和那里的证明方法相类似
.

定理7 (区域函数的广义 中值定理) 设B (R )是任一 非空的可分区域
,

G 是B (R )的保核

收缩
,

F (劝是定义在 B (R )上的数值区域函数
,

F鉴是 F (劝 在 B (R )
_

上的广义导数
,

并且有

G (二)= F 荟二F
‘

(
二
)

,

V 二〔B (R ); F (B (R ))
: 二 日{F (二)

: 丫二〔B (R )} 是 F (二 )在B (R )上的所

有值的集合 ; 设B (尸
,
)和B (R

、

)都是B (R )的任意两个不同的
、

非空的开子区域
,

并且 B (R
,
)

自B (R
*
)寺功

,

F (B (尺
,
))寺F (B (R

。
))寺。

,

口B (R
,
)和aB (R

。

)分别是B (R , )和B (R
。

)的边界
,

; i
:

且口B (R
,
)自口B (R

。
)一诱

,

F 归B (R
,
))= F (口B (R

。

))二 0
.

则在 F (B (尸j ))和 F (B (R
。
))之

间存在数拼
,

使我们有

G (刀)二拼
,

丫刀〔B (R , )自B (R
。

)

证明 根据假定
,

由于 B (R
,
)等B (R

。
)寺诱

,

并且它们的边界 。B (R 力一。B (R
。

)二介 同

时
,

F (B (R , ))等F (B (R
*

))年。
,

F归B (R
,
))= F 归B (R

*

))二 o ; B (R
,
)门B (R

。
)寺必

,

并 且

口B (R , )门。B (R
。

)= 沪
.

此外
,

由于G (
、
)= F了

,

所以在〕F (B (R
,
))

; F (厅(R
。

))[ 中
,

必定有

不为零的值
,

即有任意点刀〔B (R
,
)自B (R

。

)
,

使得

G (刀)二召
,

V 刀〔B (R
,
)门B (R

*
)

始终是真实的
.

于是定理得证
.

其中符号 〕; 〔表示广义开区间
.

四
、

应 用

木节将给出两个在实际中很有用的定理
.

定理8 设 B (R )是任一有界非空的区域
,

F (劝 是定义在 B (R ) 上的区域函数
,

M 是与

B (R )相伴的m 义 n 一

广义Ja e o b i矩阵
,

如果F (x )在B (R )
_

巨的广义F r ‘e he t导数 D ; (二 )= M (x )

存在
,

则我们有形如

F
‘

(二 )二D ; (劣)
,

丫二〔B (R )

的广义微分方程
。

其中F
‘

(戈 )是D ; (二 )的任意可积的选择
.

证明 我们可根据区域 函数尸(劝
,

D ; (二 )与F
‘

(x) 的定义
,

它们之间的关系和性质
,

以

及B (R )的可分性证明它
.

具体证明是平凡的
.

定理 9 设B (R )是任一非空的可分区域
,

尸(劝是定义在 B (R )上的区域函数
,

G 是B (R )



区域函数的广义导数及其应用 3 8 3

的保核收缩
,

F了是F (劝在B (R ) 匕约广义导 数
,

并且 探(劝 二尸萝
,

D ;
(劝是 厂(

.

价在 B (刀川

的所有广义
一

导数 F鉴的集合
,

f( 对是D
;

(劝 的任一 可测选择
.

如果 D , (劝 是广义可积的
,

则

我们有

(
_ 。e D

F

(
二 )d 二一 S。

{
_

了(
二
)d

二

J 刀 (R ) j B 〔双f少

其中
,

符号
“s e ”

表示 se le o ti o n 缩写
,

B (R
、

)是
.

召(R )的任一非空的子区域
.

证明 由于此定理的证明比较长
,

而且也比较复杂
,

所以
,

这里不准备详细证明
.

但

为了清楚起见
,

只需注意事实

{
_

D 尸
(二 )d 二一 。

J B 〔R )一 五 ( 邪苦)

由此得到
{

, 。。 )

{
, ‘: )

D ;
(劝 d 戈一丁

。。; 、)

{
。 : ; ‘。

D ,
(劝 d 二= 0

D ;
(川 d 二 -

D ,
(二 )d

二一 {
_

f(二 )d 二

J 方 { R , )
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