
应用数学和力学
,

第 8 卷第3 期 (1 9 8 7年 3 月)

A PPlie d M
a th e m a t ie s a n d M

e c ha n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

H au
“do rf f 局部凸空间内集值终归紧

映象的不动点指数及其应用
’

丁 协 平

(四川师范大学数学系
,

1 9 8 6年 6 月 1 0 日收至lj)

摘 要

在本文内我们对H au s dor ff 局部凸拓扑矢量空间内的集值终归紧映象定义了不动点指数概念
,

利用此概念
,

我们证明了集值必
一

凝聚映象的几个非零不动点定理
,

这些定理推广了【1
,
2

,
7

,

8
,

叼中

的某些已知结果
.

一
、

引 言

下it z p a tr ie k
,

P e try shy n 〔’」对 F r 亡e he t 空间内凝聚集值映象定义了不动点指数
,

利用此概

念在适当假设下
,

他们得到了凝聚集值锥映象非零不动点的存在性定理
,

P etr ys hy n ,

Fi t : -

Pa tr ic k 【
“〕
在局部凸空间内闭凸集是收缩核的假设下建立了终归紧映象的拓扑度理论

,

D uc
,

T h a n h
,

A n g 〔“’推广上述结果
,

在一般局部凸空间内建立了紧集值矢量场关于闭凸集的 相对

拓扑度概念和对终归紧矢量场建立了拓扑度概念
.

本文 目的是首先在一般 H au
s d or ff 局部凸空间的闭凸集上对集值终归紧映象建立不动点

指数概念
,

然后利用我们定义的不动点指数
,

对一般H au
s dor ff 局部凸空间内的集值中

一

凝聚

映象证明了非零不动点的若干存在性定理
,

我们的定理及其特例改进和推广〔1
,

2
,

7
,

8
,

9〕中

的许多已知结果
.

二
、

集值终归紧映象的不动点指数

设X 是一H a“d or ff 局部凸空间
,

X 上的拓扑由半范数族 {P
。 : a 〔A }决定

,

令 K (X )表

X 的一切非空闭凸子集的族
。

称映象T
:

D 二 X , K (X )是上半连续的 (u
.

s
.

c
.

)
,

如果对每一 x 〔D 和 开集厂c X
,

T (劝

c 犷
,

存在开集不c X
,

正班
,

使得T (砰 n D )二犷
。

现在令F g X 是一 闭凸子集
,

口三X 是一开集且口
, = 口自F 手功

.

分别用 g , 和a(口
,
)表 口,

在F 中的闭包和边界
.

假设T
:

口 ; , K (F )是一
u

.

s
.

c
.

映象
,

我们用归纳法定义一超限集序 列{K
。

}
.

令K 。=

中国科学院科学基金资助的课题
.
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c o

T( 口
;
)

.

假设对序数a ,

集K ,
,

刀<
a ,

已有定义
,

如果 a 是第一类序数
,

则定 义 K
。

= c 。 T

(K
。 _ ,

自g ; )
,

如果 a 是第二类序数
,

则定义K
。

~ 自K ,
·

如在〔2 〕中一样
,

我们能证明
:

每一
声〔 -

K
。

是闭凸集且K
。

g K ,
,

V a ) 价 对每一序数 a有T (K
。

门g ,
)二K

。 .

由于笼K
。

}是一非增集序

列
,

所以存在序数下使得K
,
~ K

, ,

V 。妻 ?
,

且有 {川二〔口
; ,

二〔T (劝 }g K
,

和而T (K
,

n 叮
;
)

= K , .

记K 二K
,
= K (T

,

口,
)

.

定义 1 称 u
.

5
.

c
.

映象 T
:

口 ; 。K (F ) 是终归紧的
,

如果或 K 自口
; 二功

,

其中 K =

K (T
,

口 ,
)

,

或K 门g ; 手功且T (K 门g
;

)是一相对紧集
.

由〔2 〕知紧映象
,

广义凝聚映象等都是终归紧映象
,

因此终归紧映象 类是很广 泛的一 类

非紧映象
.

定义 2 设T
:

g
;

、K (F )是一终归紧映象使得
二 健T (幼

,

V 二〔a( 口动于 是 K ~ K (T
,

口
;

)具有[ 3 〕中定义 2
.

1内K 所具有的 一切性质
,

由〔3 〕的论证知相对拓扑度 d e g以 I
一

T
,

口
,

0)

有意义
,

其中I为恒等映象
,

定义

f,
(T

,

口)二 d e g ‘(I
一

T
,

口
,

6 )

称 i; (T
,

口)为T 在口上关于F 的不动点指数
.

由〔3 〕中结果易知f; (T
,

口)有如下性质

定理 1 设T
:

Q ; * K (F )是一终归紧映象且二链T (劝
,

V 二〔a( 口;
)

,

则

(P
;

) 若‘
;
(T

,

口)手 。
,

贝一1存在二〔口; 使 二〔T (二 )
,

(P
Z

) 若% 。
〔口 , ,

则 ‘; (分
。 ,

口)= 1
,

其中分
。

是取值枷
。}的常值映象

,

(P
3

) 若。
l ,

口
2

是 。 的 两个不相交开子集使得 二 偌T (x )
,

V x 〔(0 \( 。
,

UO
Z

))
; = F n

(口\(口
,

U 口
2
))

,

贝一J

‘; (T
,

口)= i; (T
,

口
l

)+ ‘; (T
,

日
2

)
,

(P
、

) 设H
:

[ o
,

i〕x g , * K (F )是终归紧映象使得二 磋H (t
,
二 )

,

V (t
,

% )〔[ o
,

一〕X 日(口
,

)
,

则

i ;
(H (1

, ·

)
,

口)= 苦
;
(H (0

, ·

)口)

证明 注意到K 互F
,

K 门口里F 自口 = 口, 和K 自a口 g F 门a口= a (口
,
)

,

由〔3〕的定理6和

7 的论证易知结论 (P
;

)
,

(P
3

)和 (P
4

)成立
.

注意到分
。

(二)= 丈二
。

}
,

V 二〔g ; 和 二0
〔口, ,

由 K =

K (分
。 ,

g
;

)的定义易知丸〔K 自口
,

于 是由常规论证知 (P
Z

)成立
.

三
、

集值凝聚映象的非零不动点

本节 目的是利用上节对集值终归紧映象定义的不动点指数来讨论集值凝聚映象的非零不

动点问题
.

设X 是H au
s
do

r ff 局部凸空间
,

半范数族笼P
。 : a〔A }决定X 上的拓扑

,

给定a 〔A和口二 X
,

定义
:

x
。

(幻)二 in f {。> 0 !存在 二‘〔X (萦= i
,

⋯
, n
)使得 口二 U B

。

(x
‘, 。

)}其中B
。

(, ‘, 。
)== {v〔X l

P
。

(二
‘
一 , )<

。}
,

,
。

(口)= in f{ d > 0 !口能被X 的有限个子集覆盖
,

其中每个子集的九
一

直径小于d}

令C = {价
:

A , R
+
二仁。

,

co )}
.

对功
,

势邻
‘

几> o
,

我们定义
;
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功( 劝片叔a) ( 州a) (V a 〔A )
;

(几句 (a) 二几献a) (V a〔
.

哟
;

0( a) 二 o (V a 任A )

m a x {功
,

劝})(a )二 m a x {功(a )
,

劝(a )}
,

(丫a 〔)
.

扮

0
.

X

现在定义映象 x : 2 。C和下
: Z x

o C如下
:

x (日)(a )二

, (日)(
a )==

(口)

护
。

(幻)

(丫a 〔A )

(V
a 〔A )

分别称 x 和丫为X 上的x
一

非紧性测度和 ?
一

非紧性测度
.

x 一

非紧性测度首先由S a d o vs ki i〔
4 ’引入

,

甘非紧性测度 由Pe t r y shy n ,

F it z p a t r ie k 〔2 ’引入
.

关于这两类非紧性测度的性质参 见 [ 2 〕
.

称H a us d or ff 局部凸空间X 的一闭凸子集W 为一楔
,

如果对二〔W
,

褪R
+

有你〔研
.

如果楔

W 还满足研 n {一研 }= 诬码
,

NlJ 称研为X 内一锥
,

今后我们用尸表X 内的锥
.

下面我们总假定巾 = X或 ,
.

定义 3 称 u
.

s
.

o
.

映象T
:

D 〔X 、K (X )是少
一

凝聚的
,

如果对每一非相对紧集口g D
,

存在a 〔A 使得

中(T (口))(a )< 中 (口)(a )

下面我们用CK (X )表X 的一切紧凸子集的族
。

引理 1 设T
:

幻F o CK (F )是小
一

凝聚映象
,

则 T 是终归紧的
,

因此T 的不动点指数具

有定理 1 中的性质
.

证明 令K 二K (T
,

口
,
)

,

由构造知而T (K n 刃
,
)二 K

.

若K n 路
; = 功

,

则 引 理 成立
,

现在设K 门g
;
铸功

.

由非紧性测度的性质有

少(, (兀门劝
;
))(a )二中(石6 丁(兀 门口

;
))(a )= 巾(尤)(a )

》巾(K 门g r
)(a ) (V a〔A )

因T 是巾凝聚的
.

从上式推得K 自口F为紧集
,

再因T 是取紧值的
u

.

s
.

c
.

映象
.

故 T (K 自g ;
) 是

紧集
,

即T 是终归紧映象
.

注 1 以后对中
一

凝聚映象的不动点指数的性质
,

我们直接弓I用定理 1而不再申明
.

定理 2 设口是H a us dor ff 局部凸空间X 内含零点0的一开集
,

假设T

巾
一

凝聚映象
,

如果满足

几x 诺T (x )
,

V 二〔a(口
,
) (几》l )

则 份(T
,

口)= 1和T 在口二内有一不动点
.

证明 定义映象H
:

〔0
,

1〕x g , 。CK (班)如下
:

H (t
,

二) == 矛T (, )
,

V (t
,
二 )〔〔o

,

i ] x g 二

设Q g g 二 为非相对紧集
,

则存在 a 〔A使得

中(T (Q))(a )< 必(Q)(a )
又因

:

委
, 。 CK (班)是

(3
.

1 )

从而有

因此H 是必
一

凝聚映象
,

H (〔o
,

1 ] x Q)二
e o

(T (Q)U {0 })

小 (H ([ o
,

z〕x Q ))(a )( 小(
e o

(T (Q) U {0})) (a )

( 小(T (Q))(a )< 动 (Q)(a )

由引理 1知H 也是终归紧的
.

由条件 (3
.

1) 易 知 x 磋H (t
,

劝
,

V (t
,

x) (
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「o
,

1〕X 口(口
二
)

.

从定理 l的(P
‘

)和 (P
Z
)得

‘二 (丁
,

。)二‘
w
(夕

,

。)= i

再由(P
I

)知T 在口
,
内有一不动点

.

注 2 注意到X 是一般的H au sd or ff局部凸空间而没有〔1
,

2」中的限制条件
,

当附二 X 时定理2是〔2〕中

定理3
.

2的改进
,

【l] 中定理3
.

1是定理 2的特例
.

引理 2 设口是H a us d or ff 局部凸空间X 内一有界开集
,

T
:

g , 。 CK (W ) 是 少
一

凝聚映

象
.

B
:

口 二、CK (附 )是一集值紧映象 (即B 是 u
,

5
.

。和B (g 司 是相对紧集 )
,

如果下列条件

成立
:

(11)

贝11有 ‘,

证明

对每一正且
,

集‘了
一

, ’‘汤’是九
一

有界的想票念
·

‘”, > 0 ,

x 班T (二 )+ tB (二 )
,

丫 (t
,
二 )〔仁0

,

oo ) x a (口
二 )

(T
,

口) = 0
.

设 斤(T
,

口)笋 0
.

对任意之> O定义映象H
:

〔O
,

1〕x g , , CK (牙 )如下
:

H (t
, 二

) = T (, )+ t汽B (二)

由假设 (11)知 , 健H (t
,
二)

,

V (t
,
二)〔〔o

,

1 ] x a(口
,
)

现在设Q二口二是一非相对紧集
,

则存在a 〔A使

巾(T (Q))(a )< 少(Q)(a )

因 H (〔o
,

1〕x Q) g T (Q)+
e o

(久B (二 )U {8 })和少(几B (Q)U {0})(a ) = 几小 (B (Q )) (
a
)~ o

,

所

以有

少(H (〔o
,

i〕x Q)) (a )成巾 (T (Q))(。) + 巾(品 (几B (Q )U {口}))(a )

《小(T (Q))(a )< 巾 (Q)(a )

由引理 1 知H 是终归紧映象
,

再由定理 1 (P
4

)推得

份 (T + 几B
,

口)二场(T
,

口)手 O

由定理 1 (P
,

)知对每一几> 0存在
、 ;〔口二使得 , :〔T (% : ) + 几B (二 ; )

.

由条件 (i)有 in f in f P
。

(g )
久> 0 , (B (劣诬)

> o由此推得 (I一 T )(g w) 是一Pa
一

无界集
,

这与条件(i) 矛盾
.

故f武T
,

口) = 0
.

引理 3 设 P 是可距离化 H au sd or ff 局部凸空间X 内一锥
,

口是X 内的有界开集
,

假设

T
:

g , * CK (尸)是少凝聚映象和 B
: a(口

,
)、C兀 (尸)是集值紧映使得

( i) 设 !
·

}是X 上的一拟范数
,

由 }
·

}诱导的距离d( x
,

川 = }x 一川在X 上生成X 上的

拓扑 (见〔5 ] 1
.

6
.

1 ) 使得

in f in f
, (口(口

尸
) 夕〔B (、)

}夕{> 0

(11) 二 法T (x ) + tB (二)
,

V 正a (口
,
)

,

t> 0
.

则 ‘, (T
,

口) = o

证明 因为创口
尸
)= 尸自a口 是空间X 内的有界闭集

,

根据〔6〕的定理 2
.

1 可将B 延拓成映

g , 到CK (P )的集值紧映象 (仍记为B ) 且有

刀(口
,
)二丽丑(a (。

,
)) (3

.

2 )

注意到B (a( 岛 ))是相对紧集
,

条件(i) 蕴 含 。偌B (a( 岛))
.

由此易证

in f !
:
}) 0 (3

.

3 )
君〔石石刀(口(。

,
))
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由 (3
.

2 )和 (3
.

3 )知

in f in f l, l> 0

劣(刀
尸 夕(B (, )

又注意到g ,
为有界闭集易证 T (幼

,
)也为一有界集

,

因此 (I一 T )(g
,
)是一有界集

,

于是由引

理2知本引理成立
。

注 3 引理3是臼〕中引理1的改进和推广
.

引理 4 设尸是可距离化H a us d or ff 局部凸空间X 内一锥
,

口是X 内的有界开集
,

假设

T
:

g , 。CK (尸)是集值紧映象使得

( i )
‘ in f in f !夕}> o

x (a(口
尸
) g ( T (

x )

其中 }
·

}是产生X 上拓扑的拟范数
。

( 11 )
/ 拼x 〔T (二)

,
二〔口(口

;
)冷拼诺(0

,

1〕

则 i以T
,

口)= 0
.

证明 将引理 3 中的B 取作T
,

我们证明引理 3 的条件成立
.

因 T 是集值紧映象
,

当然是

巾
一

凝聚的
,

故仅需检证条件 (ii)
厂

今条件 (11)
.

若 (ii) 不成立
,

则存在丸〔a (口
,
)及 t。> O使得

x o
〔(1 + t。)T (二

。

)
, ,

一
_ , _ _ ,

1 ,
_

_ 1 _ 。
, 、 、 、 .

_

~
.

_
, ,

二
、 ,

_ 一 _ _ _ _ 、

_
_

_ . ,

~ ~
、

从而 有 。<
一

,

广沐一 ( 1和
一

不井公 丸〔T (x
。

)
.

这与条件(ii )
‘

矛盾
,

于是由引理3知孙(T
,

口)二 0
.

,/ 、 ’‘lJ
门

一 、 1 + t0 、

一
1 + t0 一 ”

~
一 、一 “ 产 ’

一
一廿
小

’ ‘ “ 一 ’ 产 J ‘
曰

’ “

‘囚
J ‘

~
. /
”

’
r 、 一 ’

一 产 “ .

注 4 引理4是〔71中引理2的改进和推广
.

定理 3 设口
, ,

口
2

是H a us d or ff 局部凸空间X 内二有界开集
,

夕〔g
,

〔口
I

c 口
2 ,

T
:

。CK (研 )是小
一

凝聚映象
,

如果满足下列条件之一

(一

{
(

’

一

{

对每一a 〔A
,

in f in f
、(口

2
,

『 v(B (
x
)

集(I
一
T )(口

: ,
w )P

a 一

有界和存在集值 紧 映 象 B
:

g
: , w 、C兀 (附)

p
。

(夕)> o 和 x 诺T (二 )+ tB (二 )
,

V 二〔a(口
: ,

w )
,

t> o ;

口
2 ,

,

使 得

汽二 磋T (二)
,

丫二〔a (招
, , w

)
,

几> 1

对每一 a〔月
,

in f in f
二(劝

1
,

砰 夕( B (
x )

集 (I
一

T )(9
1 ,

司 P
。 一

有界和存在集值 紧 映 象 B
:

口
, , 、。。CK (W ) 使 得

P
。

(, )> 0 和 二诺T (二) + tB (二)
,

V 二〔口(日
, ,

w )
,

t> 0 ;

几x 任T (二 )
,

V , (a (口
: , , ,

)
,

几> 1

则T 在9
2 , w

\口
; , w
内有一不动点

.

证明 无妨设条件 (H
,

)成立 (对条件(H户成立时
,

可类似得 证)
,

设 T在a (口
: ,

司 U a(日
, ,

衬

上没有不动点 (否则定理成立 )
.

由定理2和引理 2有

i, (T
,

口
:

)= 1 和 i ,
(T

,

口
:

)二 0

又因 二睡T (二 )
,

V 二〔研 自[ 口
:

\((口
2

\口
,

)U口
;

〕二 a (口
2 , ,

)U 。(口
, ,

w )
,

因此由定理 i (P
3

)有

‘, (T
,

口:
) = ‘二 (T

,

口
:

\g
,

)+ ‘,
(T

,

口;
)

由此推得 ‘斌T
,

口八9
1

)= 一 1
.

再由定理 1 (P
I

)知T在平自(口八口
,

)内有一不动点
,

定理证毕
.

系 1 设口
, ,

口
:

是H a u s d o r ff局部凸空间X 内二有界开集
,

0〔口
l

〔 g
,

任口
: ,

T
:

g : , 二 、

CK (砰 )是中
一

凝聚映象
,

如果满足下列条件之一
:
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对每一 a 〔A
,

(I
一

T )(口
: , 二

)P
a 一

有界和存在 h〔W
,

夕
。

(八)铸 。使得

, 诺T (戈) + th
,

V 沉〔a(9
2 , 二

)
,

t> 0 ; 久x 睡T (劣 )
,

V x 〔 a (口
, ,

, )
,

又> z
,

对每一 a〔A
,

(I
一

T )(口
, ,

们 p
。 一

有界和存在h〔附
,

p
。

(h) 砖 。使得

二诺T (% )+ th
,

V 二〔a (口
, , ,

)
,

t> o ; 几二 任T (二 )
,

V x 〔a (口
2 , , )

,

之> 1
.

七)’{),{
2一(H(H

则T在 g
: , 二

\口
, , 二内有一不动点

.

证明 在定理 3 中令B (劝三 {h }
,

V 二〔O
: , , ,

由定理 3 知本系成立
.

注 5 系 1 是〔11 中定理 3 的改进和推广
,

定理 4 设 尸 是可距离化 H au
sd o r ff局部凸空间X 内一锥

,

口
l ,

口2 是X 内二有界开集
,

爬口
,

仁 g
,

二口
2 ,

T
:

9
2 , ; 。CK (P) 是少

一

凝聚映象
.

如果下列条件之一成立
:

,

春春焦信竖脾象B
.

a (口
, . p

)今 CK (尸 )依得
,
二

、
1 in f in f }g 】> 0

,

工 诺7
’

(% ) + t万(戈 )
,

丫% 〔a (9
1 , , )

,

t> 0 ;

、工 二 3 j 、 x (。(口:
,

,

)夕〔B (、)

t 几x 暖7
’

(x )
,

V 硬a(g
: , ,

)
,

义> 1
.

‘

存在集值紧映象B
: a(口

2 , ,
)。 CK (尸)使得

,

。
、

1 in f
.

in f !夕}> 0
,

二 诺T (二) + tB (二 )
,

V 正a (口
2 , 尸

)
,

t> 0 ;

(H
,

、才
_ _

,

二二认
· 、

犷挤
_ . 、 , “ “/ ” , 、 V

、
1 、‘· , 1

一
、四 , , 、 、·

、甘 、、 。 2 , , z , .

/ 。 ,

、玉 且 4 , 、
戈(a (日 2

,
, ) g〔B (二 )

t 凡x 磋T (二 )
,

V %〔a (口
, , ;

)
,

几> 1
.

则T 在 (口
:

\口
,

)
, 内有一不动点‘

、

证明与定理 3的证明类似
,

只需注在 引用引理2的地方换为引用引理 3
.

定理 5 设尸
,

X
,

口 , ,

口
2

同定理 4
,

T
:
尸 n (g 八口

,
)、C兀 (尸)是集值紧映象

,

如果下列条

件之一成立
:

in f in f {夕{> o
,

拼二〔T (二)
,
二〔a(口

, , 尸
)冷拼) 1 ,

劣(a (口
1

.
尸
) , 〔T (x )

拼 , 〔 T (劝
,
二 〔a(g

: ,

动冷拜( 1
.

in f in f l夕l> o
,

召二〔T (x )
,

二〔a (口
: , 尸

)帝召) 1 ;

叉〔口(口
:

,
; ) , (T (x )

“ x 〔T (二)
,

二 〔a (口
, , ,

)今拼( 1
.

l
产、.l

f
‘

!
HH

则T 在 (口
2

\口
,
)自尸内有一不动点

.

证明 无妨设条件(H
。
)成立 ((H

。

)成立时
一

证明类似 )
,

设 T 在a(幻
, , ,

) U a (9
2 , ;

)上没有不

动点 (否则定理成立 )
,

由〔6〕的定理 2
.

1可 将 B 延拓成集值紧映象 (仍记为B ) B
:

9
2 , , 、

CK (P)
.

由(H
。

)中第一个条件和引理 4
,

有i
尸

(T
,

口
、

)二 0
.

容易验证(H
。

)中的第二条件蕴含具

有W 一 尸的(3
.

1) 式
,

由具有W = 尸
,

g = 口
:

的定理 2有i,
(T

,

口
:

) = 1
.

余下证明与定理3的证明

类似
.

注 6 定理5是〔7」中定理 1推广到可距离化 H au sd o r ff局部凸空间内的集值紧映象时的情形
,

因 此 定

理 5 更是〔月中系3
.

3 和〔8〕中定理 1
.

2和 1
.

3的改进和推广
.

现在设B
:

P ”C瓦(尸)是集值紧映象
、

令尸
, 芍 {二〔尸旧几> o

,

贬B( 幼使% 一切 〔尸}
,

特别
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当B (二 )二道h }
,

h〔P
,

{h l苦 0时
,

记P
、
= {正P I日几> O使得二一几h〔P }

.

定理 6 设。
, ,

.
2

是H a u s d。 r ff 局部凸空间x 内二有界开集
.

0(口
,

二必
:

CK (尸 )是中
一

凝聚映象
,

如果下列条件之一成立
:

c 口
2 .

T
:

幼
2 , , 、

(一

{
(一

{

对每一 a〔A
,

in f in f
二(口:

, , 夕〔B (, )

夕》(1 + e
)
二 ,

对每一 a〔A
,

(I一T )(口
2 , ;

)是P
。 一

有界集
,

P
。

(二)> 0和夕戈二
,

V 二〔P ,
自a口

: ,

夕〔T (二 );

丫 二 〔P 自日口
, ,

g〔T (x )和
。> 0

.

(I
一

T )(g
; , ; )是 P

。 一

有界集
,

in f in f p
。

(, )> 0和夕戈x
,

义‘芍
, . 。 鱼产〔B(义 )

V %〔P 。门a口
, ,

, 〔T (二) ;

夕毕 (1 + :
)二

,

丫二〔P 门a口
2 ,

, 〔T (二)和
。> 0

.

则T 在尸门(9
2

\g
,

)内有一不动点
.

证明 无妨设条件 (H
7

)成立 ((H
S

)成立时证明类似)
.

我们证明条件 (H
7

)蕴含具有万 = 尸

的定理3的条件 (H
,

)
,

若条件二 偌T (
二
) + tB (二)

,

V 二〔a (口
: , ,

)
,

t> o不真
,

贝一}存在 二。〔a (口
2 , ;

)
,

t。> 0
,

夕。〔T (、
。

)和
: 0
〔B (二

。

)使得二。= 夕
。
+ t。 二。 于是有

% 。
一 t z 。= , 。

〔T (%
。

)互 P

因此丸〔尸, 自口9
2 .

又因二。
一 , 。

= t。 : 。〔 t。B (二
。

)互尸
.

故得梦
。

簇x0 这与条件 (H
;

)矛盾
,

现在若条

件几二 磋T (二 )
,

丫二〔。(口
, , ;

)
,

几> i不真
,

贝一J存在二。
〔口(口

: , ,

)
,

之
。

> z和梦
。
〔T 扛

。

) 使得 几
。% 。

=

, 。.

令o < 勺< 几
。
一 l

,

则有1 + ‘< 元
。 ,

由此推得坑> (1 +
。。

)戈
。,

这又与条 件 (H
7

) 矛盾
,

因此

由具有研 = 尸的定理 3
.

知本定理结论成立
.

注 了 定理 6 可视为〔1〕中系3
.

1的改进和推广
.

定理 了 设尸
,

口
, ,

口
: ,

X 如同在定理 4内一 样
,

T
:

口
2 , , 、 CK (尸)是孕

一

凝聚映象
,

如果下

列条件之一成立
:

‘H
g

)

{
‘H

l。

)

{

in f in f
x (a (口 1

,
尸)夕(B (

x
)
{, }> o

,

夕戈二
,

V 二〔P , 门。日
, ,

梦〔T (二 );

夕淤
,

(1 + :
)二

,

V 二 〔P 门口日
2 ,

in f in f
二( a(口

2
, 。

) 刀(B (x )

夕淤 (1 斗
一 e )‘

,

}梦 }> 0
,

夕戈二
,

, 〔T (二)和
。> 0

,

V * 〔P , 自口日
2 ,

, 〔T (二 ) ;

丫二 〔尸自口口
1 ,

, 〔T (二 )和
: > 0

.

则T 在尸门(g
:
\口

,

)内有 一不动点
.

证明 仿定理 6 的证明
,

易证 (H
。

)今(H
。

)和 (H
, 。

)冷 (H
4

)
.

由定理 4知本定理成立
.

注 8 定理 7 是【7〕中定理 2的改进和推广
.

系 2 设尸
,

口
1 ,

。
2 ,

x 如同在定理 4内一样
,

少
:

口公
, , 、CK (尸 )是少

一

凝聚映象
,

如果下

列条件之一成立
:

, 戈二
,

V 二〔P。自口口
, ,

, 〔T (二)
,

夕》
l

(1 + 。
)二

,

V x 〔P 自。招
: ,

g〔T (x )和
。> 0

,

Jr飞瓜

H
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在定理7中取B (劝 二笼h}
,

V 二〔尸
,

其中h〔尸
,

}h !笋 O
,

由定理 7知本系成立
.

系 2 是〔71中定理2的系和〔幻中定理2的改进和推广
:

[ 1〕

[ 2 〕
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