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摘 要

本文首先导出一类新旋转子的表达式
.

利用该旋转子的迭加
,

得到了双球和多球同轴旋转 时

所受的阻力矩
,

并证明了阻力矩是各球旋转角速度线性函数的结论
.

一
、

引 言

自从 七十年代以来
,

生物力学及化学工程得到了迅速发展
,

低雷诺数流动越来越为人们

所重视
.

近十余年来
,

低雷诺数轴对称和三维流动已得到相当 进 展
。

T uc k 〔
‘3 ,

Bat ch e lor
‘“’

和C o x 〔“’利用 Sto k e s流子在轴上的连续分布首先得到了细长体S to k e s流动的解
.

W
e in ba u m

,

Pf
e ffe r ‘

4 ’
等人利用S a m p s

on 流子成功地处理了多球的无界轴对称绕流
,

无界圆管 内圆球 串的

轴对称绕流
,

两板间的三维有界流动等问题
.

吴望一
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等利用在物体内部将S a m Ps
o n 流子

离散地或连续地沿某给定线段或某给定曲面分布的方法处理了长
、

扁球
,

长
、

扁卡西尼卵形

体
,

红细胞及任意三维物体的St
o k es 流动问题

,

取得了收敛性及精度都十分理想的结果
。

以

上问题都不曾考虑物体的旋转
.

C hw an g 和吴耀祖
‘” ’利用两个 Sto k es 旋转子得到了哑铃状物

体旋转问题的分析解
。

他在文章中指出
,

利用S to k es 旋转子
,

四极子
,

八极子等沿轴向连续

分布
,

估计能解决任意轴对称体的旋转问题
,

但是未具体地付之实现
。

对于轴对称体旋转问题
,

本文首先导出一类新的Sto kes 方程的普遍解
, ‘

已代表圆球旋转

时对流场的扰动
,

称之为S a m Ps o n 旋转子
。

利用这类新型旋转子的迭加
,

本文处理了半径不

同的双球在不同间距下的任意旋转问题 以及多球的旋转问题
,

得到了收敛性及精度都很好的

结果
。

预计本方法还可用来解决任意轴对称旋转问题
,

半空间中和圆管内圆球及任意轴对体

的旋转等问题
.

二
、

一类新型轴对称旋转子

取L
,

U
,

月U /L为特征长度
,

速度和压力
,

其中L 是问题中出现的特征尺度
,

速度
,

拼是粘性系数
,

于是无量纲形式的S to ke s方程为

V
“v = V P

V v= 0

式中
丫 和P分别为无量纲速度矢量和压力

。

U 是来流

(2
.

1 )

(2
.

2 )
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考虑轴对称体旋转时
,

Sto k es 方程的普遍解
。

在柱 坐 标 系

(R
, : ,

句中
,

取 旋成体的轴线为
: 轴并任选 另一

‘

正 交 坐 标 系

(q
: ,

吼
,

功)
,

其中 q , ,

q :

是功= 0 的子午面上任意正交的曲线坐

标
,

拉梅系数为H
, ,

H
Z ,

R (图 1)
。

容易看出
,

轴对称体旋转

时引起的 S to k es 流动是与功无关的轴对称流动
,

但是可 以有三个

速度分量
。 , ,

线及娜
.

根据连续性方程 (2
.

2 )
a(

。 I

H
Z
R )

a q l

推出存在着无量纲流函数叭

1
v ‘= 天万

:

涡旋矢量Q的表达式为

Q = 1

尺月
2

a(
v Z

H
,
R )

a q Z

使得
.

脚
一

qa一八Oa势
日q :

1
。:
= 一左H

:

晶
。

(R
· , ,一 *

升晶
;

(R 一 , 。
2一

声
一

D
Z

‘一

其中 e , ,

(q
; ,

q Z ,

e : ,

e , 是 q ; ,

q Z ,

功三个坐标轴上的单位矢量
,

D 丫是广义 Sto k es 算子
,

(2
.

3 )

它在坐标系

句中的表达式为

D
Z

砂=
R 「 口 / H

,

a功 \
.

日 / H
:

a功 \〕
, r T r

l又
- 一 t

T 犷一书 一
不上

一

l十 ‘
-

一忆朽 亏于
一 - 又

一生一 ! l

月 1月
2 L a q l \月 l八 o q l / 0 q 2 \式月 2 O q : / 」

将 (2
.

3 )式代入运动方程 (2
.

1) 中得

v , 一

威
一

赢
一

(D
Z, )。

1
一

扁
,

命
‘D

Z

, , , 2
+

妾
D

“

‘R
·, , , ,

考虑到aP /韶 = o有

1

= 天打
:

-

1

= 一左万

会
”

2

沪’
(2

.

4 )

a
,

n
。

.
、

‘二一 LU
‘

梦)
U 甘 1

D
Z

(肠
, ) = 0

从 (2
.

4 )及 (2
.

5 )式中消去 p 得

D
Z

(D
Z

沪)= 0

方程 (2
.

7) 的普遍解
{‘“’早已被仔细研究过

,

对应的流场表达式为

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

乙 〔C
,.

尸奋
‘’
(R

, :
)+ D

o

F

乙 [ C
,

F 潇
”,
(R

,
之)+ D

o

F

(2
.

8 )

势= 乙〔C
o

F 篇3 ’(R
, :
) + D

o

F

夕= 夕二 + 乙 D
。
4”一 6 ~

厂

式中P。 为无穷远处的压力
,

月 一 2

C
。 ,

D
,

是待定系数
,

F 孟“ ,
(寿= 1

,

⋯
,

6 )的表达式为
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F 孟
’)
(R

,

F 潇
“)(R

,

F 浇3 ,
(R

,

F 孟
4 ,
(R

,

== r 一 ‘” + ‘’P
。

(亡)

二 r 一 ‘’ 一 ”〔P
。

(亡) + ZJ
。

(雪)〕

二 r 一 (” 一 ‘)J

= r 一 (” 一 s) J

(亡)

(亡)
_ .

l
r

”

灭
一

J ” + ‘L‘)

习约助约

(2
.

9 )
F 孟

”,
(R

, :
)二 (

, + 1 )
r

。
, 。 、 ,

。
、 , . J 、

_ _ _ 。 、

1
, , ‘ 、

_ _ _ _ , 、

1
, , ‘ 、

厂 扩
,

t九
, 之) = (” 一 1 , r 、‘’ ‘’

万
J , + ‘(‘, 一 艺z r

’一 ‘ ’

刀 J
“

L‘)

其 中 r = 了 R
“
十扩

,

亡= co so = 2
/r

,

P
。 ,

J
二

分别为
。
阶 Leg en d re 多项 式和

n
阶 一1/ 2 次

G eg en b a u er
多项式

-

现在我们在球坐标系(
: ,

0
,

们中求方程 (2
.

6 )的普遍解
.

采用分 离变量法
,

令

R v , = R (
r
)

,
(互)

代入方程组 (2
.

6) 得确定R (r) 及或动的方程为
r Z
R

ll
一 (

。一 i)R = 0
,

(1一亡
2

)
: “

+ ”
(卜 1 )2 == o

解之得 。

汤
, = 乞 (k

l。r ” + k
: 。r 一 ” + ’

)(k
3 o

J
,

(乙) + k
4 o

H
,

(乙)〕

其中k
, 。 ,

k
: 。 ,

寿
3 。 ,

k
‘。

为待定常数
,

J
。

(亡)
,

H
。

(亡)是第一类和第二类
n 阶一 1 / 2次 G e g e n b a u e r

函数
。

因H
二

(动在亡二士1处有奇性
,

一般不采用
,

于是有

一妾鑫
‘A一 + B

一
‘

”‘
·

‘“,

根据J
。

(幻= 1
,

J
:

(约二 一雪
,

内在 。= 0
,

1时在乙= 士1处有奇性
,

因此。
应从 2开始

,

最后我们得到

v , 的级数形式的解为

刀协= 差鑫
‘A⋯ + B一

”“ ,‘
·

‘“,
(2

.

1 0 )

若所考虑的区域包括无穷远处
,

乙B
,
r 一“ 十‘·

则不取乙 A成
” , 若所考虑的区域包括原点

,

则不取

本文考虑包括无穷远处在内的外流问题
.

因此根据 (2
.

5) 式及 (2
.

10 ) 式
,

轴对称体旋转

时Sto k e s 方程的轴对称普遍解应为

乙〔C
o

F 孟” (R
, :
) + D

,
F

乙 [ C
o

F 孟
6 ,
(R

, :
) + D

,

F

(2
.

1 1 )

1 渭
。 。

二二 ~ 讯 )
.

刀
.
尸

式 漏
孟“,
(R

,
君)

P = Pco
+ 尹刀

。

4 : 丁旦
一

F

藏
4
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如果物体不动
,

只考虑二轴的均匀来流绕轴对称体的S to k e s流动
,

则根据物而上 娜 }物而 = 。R
,

及F 者
“, 的线性无关性导出 B

。
二 0

.

由表达式(2
.

8) 表出的普遍解就是人们熟知 的 Sa m p s o n 流

子
,

代表圆球对流动所产生的扰动
.

若没有均匀来流
,

只考虑轴对称体在静止流体中绕
: 轴

旋转
,

则根据物面上的粘附条件 v 二

{物面 = 0
, 。。

}物而 = O 及 F 盛“, (壳= 1
,

2
,

5
,

6) 的线性无关性

导出C
。
二 0

,

D
。
= 0

。

于是 (2
.

1 1 )简化为

· , 一

奏烹
”

·
尸‘

(R
, 之
)

, v : = v :

= 0
,

P“P的 (2
.

1 2 )

它代表圆球旋转时对流动产生的扰动
,

这是一类新的普遍解
,

我们称之为 Sa m p s on 旋转子
.

既有均匀来流
,

又有轴对称体的旋转
,

它的解可 由原点处的S a m p s o n 流子和旋转子的迭加来

代表
.

众所周知
, 之轴向的S

a m p s o n流子只产生 z轴方向的阻力
,

而不产生阻力距
,

阻力F
:

的公

式为

F
;

二 4介D
Z

(2
.

1 3 )

而S a m pso n 旋转子只产生
z 方向的阻力矩

,

而不产生阻力
. 之方向的阻力矩M

:

的公式可推导

如下
:

M一手
, 卜 ‘p

· x k ) d A 一

手
,
‘r X p

·

,
·

k d A

一

手
,

戒祭
一
分翻dA

其中A为以原点为心
,

半径为
a 的球面

, n是表面A的法线方向
,

r为矢径
,

k为 : 方向单位矢

量
,

p
。

是以”为法线的表面上所受到的应力
。

将 外 的表达式 (2
.

1 2 )代入上式经过一定运算后

得

M
:

= 2 二乙 B
。

一
(
· + 1 )
{{

,
‘

·

(: )d :

因为

2
, n “ 0

2 / 3
, 。= 2

0
, n 钾 0

,

2

r... ..悦.,. .L

一一
户�d

‘
�

介
J

1�月

l
‘

所以

M
:

= 4而B Z 2
.

1 4 )

而阻力矩系数则为
~ M

,
。

, _

勺 =
~

丽
一

= 热 / 艺
(2

.

1 5 )

三
、

双球同轴旋转所受阻力矩的计算

考虑球心都在
z
轴的两个球绕

z 轴旋转时引起的 S to k es 流动
.

在 两个球的球心分别布置

上述旋转子
,

则得本问题无量纲形式的级数解为

·, 一

委
一

鑫或
B 一 F :

3 ) (R
,

一
, ,

,

一
“娜一”

,

, 一p ·

J ~ ‘ 钾 ~ 心

( 3
.

1 )
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这里
,

我们任取一个球的半径
a ,

线速度。
: a ,

拼。 ,
为特征长度

,

特征速度和特征压力
。

B
, , 是

待定的系数
, z ,二 0

, : :
二D

.

其中D 是无量纲形式两球心之间的距离
.

在 (3
.

1) 的无穷级数中

截取N 项
,

则得

格三
”

·

声 (R
, z 一 之,

) (3
.

2 )

式中风
, 是 ZN个待定的系数

,

在每个球上按极角等分原则各选取 N 个配置点
,

令 (3
.

2) 式在

这些点上满足粘附条件
,

得到Z N个线性代数方程组
,

利用计算机可轻易地求出系数B
” , .

速

度
,

压力及力矩系数分别由(3
.

2) 式及下式给出

C , , 二B
: ,
/ 2 (j= 1

,

2 ) (3
.

3 )

系数矩阵在互
;
二 1

,

0及乙
2
二 1

,

o处有奇性
,

应设法避开它们而改取其邻近的点 (参看〔5〕)
.

对于双球同轴旋转
,

须 要研究角速度比。二。
2

/ 。
, ,

半径比
a 二惋 /a

,

及球心间距 D 这三个

参数对阻力矩系数的影响
.

a) C M是。的线性函数

现在证明C , 是。的线性函数
。

由 (3
.

2) 式知

2 万 + 1

。 , = 乙 乙 B
。‘F 袭

“,
(R

, : 一二 :
)/ R

王一 1 招一 2

在两个球上各选取N 个配置点
,

令其上满足粘附条件得

A X = E (3
.

4)

其中且为ZN x ZN 矩阵
,

其分量为 山 , 二F 李
“,
(R

, , : , 一 : :
)/ R ,

.

带下标 了的量为第 j个配置点

上的量
.

X 为 i x ZN 矩阵
,

X = (B
Z :

⋯
,

B
。 十 : , 1 ,

B
2 2 ,

⋯
,

B
。 + ; , 2

)
.

E 为ZN 又 1 矩阵
,

E =

(R
, ,

⋯
,

R , ,

。R 二 * : ,

⋯
,

。R
: , )r

,

T 表示转置
,

R
,

为 i个配置点距旋转轴的距离
.

将 (3
.

4 )

式的两边对。求导并考虑到A 与。无关得

A
叮

一 E,
a 6 〕

(3
.

5 )

其中尸 ,d E / d 。 = (0
,

⋯
,

0
,

R N 十 , ,

⋯
,

R
Z N
)

, 是与。无关的常数矩阵
.

解 (3
.

匀式得

X 二 C
、
+ C Z口

式中C
, ,

C
Z

是常数矩阵
.

根据 (3
.

3) 式两球的阻力矩系数为

e , ,
一B

: ,

邝一合(
C

l 玉+ C
2 1。 )一 A

l
+ B

l。

e ! 2
一。

: 2

/ 2一合(
e : , 。 十 1

+ C
Z , 。 , , 。 )一 A

:
+ B

Z。

其中A
; ,

B : ,

且
: ,

B
:

为常数
。

显然不管N取什么值
,

上述证明过程都成立
.

令N 、co 得下述

结论
:

两球同轴旋转时
,

C , 是转速比。的线性函数
。

b ) 方法收敛性的数值检验

表 1
,

2
,

3列出了。2
/ 。

* = 1
, a Z

/
a ;
= l , 。2

/ 。
: = 2

, a Z

/
a ; 二 1 , 。:

/ 。
: = 1

.

0
, a Z

/
a ,二 2

.

0三

种情形下
,

当 D 取不同值时
,

阻力矩系数的收敛情况
.

第一种情形
,

因两球所受阻力 矩 相

同
,

故只引出一个球的结果
.

这三个表表明
,

不管那种情况
,

本方法都有很好的收敛性
。

即

使两球接触这一干扰极强的情况
,

只要 N = 15 也能保证收敛到 四位至五位有效数 字
.

随着 D

的增加
,

阻力矩系数趋于单球所受的阻力矩系数
,

而且收敛速度越来越快
。

例如 在 。 :
/。

工=

1
, a Z
/a

: = 1
,

刀= 10 的情况下
,

N 二 4时阻力矩系数就收敛到五位有效数字
。
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表1

N

⋯
!
-

肚卜
“

_

⋯
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。 2

加
: 二 x

, a : / a
, 二 1时阻力矩系数

D 二 2 D 二 3 D = 4 刀二 5 D 一 6 D = 8 D ~ 9 D = 1 0

0
.

8马1 0 6 0
.

9 6 30 4 0
.

98 39 2 0
,

9 9 17 1 0
.

99 5 2 0 0
.

9 9 799 0
.

9 9 85 9 0
.

9 9 89了

0
.

8 8 9 3 5 0
.

9 6 3 6 3 0
.

98 43 9 0
,

99 19 8 0
.

9 95 3 5 0
.

99 8 0 4 0
.

9 9 8 6 2 0
.

9 9 90 0

0
.

8 9 2 3 6 0
.

仑6 4 1 2 D
.

98 45 5
.

9 92 0 4 0
.

095 3 8 0
.

99 8 0 5 0
.

9 9 8 6 3 0
.

9 99 0 0

0
.

89 3 6 7 0
.

9 6 4 2 8

0
.

9 6 4 3 3

0
.

9 6 4 3 5

0
.

96 4 3了

0
.

9己4 3了

0
.

08 45 9 0
.

9 9 20 5 0
.

9 9 5 3 9 0
.

99 8 0 5 0
.

9 9 8 6 3

D
.

8 9 3 8 9 0
.

98 46 1 0
.

99 2 0 6

0
.

8 9 3 7 9

卫些些钊
0

.

9846 1 0
.

习9 20 6

0
.

8 9 3 6 8 _
_

{
0

.

8 9 3 6 2

0
.

8 9 3 5 8

0
.

893 5 7

0
.

8 0 3 5 6

0
.

893 6 5

0
.

89 3 5 5 一⋯
-
-

一一

5一6
�

7
一

8
�

。一10一11�12一13一14

表2 。汀。
, = 2 ,

伪/a
: = 1时阻力矩系数

N 一刀二2 D 二 3 D = 4 D = 6 D = 7 D = 2 D = 3 D ~ 4 D = 乞 D ~ 7

八口一O甘,孟�冲‘一住甘no一,�l
月4一J性一J怪n丹一O幼�O臼一O甘�n冲0

.

802 3

0
.

7 6 9 3

0
.

930 0 3

0
.

92 7 18

0
.

9693 1

0
.

96 8 8 9

0
.

9907 6

0
.

99 0 7 5

0
.

99 4 1? }

俪4li
一‘

1
‘

9 8 4 1 1
.

9马5 3 { 1
.

90T0

_ _
{一-
一

- -

—1
.

9 06魂 { 1
.

0 9了1

0
.

7 5 9 7 0
.

9 2 7 5 4
,

0
.

9 6 9 0 2

一
-

一
-

- - -

一 一

—
一

0
.

7 5 5 7 0
.

9 2了6 3 1 0
.

06 90 3

0
.

99 0 7 6

0
.

9 907 6

1
.

9 6 2 2

1
.

9 6 69

1
.

马668

1
.

98 5 0

1
.

9 8 5 0 1
.

9 9 5 4 {
1

.

99 7 1

1
.

96 6 8 1
.

9 8 5 0

6 1 0
.

7 6 43

干
一{一。

.

拓丽

0
.

仑2T 66 0
.

9 6马0 4

0
.

9 2 7 6 7 0
.

96 9 0 4 丁
_ _ _ 一 _

{
⋯⋯⋯⋯i玉吐⋯二口三

-

8 0
.

T6 3 6 0
.

9 2 76 了
_

_ {

9 一 0
.

7 5 3 3

.

9 6 1

.

9 5 1

{一 一~ {

——
10

1 1

0
.

7 5 3 0

0
.

7 5 2 8
一一一 {

一⋯
—

)

—

一
一

一一
一一

一
12 一 0

.

7 5 2 6

竺
一

⋯二卫哩
一{

_
一‘

一一⋯
__ _ { _

_
_ _

}

14

1 5

0
.

76 2 3

0
.

T6 23 一一⋯

—⋯一一⋯⋯
-

一卜一
一

-

表2和表3还表明慢速球和小球的收敛速度较快速球及大球慢些
。

c
) 半径相同的双球在不同口和D 下的阻力矩系数

在两球半径相同的条件下对D 二 2
,

s
,

4
,

5
,

6
,

7
,

s
,

1 0 和 。 = 士1
,

士0
,

8
,

士0
,

6
,

士0
.

4
,
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表3 。州。
: = 1

.

。
,

丙/a
1 = 2

.

。 时阻力矩系数

球

N

介
}

一

燕⋯旅姗
’

该
一

⋯后
D 一5 D = 6 D 二 8

7
.

9 2 9 4 7
.

9 6 0 2 7
.

9 8 8 7

7
.

9 40 8 7
.

9 6 4 7 7
.

98 9 2

7
.

9 4 0 5 7
.

96 4 5 7
.

9 8 9 2

4 、

}-一一

一5 0
.

7 4 0 9 6 1 0
.

87 80 9
,

0
.

9 3 6 80 0
.

9 6 3 2 0 1 0
.

9 8 44 1 : 7
.

8 0 9 3 7
.

8 9 35 了
.

9 4 0 6 7
.

9 6 4 5

一一

一

6 } 0
.

7 3 9 4 4 { 0
.

8 7 8 9 4 0
.

9 36 8 0 { D
.

9 6 3 2 0 7
.

8 D9 6 7
.

8 93 3 7
‘

9凌ofi

7
1

0
.

7 3 8 3 3
’

0
.

8 7 89 工 7
.

8 1D4 7
.

8 9 3 3

8 0
.

7 3 7 7 7
,

0
.

87 89 1 了
.

8 10 4

9 } 0
.

7 3了5 8

10 { 0
.

7 3 7 5 8

表4 第 一 球 所 受 的 阻 力 矩 系 数
’.

b’’
””

一
_ ”

”
’ _ .

}
’ 11 ’11 ’ 一

⋯
翻 _ _

_

_ _ 乙

一巨三一
{一生

一 }
10

一 1
.

0

一 0
.

8

1
一

四093 一}
一生卫i旦些

1
.

16 7 3 6 1 1
.

0 3 16 8

1
.

0 1 59 3 1
.

0D80 7 1
.

0 0 4 6 5 1
.

0 0 2 9 3 1
.

D0 196 0 0 10 0

1
.

0 1 28 0 1
.

0 0 6 4 7 1
.

0 0 3 7 3 1
.

0 0 2 3 4 1
.

0 0 15 7 0 0 0 8 0

一 0
.

6

一 0
.

4

1
.

至3 7 80

1
.

10 8 2 4

1
.

0 2 4 2 5 1
.

0 0 9 6 7 吏
.

0 04 8 7 1
.

0 0 2 8 0 1
.

0 0 1 76 1
.

0 0 0 6D

1
.

0 16 8 2 1
.

0 0 65 5 1
.

0 0 3 2 7 1
.

0 0 18 8 1
.

0 0 1 18 1
.

0 0 0 4 0

一 0
.

2

一 0
.

1

1
.

0 7 8 6 7

1
.

0 6 3 8 9

1
.

0 0 9 3 9 1
.

0 0 3 4 2 1
.

0 0 16 7 1
.

0 0 0 9 5 1
.

0 0 0 5 9

1
.

0 0 ! 18

1
.

0 0 0 7 9

1
.

D0 03 0 1
.

0 0 0 2 0

0 0 5 6 9 1
.

0 0 18 6 1
.

0 0 0 8 7 1
.

0 0 0 4 9 0 0 0 1 0

1
.

0 5 0 9 0 0 0 19 6 1
.

00 0 3 0 1
.

0 0 0 0 7 1
.

0 0 0 0 2 1
.

0 0 D0 0

1
.

0 3 4 3 3 0
.

9 9 8 2 4 5 0
.

9 9 8 7 3 3 0
.

9 9 9 2 7 2 0
.

9 99 5 6 0 0
.

99 99 0 1

0
.

2
。

1
.

0 1 95 5 0
.

9 9 4 5 30 0
.

99 7 1 7 0 0
.

9 9 8 4 7 2 0
.

99 9 09 7 0
.

99 9 4 2 6 0
.

9 9 9 6 1 3 0
.

9 9 0 8 0 1

0
.

4 一 0
.

9 8 9 99 4 } 0
.

9 8 7 1 0 1 0
.

99 4 0 4 4 0
.

9 9 6 8 7 2 0
.

9 98 17 1 0
.

9 9 8 8 4 3 0
.

9 9 9 2 2 3

0
.

6 0
.

9 6 04 3 4
’

0
.

9 7 9 6 7 2 0
.

99D91 8 1 0
.

9 9 7 2 7 2 0
.

9 98 2 4 6 0
.

9 9 8 2 60 0
.

998 8 3 2

0
.

99 96 0 1

0
.

99 94 0 1

0
.

8 0
.

9 30 87 3 0
.

9 7 2 24 3 0
.

9 8 7 7 9 2 } 0
.

9 9 3 6T2 嘛
2
示⋯万月石份i开 0

.

9 9 8 4 4 1 } 0
.

9 9 92 0 1

0 0
,

8 9 35 44 0
.

9 64 3 7 7 0
.

9 8 4 6 1 8 0
.

9 9 2 0 6 2 0
.

9 95 3 9 1 1 0
.

99 7 0 9 2 { 0
.

9 9 8 0 5 0 0
.

999D0 0

士0
.

2
,

士。
.

1
,

o 等几种情形计算 了两球所受的阻力矩
.

因为通过更改参考速度
,

1( {叫 < co

的情形可转换为 }叫 ( 1的情形
,

所以 。只需计算一 1到 1之间的数值就可 以代表所有情况
。

不

管那种情形
,

数值计算的收敛性能都很好
。

一般地只需在每个球上取 8 个配置点即可得收敛

到六位有效数字的结果
。

即使两球紧贴的情形
,

也只需取 15 个配置点就能取得上述精度
。

计

算数据列在表4和表5中
.

从表中可 以看出
,

随着D 的增加
,

两球所受的阻力矩都趋于单球旋

转时的数值
.

为了更详细地研究阻力矩系数随D 和。的关系
,

取D = 2
.

0与D = 3
.

0两组数据绘制C , 与。

的曲线 (见图2)
.

根据本节
a
)知C , 是。的线性函数

,

即CM : = A : + 几。
,

C , : = 过: + 几。
.

其
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表5 第 二 球 所 受 的 阻 力 矩 系 数

22222 333 444 555 666 777

⋯
888

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 1
.

0 15 9 33333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333一一 1
.

000 一 1
.

2000333 一 1
.

0 3仑100000 一 1
.

0 0 80 了了 一 1
.

0 0拐555 一 1
.

002仑222 一 1
.

0 DI马666 一 1
.

0DID000

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 0
.

8 0 80 5 999 一 0
.

8 0 4 6 4 88888888888888888888888888888888888888888888888一一 0
.

888 一 0
.

9 8 68 5 333 一 0
.

83 8 7 1 333 一 0
.

8 15 8 6 8888888 一 D
.

8 0 2 9 2 333 一 0
.

8 0 1 9 5 999 一 0
.

8 0 1 0 0 111

一一 0
.

6666666666666666666666666666666 一 0
.

6 15 8 099999999999999999999999999999999999999999999999 一 0
.

6 0 1 95 66666666666666666一一 0
.

444 一 0
.

7 7 70 0 888 一 0
.

6 3 8 3 22222 一 0
.

6 08 0 4 444 一0
.

6 0 46 4 444 一0
.

6D2 9 2 11111 { 一 0
.

6 0 1 0 0 111

一一 0
.

22222222222222222 一 0
.

4 3 7 92 9999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999一一 0
.

111 一0
.

5 6 716 22222 一 0
.

4 15 7 4999 一 0
.

4 0 8 63 111 一 0
.

40 46 3 999 一0
.

4 0 2 91 999 一 0
.

4 0 1 9 5555 一 0
.

4 0 1 0 0000

一一一一一一一一一一一一一一一一一 0
.

2 15 6 900000000000000000000000000000000000000000000000 一 0
.

2 0 1 95 44444444444444444
一一一 0

.

3 5 7 3 1 777 一 0
.

2 3 7 5 3 777 一 0
.

1 15 6 6000 一 0
.

2 08 0 1 555 一 0
.

2 0 4 6 3 444 一。
.

2 02 9斤斤
一 0

.

1 0 1 95 333 一 0
.

2 0 10 0 000

一一一 0
.

2 5 2 3 9 444 一 0
.

1 3 73 4 11111 一 D
.

10 8 0 0 888 一 0
.

10 4 6 3222 一 0
.

1 0 2 9 166666 一 0
.

10 10 0 000

一一一 0
.

14 7 4 7 222222222222222222222222222222222222222222222 一 0
.

0 0 4 6 3 00000000000000000000000000000000000000000000000一一一一一一一 0 0 3 7 14 555 一 0
.

0 15 6 3 111 一 0
.

D0 8 0 0 11111 一 0
.

D0 2 91 555 一 0
.

0 0 1 95 333 一 0
.

0 0 10 0 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 0
.

0 9 7 08 5555555555555555555 0
.

0 99 0 0 000

000
.

111 一 0
.

0 425 4 999 0
.

0 63 05 111 0
.

08 4 3 9 999 0
.

0 9 2 0 0 777 0
.

0 9 5 3 7 33333 0
.

0 98 04999 0
.

1 9马0 0 000

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.

1 9 8 0 488888000
.

0 6 23 了444 0
.

16 3 2 4 666 0
.

18峨4 2 999 0
.

1 9 2 0 1 444 0
.

1 9 5 3 7 555 0
.

1 9了0 8 666 0
.

3 9 8 0 488888

000
.

2 72 2 1999 0
.

3 6 3 6 3 888 0
.

3 8 4 4 8 888 0
.

3 9 2 0 2 888
一

万丽而{{{
0

.

3 9 7 08 88888 0
.

3 990 0 000

000
.

4 8 2 0 6 555 0
.

6 6 4 0 3 000 0
.

5 8 4 5 4了了 0
.

5 9 2 0 4 333 0
·

6 , 6 3 8‘

⋯⋯
0

.

5 9 70 9 000 0
.

5 98 0 4999 0
.

5 99 0 0 111

000
.

69 19 1 000 0
。

764 4 2 222 0
.

78 4 6 0 666 0
.

7 92 05 777 。
.

了。6 3 8。

{{{
0

.

7 9 70 9222 。
·

了。8 05。

{{{
0

.

7 9 90 0 111

0
.

89 3 5 4 4 } 0
.

964 3 7 T } 0
.

98 4 6 1 8 } 0
.

992 0 62 } 0
.

9 9 5 3 9 1 { 0
.

9 9 70 92 } 0
.

998 0 5 0 ! 0
‘

999 0 0 0

中A , ,

A : ,

B
, ,

B :
均为球心间距D 的函数

.

此外
,

根据。 = 1
,

一 1时C , ,

与C , :

有对称性和反

对称性

C , ,

(1 ) = C , :
(l)

,

C , ,
(一 1 )= 一C 二

2
一 (1 )

推出 A , + B : = A
Z
+ B Z ,

A
,
一B , = 一 (A

Z
一B :

) 即A ; = B
。,

A Z = B
: .

于是

C , : 二 A + B 。
,

C , 2 , B + A 。 (3
.

6 )

由此可见
,

C , , ,

C* 与D 的关系简化为 A
,

B 与 D 的关系
。

从图 2清楚地看出
,

C二 确实是 。

的线性函数
。

对曲线进行数据拟合后得

D == 2
.

O D == 3
.

0

第一球 C , ,
= 1

.

0 4 8 8 一 0
.

1 5 0 3口 C , ; 二 1
.

0 0 1 9 一 0
.

0 3 7 2口

第二球 C , : = 一 0
.

1 5 0 3 + 1
.

0 4 8 8 o C , 2
= 一 0

.

0 3 7 2 + 1
.

0 0 1 9。

为了研究A
,

B与D 的关系
,

取。 = 0的两组数据罗列在表6中
,

并将A
,

B随D 的关系曲线画在

图3上
。

表6 A
,

B 与D 的关系

一生
一

阵二卫
一

~

一
一

⋯
一主二色

一一

⋯一: 一止巴 ⋯少一
二兰一⋯一二

·

。

一
一产一口翌里兰口」些生

一

阵吧竺一
}一上四竺一卜一三

二旦旦竺
一

一

‘

一生{,i些一卜一i
二卫9四主一

B l一 0
·

1 47 47 2 }一 0
·

0 6 4 8 5 」一 D
·

0 3了1 5 」一 0
·

0 15 6 3 } 一 0
·

0 D8 0 0 ] 一 “
·

0 0 46 3 」
_

一 0
·

0D2 9 15
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似归肚肠旧

:
毛

:
咭J, ,,二, .�, .J

滩

八”.自伪J任nnOUnU‘几孟任nU�llUn叨nnnU
, 卫J..注,二

..

⋯⋯
,孟�nU八11nUcnnll
�
nnUU

一一一一一一一

B

上

图 2 图 3

d) 间距相 同的双球在不同
a 及。下的阻力矩系数

。

为确定起见只考虑D = 2 即两球紧贴的情形
,

不失普遍性可 只 研 究 。< a = 吸/a
;
( 1 的情

形
。

因为当
a > 1时选大球为参考球即可转化为

a
( 1的情形

.

计算所得的结果列在表 7 及表 8

中
。

在数据表中取
a = 0

.

2
,

0
.

6
,

1
.

0三组数据画出C二随口的变 化曲线
,

如图 4 所 示
.

从图中

可以看出
,

C M确是。的线性函数
,

即

C , : == A , + B :。
,

C , 2 == A :
+ 凡。

其系数可拟合为

表7 第一球 (标准球 ) 所受的阻力矩系数

口
a \ \

飞

0
.

1

一 2
.

0 一 1
.

5

二上
~

⋯一尘一⋯
-二一⋯

0
·

6

1
.

0 0 2 2 1
.

0D1 8 0 0 1 4 0 0 10 1
.

0 0 0 6 1
.

00 0 2

0
.

2 1
.

0 1 3 8 0 11 2 1
.

0 0 8 6 1
.

0 0 60 0 0 3 4 0 00 7

0
.

3 1
.

0 3 6 5 0 2 9 4 1
.

0 2 2 2 1
.

0 15 1 1
.

0 0 8 0 1
.

0 0 0 8

0
_

4 D6 8 5 1
.

0 5 4 8 0 41 1 0 2 7 4 1
.

0 1 3 7 1
.

00 0 D

0
.

5 } 1
.

1 0 75 1
.

0 8 5 6 1
.

0 63 7 0 4 19 1
.

0 2 D0 0
.

9 9 8 13

0 6⋯二巫互⋯二呵{三i画⋯⋯⋯亘亚⋯⋯亚i三巨⋯画
j二二旦竺

es

卜上l至竺- }一三{i巨l卜上吧兰⋯三些竺
-

⋯巴卫旦i丝
} 1

·

2 48 1 } 1
·

1 9 5 8 } 1
·

14 3 6 ⋯1
·

09 1 3 } 1
·

0 3 9 0 } 0
·

。8 6了9

⋯兰⋯
一

二⋯1
~

⋯一: :一

口些旦旦竺兰卜旦巡里兰
- -

} 旦二丝竺一

卜旦
二旦竺些竺尸

i旦9互旦i }
一 旦{旦竺;竺旦

卜燮些
‘

卜些些巨竺
- 一

{一旦
i旦Z旦些i 一

}
, .

卫⋯旦旦些兰竺卜旦
二

燮互
一

}
一

竺旦巨吕旦些

⋯吧了些星些
.

~

卜
.

旦{吕旦圣旦生
-

{
一

旦{竺i里巨i 一

尸
:卫垦i吕书{卫

二竺些旦 } 旦⋯旦91些i 一

卜卫上旦生旦竺
~

⋯
-

生燮竺
一

~

}望
⋯些竺

一
.

卜竺竺i生丝{
~

旦{;吕竺旦卜一旦
⋯旦i旦旦色

-

-

⋯
一
卫二旦些兰i

,

卜些型些
一

⋯一竺翌竺
-

。。 了

⋯
---

1
.

, 。8 了

111
1

.

1 6了2

⋯⋯
‘

·

“5 ‘

111
1

.

0 7 4 333 1
.

0 32 888 0
.

9 9 1 3 444 0
.

9 4 9 8 777

000
.

888 } 1
·

2 48 111 1
.

1 9 5 888 1
.

14 3 666 1
.

091 333 1
.

0 3 9000 0
.

9 8 6了999 0
.

93 4 5 444 0
.

8 8 2 2 999 0
.

8 3 0 0333

000
.

999

⋯
‘

·

2 , 8 666

⋯
‘

·

2 3 6 222 1
.

1 7 1888 1
.

1 0 8 555 1
.

0 4 5 111

⋯
。

·

’8“‘‘

⋯
。

.

0 1 8 3 333 0
.

8 5 4 9 444 0
.

79 15 666

111
.

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

一一一

{
‘

·

3‘, ‘‘
一

⋯
‘

·

2‘5。。

⋯
‘

·

2 0 0 333
一

{
‘

·

‘2 5 666
一

1
,

·

”6。,,

{
。

·

, ‘6 2‘‘

1
。

·

, 。, 5““

!
0

·

8 2 68 666 0
.

7 5 2 17
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表8

-
,

一

吴

第
)

一 1
.

0

望 一 何 筱 毅

二 球 所 受 的 阻 力 矩 系 数

一 2
.

0 一 1
.

5 一 0
.

5 D
.

5 2
.

0

.

0 0 2 8 9

.

0 2 2 8 2

一 D
.

0 0 23 6 9 一 0
.

0 0 1 8 3 一 0
.

0 0 1 3 2 {一0
.

0 0 0 7 9 {一 0
.

0 0 0 2 6 0
.

0 00 78 0
.

0 0 13 1

0
.

2 一 0

一 0

一 0
.

D18 4 2 一 0
.

D1 4 0 2 {巡
一

呷叫
一D.

_

哪
2 ‘

}一0
.

0 2 9 27 1一0
.

0 24 2 5

一 0
.

D0 08 1 O
.

0 0 7 99 0
.

0 12 3 9

0 73 9 3 一 0
.

0 5 9 0 0 一 0
.

0 44 0 9 0
.

0 0 0 6 7

0
.

4 一 0
.

16 7 8 6 一 0
.

13 2 74 一 0
.

0 9 7 6 2 1一 0
.

0 6 2 5 0 一 0
.

02 了5 5
一

一

一 0
.

0 4 3 74

i

一 0
.

0 6 2 5 0

一
。

.

。8 20 5

0
.

00 了75

0
.

0 30 5 1

0
.

0 ? 7 9 9

0
.

D 45 4 3

0 1 13 1 1

抢O一Otl�O甘一呻了
一,‘一暇U工,O

J八X
00一D3
一15一42一nU一八UnU��”�n“�一n”nU

�n”

0
.

5 一 0
.

3 15 6 9 一 0
.

2 4了了0 一 0
.

17 9 7 2
之

一 0
.

! 1 17 3 0
.

0 2 4 2 5 0
.

0 9 2 2 4 0
.

1 6 0 2 2 0
.

2 2 82 1

0
.

6 一 0
.

5 2 8如

1一 0
.

8 17 0 4

⋯
二1.1 9 2

:

⋯卫理
一

}一 2
.

2 5 1 3

一 D
·

4 1 10 3 }一 0
·

“9 5 4 5

一 0 0 33 5 2
⋯
一 0

.

; 5 0 0 0

一 0
.

17 8 9 8 0
.

05 39 7 ! 0
.

1 7 0逮5 0
.

2 8 6 9 2 0
.

4 03 4 0

0
.

7 一 0
.

2 6 6 4 7 0
.

10 05 了 0
.

2 8 4 10 0
.

4 6 7 6 2 0
.

6 5 1 15

0
.

8 }一 0
.

0 20了‘ 一 0
.

6 4 5 6了 {一 0
.

3了。5 0 1一 0
.

10 45 2 0

{二1
滋不}一。

.

8 06 0 2 止。

漏
「

万
12
价孚

0
.

] 6了5 6 0
.

4 3 9 6 3 0
.

7 1 1 7 1 0
.

9 8 3 7 8

0 9 0
.

25 8 30 0
.

64 3 3 7 0 2 8 4 1
.

4 1 35

·

72 5 8 卜1
·

2D0 3 」一 0
·

6 7 4 8 6 1一0
·

14 9 3 9 0
.

3 7 6 0了 0
.

9D15 4 1
.

4 2 7 0 1
.

9 5 2 5

表9

- -

一丁一
- 一一一

-

丁一一

A : ,

A Z ,

B l ,

B Z

与
a
的关系

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‘口. 由山 . . . . . . . . . . . . . . 门. . . . . . . . . . 呀 . . . . 曰 曰.

一
、J ‘. 自 . . . , . . 甲 . . ‘曰, 曰 . 口曰 . 口. . . . ‘. . . . ‘. 目. 曰. 侧幼 . . ‘ . . 山. . . 。曰. ‘. 倒. . . 0 . ‘闷 ‘州. . , . . 创 . . . 曰

卜
。

1方

0
.

2 0
.

3 0
.

4 0
.

5 0 6 0
.

7 0
.

8 0
_

9

0 0 0 6 0 0 3 4 1
.

0 0 8 0

一
}

{ 1

一二6

0 13 7 0 2 0 0 1
.

0 2 6 4 1
.

0 3 2 8 0 3 9 0

一 0
_

00 0了9 一 0
.

0 62 1 一 0
.

0 1 4 2 5 0 2了3 8 一 0
.

0 43 7 4 一 0
.

06 2 5 0 一 0
.

08 2 9 5 一 0
.

飞0 4 5 2

一 0
.

10 4 4 6

呷
一

,少
09

_

12 6了7{一 0
.

1 40 39n�nll

一一

528一880

玛一78一D5

儿儿

000一0D1
川

Bl !一 O 一 0
.

0 一 0
.

0 1 0
.

0 43 7 4 一 0
.

0 62 5 0 一 0
.

0 8 29 3 1 2 6 77
}
一 0

.

14 9 3 5

B :
0

.

00
l.
。

·

‘

吧
.

沙
23脚吧

3 6了。5
,

{
_

.

?
:一

哗
:

号
.

⋯今
.

了

州
:

沪
。“

a 二 0
.

Z a = 0
.

6 a = 1
.

0

第一球 C对 , = 1
.

0 0 3 5 一 o
.

o o 5 1o C 对, 二 1
.

0 2 6 4 一 0
.

0 6 2 5 o C 对 , = 1
.

0 5 0 9 一 0
.

1 4 9 4 。

第二球 C , , : = 一 0
.

0 0 5 2 + o
.

o os so C 对 2 = 一 0
.

0 6 2 5 + o
.

Zs3 0 0 C 对 , = 一 0
.

1 4 9 4 + 1
.

0 5 0 9。

为确定A
工,

B
; ,

A
: ,

B Z
与 a的关系

,

取。二 o
,

。= 1 的两组数据反解出 A
, ,

B
, ,

A
Z ,

B
:

并列

在表9中
,

对应的曲线绘在图5中
.

从图上看出A
Z ,

B
;
两曲线实际上是重合的

.

十 月
: ,

刀
1

图 4 图 5
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旋转双球和多球的St ok es 流动

四
、

多球同轴旋转情形

考虑半径相同的M个球 以等角速度绕同一轴旋转时所受的阻力矩
.

在每一个球的球心放

置本文导出的新的旋转子并将无穷级数在N + 1项上截断得

。 , 一

鑫氢枷
尸孟

,
(尸

, : 一 : , )

其中匀 = (j一 1 )D (j二 1
,

⋯
,

M )
,

D 为间距
,

B
: , 为待定常数

.

在每个球上取N 个配置点
,

使

粘附条 件在这些点满足得 MN 阶线性代数方程组
,

解之即 得 B
, j ,

各球所受的阻力 系 数 为

C , , 一几刀2 ( j一 ], ⋯
,

M )
.

取D 一 2
,

3
,

⋯
,

8进行了计算
,

结果都是收敛的
.

表 10 仅举 D 二 3
,

M一 1 0
,

作为例子
,

此

表说明收敛性很好
.

取N ~ 9能收敛到六位有效数字
.

表1 0 D = 3
.

。
,

M ~ 10 时各球阻力矩系数C l: 的收敛性
之 ” ~

公”
’ 一 ’ 一

”
~

_
”

⋯
“ ’.l ~ 一

丫
’

~ 一
~一 ~

_

”
. ‘ 一

”⋯
一~ ”阳川 ’

M 乙 刁

}
‘

{ s b
⋯ ‘

第
一

球 0
.

9 6 0 5 56

第
_

二球 0
.

9 2 4 4 38

第三球
’ 0

.

9 1了了36

第四球 ! 0
.

9 1 6 8 0 2

第五球 0
.

9 1 6 4 92

第
瓜 几

.

。

丽
2

第七球
·

0
.

9 16 8 0 4

第八球 ⋯
。
而碗

!

第少L球 0
.

9 2 1 D6 9

0
.

9 5 9 0 3 1 0
.

9 5 9 1 8 1 0
.

95 9 2 2 0 0
.

9 59 2 3 3 0
.

9 6 9 2 3 5 0
.

95 9 2 3 6 0
.

9 69 2 3 6

0
.

9 2 4 4 18 0
.

9 2 4 4 1 7 0
.

9 2 4 4 7 3 0
.

9 2 44 70 0
.

9 24 4 72

0
.

9 2 1 0 57 0
.

9 2 10 5 3 0
.

92 1 10 3 0
.

9 2 llD3

0
.

9 2 4 4 7 3 1 0
.

9 2 4 4 7 2

。
.

。2 1 , 。5 !一砚
一

。
公漏 0

.

9 2 1 10 5

0
_

9 2 0 0 9 9 0
.

9 2 0 0 9 7 0
.

9 2 0 14了 0
.

9 2 0 1 48 0
.

9 2 0 1 4 9 0
.

9 2 0 14 9 0
.

9 20 14 9

0
_

9 19了8 5 D
.

9 ! 9 7 8 4 0
.

9 19 8 3 4 0
.

9 1 9 83 5 0
.

9 1 9 8 3 5 0
.

9 19 8 3 5 0
.

9 1 98 3 5

0
,

9 19 7 8 5 0
.

9 19 7 8 4 0
.

9 1 9 83 4 0
.

9 1 9 8 3 5 0
.

9 19 8 3 5 0
.

9 1 98 3 5

0
_

9 2 0D9 8 0
.

92 0 0 9 9 0
.

9 20 1 47 0
.

9 2 0 1 4 8 0
.

9 2 0 1 4 9

0
.

9 19 8 3 5

0
.

9 20 1 49 0
.

9 2 0 1 4 9

0 9 2 10 5 7 0
.

92 10 5 3 D
.

9 2 1 1 03 0
.

9 2 1 1 0 3 0
.

92 11 0 5 0
.

9 2 1 1 0 5

0
.

9 2 10 2 4 0
.

9 2 44 2 0 0
.

9 2 4 4 70 0
.

9 2 4 4 7 1 0
.

9 2 4 4 7 2

0
.

9 2 1 10 5

0
.

9 2 4 4 73 0
.

9 2 4 4 7 3

0
.

9 5 9 2 4 0 0
.

9 5 9 2 50 0
.

9 5 9 2 3 8 0
.

95 9 2 3了

取M = 1 0
,

通过改变D
,

研究 C , 随D 的变

化规律
,

结果列在表11 及图 6中
.

从图中可 见
,

当 D ) 6 时
,

各球所受的阻力矩基本相 同
,

趋

于各球单独旋转状态
.

D < 6时
,

各球所受的力

矩互有差别
,

但都小于单球结果
。

可以明显看

出顶端两球的端缘效应及中间球的遮蔽 效 应
.

但是除顶端两球外
,

其他球的阻力 矩 基 本 相

同
.

所以在考虑多球同轴旋转时
, 一

可以将它们

分成两部份
.

一部份是顶端的 最 外 球
,

次 外

球 ; 另一部份是处于中间地位的其他球
.

它们

所受力矩相差甚微
,

可视为一整体
。

最后考虑D 固定时
,

C , 随圆球个数M的变

化规律
.

D 二 2
.

0
,

3
.

0
,

4
.

0 的结果整理在表 12 中
,

铸
_ 一

~
门卜~ -

叫- ~
~ 叫 卜 ~ 礴 一 ~ 卜

一
一

一
~奋 ~

一-
. , ~

一
一
—

. , - 护—
j 一一— 一 . 一~

-

一
一

-

— 升一 ~
-

一一~
,

~
.

, - 一
- , , - ~ -

~
加

月

二 : 二二二二 二二二丁
_

~ 一 一
一
一一尸 -

火
一

_

_ _ _
_

{
_
_ _ _

兰
_ ~

多
/

书 吐 吕 日 1口

图 6

根据上面的分析
,

球 串所受的力矩可分成
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表11

昊 望 一 何 筱 毅

不同D 时各球所受的阻力矩系数

第一球 第二球 第三球 } 第四球 1 第五球 第六球 第七球 第八球 第九球 一第十球

2
.

0 」0
.

8 8 96了2 一0
.

79 3 9 7 9 0
.

了8 73 6 1 0
.

78 5 4D2 } 0
.

7 8 4 7 43 0 7 8 4 7 43 0
.

7 8 5 40 2 0
.

7 8 7 3 63

3
.

0 0
.

9 5 9 2 3 6 一0
.

9 2 4 4 7 3 D
.

9 2 11 0 5 0
.

9 2 0 14 9 0
.

9 1 98 3 5 0
.

9 1 9 8 35 0
.

9 2 D1 4 9 0
.

9 2 1 1 05

4
.

0

5
.

0

6
.

0

7
.

0

0
.

9 8 1 9 4 1
‘

0.9 9D 5

阳
旦卫竺生i竺一
0

.

, ”6 5 3 4 {

0
.

96 6 7 0 2 0
.

96 5 0 2 3 0
.

96 4 5 5 2 0
.

9 6 4 40 0 0
.

9 6 4 4 00 0
.

9 6 4 5 5 2 0
.

96 5 0 23

0
.

9 8 2 6 9 8 0
.

9 8 1 7 8 2 0
.

9 8 1 5 2 6

0
.

9 8 9 2 7 6

0
.

9 8 14 4 4 0
.

98 14 44 0
.

9 8 15 2 6 1 0
.

9 8 17 8 2

0
.

9 8 9 9 2 4 { 0
.

9 8 9 3 7 8 0
.

9 8 9 17 6 0
.

9 8 9 17 6 0
.

9 8 92了6 1 0
.

9 8 93 7 8

0
.

9 9 3 6 3 4 一0
.

9 9 3 2 8 5 0
.

99 3 1 8 8 0
.

993 15 7 0
.

9 9 3 15 7
.

D
.

9 9 3 18 8 0
.

9 9 32 8 5

0
.

7 9 3 9 5 6 0 8 8 98 6 8

住:
“
吧竺

3

一
。

·

“5 9 2 36

。
·

9 6 67
四一

0
·

9 8‘“4‘

。
·

。8 26 98一。。9D6 9 6

0
.

9 8 9 92 4 lD
.

99 4 5 17

0
.

。。阳3‘{0
.

。。6 5 3 4

表12a D = 2
_

0 (四位有效数字)

外 球 0
.

8 9 3 5 0
,

8 9 4 4 0
.

8 9 2 1 0
.

8 9 1 0 0
.

8 9 0 5 0
.

8 9 0 1 D
.

8 8 9 9

卜
一

二
一

一⋯一生
一 0

.

8 8 9 8 一 0
.

8 8 9 7

次 外 球

中 间 球

0
.

8 0 5 0 0
.

7 9 8 3 0
.

7 96 1

0
.

7 9 1 5

0
.

了9 5 1
’

0
.

7 8。、一1

0
.

7 9 4 6 0
.

79 4 3 0
.

7 9 4 1 0
.

7 940

0
.

7 8了2 0
.

78 6 2 0
.

了8 5 2 0
.

78 4了

表1 Zb D = 3
.

。 (六位有效数字)

一

———外 球 0
.

9 6 43 7 7 0
.

9 6 13 3 5 0
.

9 6 0 2 7 1 0
_

9 59 8 10 0
.

9 5 95 70 0
.

9 5 9 4 29 ! 0
.

9 5 9 33 9 0
.

9 5 9 2 7 9 1 0
.

9 5 9 23 6

次 外 球

中 间 球

0
.

9 2 992 1 0
.

9 2 6 48 8 0
.

9 2 5 4 4 3 { 0
.

9 2 4 9 9 1 0
.

9 2 4 7 56 一0
.

9 2 4 6 19 0
.

9 2 4 5 3 2 { 0
.

7 2 4 4 7 3

0
.

92 3 0 5 8 1 0
.

92 20 15 { 0
.

92 09 7 1 } 0
.

9 20 5 2 0 0
.

92 0 0 7 0 { 0
.

9 19 8 3 5

表 1Zc D = 4
.

。 (六位有效数字)

22222 333 444 !!! 666 777 888 999
,,,,,

6 一一一一一一

一一一一一 一一一一一一

外外 球球 0
.

9 8 4 6 1 888 0
.

9 8 2 9 4 888 0
.

9 8 2 4 3222 0
.

9 8 2 2 1 111 0
.

9 8 2 0 9 777

⋯
。

·

’8 2 0 3‘‘ 0
.

98 1 98 999 0
.

9 8 1 9 6 111 0
.

9 8 1 94 111

次次 外 球球球 0
.

9 6 9 3 9 000 0
.

9 6 7 6 8 111 0
.

9 6 7 16 999 0
.

9 6 6 9 5 000 0
.

9 6 6 8 3 777 0
.

9 6 6 7 7 222 D
.

9 6 6 7 3 000 0
.

9 66 7 0 222

中中 问 球球球球球球球球球球球球球球球球球球球球 0
.

9 6 5 9 7 4444444444444444444444444444444 0
.

9 6 4 73 1111111111111111111111111110000000000000
.

9 6 5 4 6 222 0
.

9 6 4 9 4 99999 0
.

9 6 4 5 1222 0
.

9 6 4 4 0 000

外球
,

次外球及中间球三种情形
,

这就是在表12 中只列出这三种情况的原因
.

从表中可以看

出
,

各类球的阻力矩系数随M的增 加 变 化 不大
。

若仅考虑两位有效数字
,

则外球
,

次外球

以及中间球所受的阻力矩都基本上与 M 无关
.
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