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摘 要

本文将刘曾荣提出的方法推广到含有占函数的弱非线性偏微分方程
.

一
、

引 言

文〔1〕研究了含有d函数的弱非线性方程的摄动解
。

考虑如下算子方程
:

M (
u
)=

e
f(

u
)+ 几d (t一 a ) (1

.

1 )

其中M是一个
n
阶线性微分算子

,

汀(u) 为弱非线性
,

o< 。《 1
,

f(司为
u 的次数高于 1 的多项

式
.

令(1
.

1) 解为
u = x , + 二 :

(1
.

2 )

要求劣 ,

满足如下方程

M (x
,
)二

。
f(x ,

) (1
.

3 )

以及“的定解条件
.

根据物理意义可认为
二 : = 功(t)H (t一 a )

,
x :

满足

M (二
2
)二

。〔f(二
, + x :

)一f(二
:
)〕+ 几d (t一 a ) (1

.

4 )

然后根据各种奇异摄动方法求得一致有效渐近解
.

本文将以上方法推广到含有占函数弱非线性偏微分方程
.

在第二节和第四节中作出以上方

法的不同推广
,

在第三节和第五节中介绍了这两种方法的具体应用
.

二
、

一 般 方 法

类似于〔1〕
,

我们先给出两条简单引理
:

引理 1

i
’

〔H (x )H (t)〕== 〔H (x )
,

H (t)〕
么
== ⋯ == 〔H (x )H (t )]

“

其中
”
为任意正整数

,

H (二 )
,

H (t)为 H e a v isid e 函数
.

2
’

若f( x) 为充分光滑函数
,

则在广义函数空间中有
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f(二 )乙
‘” ’

(二 )= 乙 (一 1 )
”一 ‘C 孟f

‘” 一 ‘’
(o )占

(‘’
(二 )

其中 n
为任意正整数

,

截x) 为 D ira c 函数
.

引理 2 在 广义函数空间中有
:

H (
二
)H (t)

,

H (二 )占(t)
,

⋯
,

H (x )占
‘” ,

(t )
,

占(x )占(t )
,

⋯
,

占(,
)占

‘” ,
(t)

H (t )占(二 )
,

H (t )d
‘

(二 )
,

⋯
,

H (t)占
‘” ,

(x )
,

占(t )乙
,

(二 )
,

⋯
,

乙(t)d
‘” ,

(
二
)

互为线性独立
.

现在
,

考虑如下算子方程

M (
u
)=

e
f(

。
) + 。g (才)占(二 )H (t一 t。)+

。h(x )占(t一 t。)H (二 )

其中

(2
.

1 )

M一
: 。

(!
,

, )
斋

+ ·。:

(x
,

, )
篇

+ ·, 。(/
,

, )
一

aax
一

+ ·。,

(/
,

, )一暴
一

+ 。。。

(X
,

, )

。
l( u) 弱为非线性

,

或者定解条件具有小参数
。 ,

O< 。《 1
,

f(u) 为 “ ,

au/ ax
,

au/ 击次数高于

1 的多项式
.

令 (2
.

1 )解为
。= 。工+ 。:

(2
.

2 )

要求
。,

满足如下方程

M (
u ,

)=
。
j(

。,

) (2
.

3 )

以及 。 的定解条件
.

假设按照奇异摄动理论
,

对充分小。 ,

可用各种奇异摄动方法求得它的一

致有效渐近解
。, = 。,

(2
.

4 )

那么
,

此时 u :

应满足方程

M (
u Z

)=
。〔f(

u ;
+ 。2

)一 f(
u ,

)〕+
。夕(t)6 (二 )H (t一 t。)+

eh(二)占(t一 t。)H (二 ) (2
.

5 )

根据实际问题可认为
u Z

= 功(x
,

t )H (二 )H (t一 t。) (2 6 )

把(2
.

6 )代入(2
.

5 )
,

利用引理 1 结果
,

可证明
:

引理 3 设M 为(2
.

1 )中偏微分算子
,

只要 a Z。

(二
,

t )斗 0
, a o Z

(二
,

t)斗 0
,

则成立

w l
二一。(t> t 。) = O

tD I
t一 t。(命

。) = o

a Z 。切 ,

l
二 一。(t> ro z =

a 。:。 :

}t一
, 。(今

。) =
(2

.

7 )

证明 将(2
.

6) 代入(2
.

5) 得到

M (
。2

)= M [ 。(戈
,

t)H (t一 t。)H (二 )〕

二M (切)H (二)H (t一 t。)+ d (二 )H (t一 t。)〔2
a 2。叨

二

+ a 工。。〕

+ H (t一 t。)
·

〔(一 1 )(功
a Z 。

)窦d (x ) + 。 a Z。
占
‘

(
二
)〕+ H (二 )〔(一 1 )(

a o Z田)才d (t )

+ a o Z二占
‘

(t)〕+ d (t一 t。)H (二)〔Z
a o Z叨 :

+ a 。1切〕

于是得到
a Z 。

(0
,

t )切(O
,

t )= o
, a Z。。

‘

+ a , 。。一 a
蛋
。二功 = 。g (t)

a 。:

(二
,

t。)。(二
,

t。) = o
, a 。:功:

+ a 。, 川一 a
‘

: 。切 = eh (二)

从而得到 (2
.

7 )
.

甲甲

这样
,

由引理 2 和引理 3 可得
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M (。 )+
。G (

u ,

切)二 o

田 }
、一 。(,> , 。)= 0

, a Z 。切
·

l
、一。(t> t。)

, i,一 矛。(, > o )二 0
, “。: , :

I*一 t。(命
。)

’

一

:: (?}
二 吕n 气x )

(2
.

8 )

(2
.

5) 也是一个类似于(2
.

3 )的方程
,

因而也完全有理由用各种奇异摄动方法求出它的一致有

效渐近解功 = 面 (二
,

t)
.

最后得到 (2
.

1) 的一致有效渐近解为
u = 叮; + 面 (x

,

t)H (t一 t。)H (二) (2
.

9 )

三
、

两 个 例 子

例 1 弱半线性不稳定模型 (见〔2〕)

{
u , :
一。: ,

一。== 。3
+ 。占(t)

sin k二

。
(t

,

0 )=
。e o skx

,
封。(t

,

0 )= 0

(3
.

1 )

(3
.

2 )

利用上节方法
,

令。= 。 + 山(二
,

t) H (t) 代入 (3
.

1) 得以下两方程
:

”‘。一 v : :

一”= 。3 ; ”
(二

,

o)二
。e o sk二

, 。 :

(x
,

o)= o

田。。
一叨

r :

一 “ == 3o Z tD + 3二。 2
+ 四

3 ; 叨(x
,

0 )= 0
,

功 :

(二
,

o )=
。s sn k二

利用伸长坐标法可求得
:

(3
.

3 )

(3
.

4 )

。= 。 e o s a t e o s 寿x + O (
。3

)
,

田 =
5 sin a : t

a 1

s in 寿x + O (
。3

其中

J 一 “ k
Z
一

小
- 9 已2

3 2 (k
Z
一

, )」
+ o (

。3

)

�几.tJ、
、,/

-
21

J , = 了 护一 1

a :

一L卜
一 3

;
a :
(
‘+

续
; 1
十 —

最后得到

u = 。 。0 5 a t 。o s k二 + 万 ( t )

从 ( 3
.

5) 可 知
:

￡ s i n a Z t

a 工

s i n kx + O (
。3
) ( 3

.

5 )

当寿> 1时
, a ,

。 , ,

。 2
为实数

,

解当 t二O (
。一 2

) 有效
,

它表明振幅依于频率的振动驻波
.

当左< 1 时
,

a
, a l ,

。 :

为虚数
,

它表明增长波
.

现在小冲击引起的波动类似于原来的波

动
,

它们性质相似
,

只是频率上发生了漂移
.

例 2 半无限弹性杆 中非线性波 (见〔3〕)
_
。 口封

二一 艺乙 1 ‘
-

O劣

“2护一毋
一

“.2
q

州戈口�口

瓮(
% ,

。卜黑
一

‘/
,

O , 一”
,

( 3 : 6 )

�

l
、.r恤JtltD

.尹了.、‘
。
O己
)一一尤l:

户
于J,

己nU十(脚对丝at

令
u = 。

( 二
,

t ) + 。 ( x
,

t )H (t ) 代入 ( 3
.

6 )得到

口Z v a Zv _
。 口v a Zv

叙
:
一 百产

一

二 一 艺乙 ‘

而
’

ax Z

知
“

,

”’一豁“
,

”’一。
,

日口
, _

万了气
U

( 3
.

7 )

�

l
rr...J

注切
.

8
一一
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日2叨

a tZ
= 一 ZE

,
aZv

‘

日v

人, 犷 十 一丙

O戈
一 口劣

a Z功

a% 2

aZ田

日劣么
叨一比日一日

(3
.

8 )

、.‘LrJ...
, ..JI

(二
,

0 )=
e
f(x )

,

[摆
一

号梦
一

(二 0 )= 0 牛共⋯(0
口r

t )二 0

向
一

axz如�at

利用多重尺度法求得

。一。

[F(
‘, +

一

;
‘E l“F“‘)〕

+ ⋯

t 一x = 占+ 。E
, %尸

产

(雪)

功二 g (
s , ,

x ,
)

其中夕满足

a
、

卫
一
+ E

、

一石获
~

as ,

日2 云 日g
:

户 日。 a
Z夕

.
斤

蕊
-
石一 , 宁 乙 . 一孟 一 一 一石 、 个乡 1

0 5 1 0 5 -
一

0 5 1 0 5 艾

8 9 日
2 9

as ;
a s釜

( 3
.

9 )

这里
·: 一卜

/
,

/ ,

一
,

。一

I
F ( : ) +告

·E I XF 产

‘“, 」
由此可以看到此时非线性波为两列波迭加

,

小冲击产生的右伸波与原非线性波密切相关
.

四
、

含有6 (t ) 6 ( x )的方程

我们研究带创t )截x )的弱非线性偏微分方程 的奇摄动解
.

现在
,

我们考虑以下的方程

M 。= 。
f (

u
) + 几d (二一二。

) d ( t一 t。 )
,

B 。= 0

其中M为 n 阶线性偏微分算子
,

B 为线性边界算子
,

f( u) 为
“次数高于 1的多项式

.

今假设对应的线性问题

M u == 0
,

Bu = 0

有规范正交的本征函数族 {人 (x) }认
。 ,

则 ( 4
.

1) 解可取为

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

u = 乙
u 。

( t ) 价
。

( x ) ( 4
.

3 )

将 ( 4
.

3 )代入 ( 4
.

1 )得

M (鑫
二 (‘)‘

·

‘· ,

)一‘(井
二“,‘

·

‘·))
+ ““‘

一
,‘(‘一‘

。

,
( 4

.

4 )

( 4
.

4 )两边同乘以功贰x)
,

然后积分
,

利用正交性可得
:

A 。 。.
( t ) =

。夕。 (
。。

( t ) ) + 几功
.
( x

。

)6 ( t一 t 。)

其中 A . 为一列 n阶常微分算子
, v 。 (t) 满足已知初始条件

.

利用文〔1〕方法
,

即令
v . ( t ) =

。

盆
’
(t ) +

v
黯

,
H ( t一 t。)

代入 ( 4
.

5 )可得
:

( 4
.

5 )

( 4
.

6 )

A 。 。盆
’
( t ) =

。
如 ( 。盆

’
( t ) )

。
盆
’
( t) 满足 。。( t) 的初始条件 } ( 4

.

7 )
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A o v

器
,
(t )=

。
口

.
(
。

盆
’ , 。

盆
’
)

v

公
,
(t

。

)== o

{ (4
.

8 )

v

盆
, ‘“ 一” (t

。

)= 几功
.
(二

。

)

其中口
. 是与9 .

有关的次数高于 1的多项式
.

如果(4
.

7 )
,

(4
.

8 )能用奇摄动方法求得一致有效渐近解的话
,

则得(4
.

1) 的解为

u
(二

,

t)二 乙 〔v

兵
‘’
(t )+

。

护
,
(t )H (t一 t。)〕功

,

(x )

五
、

均匀梁的非线性振动

文〔2] 研究了均匀梁的非线性振动
.

现在我们用第四节中提出的方法研究瞬时集中力作用

在这种梁上时产生的响应
.

现在如〔2〕第七章
,

运动方程为
r Z u 。。一。: .

= (i一
r “

N ),
:

田

一
Zv

‘

u :
+ G (二

,

t )

r 么
(四

‘。
一、切

: :

+ 田
: , : :

)一 (卜
r Z

、)(会
·切

·)一
。田 :

一(
% ,

, )

} (5
.

1 )

G (x
,

t )=
c :

d (二一 x 。

)d (t一 t。)
,

F (x
,

t )=
c :

d (二一二。)d(才一 t。) (5
.

2 )

r 是横截面回转半径
,

N是无量纲轴向负载
,

其他常数物理意义见〔2 」
.

我们只考虑铰支铰支梁的情况
,

此时 r
为小量

,

但不是极小量
,

此时 “= O (田 )
,

边界条

在中为现其件

在 二 = O
,

,

在 % = O
,
戈

(5
.

3 )
当彭习司

切 二二叨

假定

u 一 乙 雪
。

(‘)
s、n ”

丁
% ,

。 = 乙 : 。

(t) s ‘n 一不 (5
.

4 )

将 (5
.

4 )代入(5
.

1 )
,

(5
.

2 )
,

并两边乘 以 s in (m 二x / I)
,

然后在 〔o
,

l〕中积分
,

再作一些假设

飞U
‘

得 (见〔2〕)

: :
一卜

2二‘

一燕
m : ·

‘。。
, + 、:

小
1 5‘·

黔
“(‘一 ‘

。

(5
.

5 )
沌

几十朴
”‘卜5

了...
1
/

{
、
一

“”
“
-

一 2。。

力
。

一 n 、

乙 m 舀。 (夕。
, + 。。。)l+

e : sin

竺‘。(卜 , 。) (5
.

6 )

再令

省
。
= 雪二

, ’+ 君护
,
H (t一才

。
)

,

叮,
= 刀二

, ’+ 。护
,
H (r一 t。)

代入 (5
.

5 )
,

(5
.

6 )得到
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、;
! , + 、: : ;

1 , 一。

〔
一 2二‘“

!’一 , 、

乙 。。佘
’
(夕。;

‘’+ q。姜
, ’
)

仍一 1

(5
.

7 )

、lwel、we..z夕
, ...J

、“
二, + 口“。“

1 )

一[
一 2。

·

”“
工)一。·

晃
拼‘盆

)
(, 。;

1 , + 、。“
1 )

,]

、“
2 , + “:“护)

一卜
2二‘“

2 )

一烹
m 。盆

’
‘, 。;

2 , + 。。“
么

”

+ 。。豁
,
(, , ;

! , + 、。妥
工,
) + 。 :岔

’
(, 。;

2 ’+ 。。丢
2 ’
)〕

(5
.

8 )

。遐
+ 口‘。“

2 ’

一!一 2拼
,

力护
, 一 n ”

乙 m 君盆
’
(夕。;

2 , + q 。姜
, ,
)

仍一 1

+ m :。
,
(, , ;

1 , + a。姜
! ,
) + m : :

,
(, 。;

2 , + 。。;
2 ,
)〕

这里 (5
.

7 )与(5
.

5) 是无穷个祸合的方程组
,

但在一定内共振条件下可以转化为有 限 个 方 程

组
。

我们假设

几
。
* 。。士。 , 或 。。“ 口

。

士。。

此时存在 内共振
,

由于应用梁理论
,

细长比必须小
,

故只限于基本纵向模态
。二 1

.

.

我们取以

下特殊情况说明问题
:
几

;
= 。: 十。。+ 留

工

利用多重尺度法可求得内共振条件下一级近似解
:

u
(x

,

t )= [ a
;
‘’e o s

(几
, t + a ;

‘’
)+

a
{
2 ’e o s

(久
Z t + a ;

2 ,
)H (t一 t。)j

sin
兀劣

+ O (
。
)

阴(x
,

才)=
〔。;

! , c o s
(。

: , + , ;
! ,
)+ b、

2 , ·0 5
(。

: , + , ;
2 ,
)H (, 一 , 。)〕

sin 卫笋

+ 〔b石
‘’e o s

(。
3 t + 属

‘’
)+ b石

2 , eo s
(。

s r+ 属
1 ,
)、 (卜 , 。)〕

s‘n

竿 + O (
。){

(5一

其中
a
l

, ,
,

b基
, , ,

b系
‘, ,

a {
, , 刀主

, , ,

斑
, , 满足

、weeel、‘..se
�

�n��0�nU久
,
‘;, ’+ 几, a {” v l

一 K b盆
‘’b石

‘’

。 :

乙盆
, , + 。 2。: 。轰

‘, + 尤 。l‘,。互
‘,

。 sb蕊” + 。
s拼3 b系

‘’+ K a
l
‘, b轰

‘’

s i n , ; 二 0
,

几: a ;‘’成;‘’一K b盆
‘’b吞

‘’e o s ? 1 =

s i n v : = o
,

。Z b呈
‘’

万轰
‘’一K a {‘’b互‘’e o s , : =

s i n , : == o
,

。。b石
‘’
万轰

‘’一K a l‘’b盆
‘’e o s , : ==

( 5
.

1 0 )

式中

, , 3
J、

二二二 , 二二况

艺

, ; = a ; T
;
+ a , 一几一刀

3

而 吐
, , , b盆

, , ,

摊
1 ,

,
a ;“,

,

口毛
么, ,

风
2 , 满足
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几:。{
“, + 久1 , la

{”一K (b盆
, , b吞

“’+ b盆
‘’b石

, , + b盖
“, b二” )
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显然所得解全是衰减解
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这与实际问题一致
。

关于小冲击下弦和板的响应我们将另文给出
。

作者对导师许政范教授在本文写作过程中的指导和帮助表示衷心感谢
。

刘曾荣
、

魏锡荣
,

6 9 1一G 97
.

N a yfe h
,

A
.

H
.

(1 9 7 9)
.

N a yfe h
,

A
.

H
. ,

参 考 文 献

含有d 函数的弱非线性微分方程的摄动解
,

应用数学和力学
, 5 , 5 (1 9 8 4)

,

a n d D e a m T
.

M o o k
,

N o n lio e a r O s e宕Ila才io n s ,

W iley一In te r s eie n e 。

,Jl‘J
月‘占

2
一.‘�l‘

〔3 〕 P e r 才。 r b a 才‘o n M e 才h o d s ,

W i ley一 I n te r s e i e n e e ( 1 5 7 3 )
.



1勃 徐 振 源 刘 曾 荣

Pe rtu rb a tio n So lu tio n o f the W e a k
一
No n !in ea r Pa rtia l

D iffe re n tia l E qu a tIo n w ith 6 一

Fu n e tio n

X u Z he n 一

y u a n

(A n h u i H o a ‘n a n N o r m al C o lle夕e ,

A ”h o i)

L iu Z he n g 一 r o n g

(A n h u i U ”i口e r s‘t封
,

H efe宕)

Ab st ra e t

In th is p a Per w e e x te n d th e m e th o d w h ieh L iu Z he n g 一 ro n g p ro v ide d t o th e w e a k -

n o n lin e a r Pa r tia l e q u a tio n w ith 各一 fu n et io n
.


