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摘 要

本文用步进求和法计算了球形扁壳第二类失稳问题
,

在球扁壳超临界变形计算上给出了 优 于

一级近似结果
,

解决了该问题无法求二级近似解的困难
.

算例表明步进求和法收 敛 于二 级 近 似

解
.
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\金属 并的球形扁壳 ( 图l)
,

如其厚度 h 与其半径 R 相 比
,

非常微小
,

底平行圆半径
a 相比

,

也是很小的 ; 在均布法向荷载作用下
,

可能会

发生大挠度范围内的突然跳跃
,

使扁壳翻到另一边去
,

这类丧失稳定

的问题
,

通常称为超临界变形的第二类失稳问题
。

这一类失稳问题临界荷载的计算
,

目前通常采用一级近似
,

即选

取球形壳的挠度函数

r

/ r 艺
\

功 = J . u 一 一 丁叹一 口
、 “一

/

此公式与圆板小挠度变形问题所设挠度公式相同
,

其中 f 为参数
,

a 为 满足边界条件所设待

定常数
.

由此计算失稳的临界荷载有较大误差
,

其值偏大许多
,

实验表明真实临界荷载值远

比这一近似理论结果小 (文献〔1〕)
.

这是因为大挠度的变形而采用小挠度下的函数所致
.

如

果采用更为精确的挠度函数
,

例如在挠度一级近似表达式基础上
,

增加 r 的更高次项
,

取挠

度的二级近似表达式 (文献 [ 2〕)
,

再来推求球扁壳第二类失稳的临界荷载将是十分繁难的
,

以至无法求出确切的解析表示
.

步进求和方法就是将球形扁壳第二类失稳的大挠度变形划分为许多段
,

每 一
小段的变形

可以视为前一段基础上的小变形
,

如前一段变形为初始挠度
,

则一个小增量的变形引起挠度

即为带有初始挠度下的小挠度变形
,

此时引用一段近似挠度表达式就比较合理
。 ‘

可以想象
,

当整个变形阶段划分越多
,

每次计算的误差就越小
,

最后再把各阶段的结果求和
,

就会获得

精确的临界荷载值以及它和变形的关系
.

并能用简单的解析表达式将这一关系式表达出来
。

球扁壳轴对称变形的大挠度方程为

.

樊大钧推荐
.
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式中
: 是扁壳的形状方程

,

可把它视为圆板大挠度变形时的初始挠度 即 z = 功
。; 若把扁壳的

全部变形过程分许多步实现
,

则第 f一 1 步时各变量值分别是

牙= 乙叨 。 ,

。 = 乙功
, ,

少= 兄八 ( 3 )

再把这些变量作为初值
,

加入第 ‘步的变形
,

则得 i 步结束时的各变量为

川 = 附 + 断
,

功= 中 + 咖
,

劝= 少+ 劝‘ ( 4 )

显然
,

无论 (3 )式还是(4) 式
,

都应被大挠度的方程(l) 式所满足
,

若将 (4 )式代入 (l) 式
,

考

虑(3 )式代入(1) 方程满足的结果
,

得第 ‘步的计算公式

D
一

釜
〔v

“脚‘

卜“ + h d少

F
’ 一

而

诱
一

〔v、一丁[:( 韵
“

鲁
十

+

嘿

)票〔半
+

鲁〕
’

,

争〕
( 5 )

其中 平 = 砰 + 。
。

方程 (5 )即为步进求和法求解球扁壳超临界大挠度变形的基本方程
,

这一方程不忽略所

谓的高阶小量项
,

就不会出现步数分到无限多才收敛的繁杂的运算过程
,

为 计 算 方 便
,

将

(5) 式无量纲化
,

引入记号
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,

如壳边缘弹性固定
,

则有无量纲形式的边界条件
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其中刀
,

为壳下底处沿边缘每单位长度内
,

转过单位转角所需的力矩 ; 口
2

为壳下底处沿边缘每

单位长度内
,

在半径
a 方向每伸长单位位移所需的力

.

壳边缘为铰支 时 刀
: = 。

,

口
2
二。

,

壳

边缘为固支时刀
,
= 刀

:
= co

。

如壳顶无孔
,

则尚有条件

比;
翻

, 一 。
一有限值

(1 1 )

以下根据方程 (5) 及边界条件(9)
,

(1 0)
,

(1 1) 对第 i步变形进行求解
.

设一半径为 R
,

厚度为 h
,

矢高为f
。 ,

下底平行圆半径为
a 的球形扁壳

,

其下底周边固

支
,

承受从凸面作用的法向荷载 q
,

因 f
。

/ 2a 很小
,

因此其中曲面方程可近似地取
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因每一步下的挠度是小挠度
,

取。 = f( a 一 : 2

/ 梦 )
2

为挠度函数
,

其中 f 为参数
,

边界条件所设的待定常数
,

将这函数无量纲化
,

得
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‘
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)
“

将 ( 1 4 )函数式代入边界条件( 9 )式
,

得
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再将 (19 )式代入边界(1 0) 式
,
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将月 ; 的表达式 (2 0) 代入(1 9 )式中
,

即得 d功勺 d p
.
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,
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,

前 f一 1 步的函数尹的和的一阶导数
,
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,
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简化 (2 8 ) 式
,

可列出每步荷载广 与浇
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如果令步长取很小甚至无限小
,
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Q 一 双之矿)“一“
: “:“一‘

sc0( 扣)
+ “

‘

:
。

以
一

约
十“。

(含cs)
十
斌八喊合.s)

便于与一级近式算式比较
,

将上式写为

B
3
雪s一B Z亡

。

雪
2
+ (B

,

乙告+ B
。

)乙== Q

其中

B
3
二 0

.

5几
。
二 1

.

9 6 + o
.

7 4 v ,

B : = 0
.

5久
3
一 1

.

5几
‘
二 4

.

9 6 + 2
.

2 4 v

n
, 。 -

⋯
_

J

0 1 6
刀 ‘

= 一 ” , = 乙
·

“‘一 工
·

J 4 v ,

。 。
二 感万币勺 } ( 3 3 )

如果取一级近似挠度表达式直接求解这一同样边界球扁壳的超临界变形问题
,

会得出同

样与 (32 )式的表达式
,

但各系数分别为

B 3
= 1

.

5 3 + 0
.

6 4 , ,

B : == 4
.

0 2 + 1
.

9 8v

B x = 2
.

4 + 1
.

3 2v ,

B 。=
1 6

3 ( i 一 拼
2

) } ( 3 3 )
产

显然
,

两组系数并不相同
,

如取泊松比拼二 0
.

3
,

由两种系数计算的 ( 3 2 )式对应的曲线如图 2

(雪
。二 5 0 )

.

以下举出算例说明步进求和计算收敛于二级近似结果
.

算例 圆板固支边均布荷载作用下大挠度变形间题
,

这一问题满足的方程



{Qr 义 10
‘ )

I6

l2

一一1一
~

一,

‘
。 二 5 0

价图 2

+ 工 中一竺
- -

一 卜
。

一

了咖
_

丫_ 鱼
.

丝丝
-

r a r r ‘

Zr \ d r / d r d r Z

d
Z功

d r Z

l d 田 1 2 d 功 F d“

产
一

丽 二 h厂 刁厂L d : 十 环了 (3 4 )

11r

+

dzudrz而drs

+

杏(
一

留)
2

}
+

去加
dr

如果设挠度位移函数为

/
月 r Z \

切 = 功。t l 一
一

几 一 l
、 U 一 /

其中 田 表挠度
, a 表圆板半径

,

将方程和位移函数无量纲化
,

用伽辽金变分方程求得一级近

似荷载与挠度关系式为
:

2
.

7 6 2乙
s
+ 5

.

8 6 2乙= Q

而以 乙为摄动参数
,

用摄动法求得二级近似荷载与挠度关系式为

3
.

1 9 8亡
3
+ 5

.

8 6 2亡二Q

如果采用步进求和计算
,

引用以下表示

U 二乙叭
,

附二兄叽
,

“二U 十帆

毋. 0

感一 1

、二才 + w ‘,

Q 二兄 g 。
,

口”Q + g ‘

因为 U
,

砰 和 u ,

叨 分别满足方程 (3 4 )
,

将
u ,

叨 代入方程后
,

得第 玄步下的方程为

!
了leeee-\

了Lr�r产一dd一‘

!
‘

l

, ee
盈

‘1

飒
一

dr佩dr
1 d u

咋 = 一 1
一

二赵
.

犷‘ Z r

_

d班
2 一 面

-

一
a r

d
Z留 ‘

d r “

d s切 。
.

l d
z 功 ‘ 1

一而
3
一 十下

一

刁产 一 7
1 2 d砰

= 护一
’

刁「

“,

d才
一

一

十 一
,

一
r 口r

(3 5 )

解dr加

十 一 少
‘

「
_

亘U
d r L d r

一

(嘿
一

)
“

〕
+

公
一

{:
。。·“r

�一r拜十
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用小挠度下的挠度表达式

I
. r 么 \2

阴‘== 功‘o t l 一 一二飞 一 ,
、 a 一 /

并分别求得

d 叨
:

/ 4r
.

4 r s \ d砰
一

d : = 叨 ‘。

、一石
乏一

十 r
一

少
,

d一

‘一 !

= E o ko

七一 0

4 r 8

十
-

a 4 )

d
Z功‘

d r Z

/ 4
== 功感。 ! 一

下 ,

\ Ia ~

.

1 2 r 2

十 几
‘

-

)
d

Z

研
d r Z

i一 1

= 乙 田 。。

今一 0

.

1 2 r 2

十
一

几诬一
a

. )

4r
一
梦4

一一

奋、、了Z‘飞、

将以上各式代入 (35 )中的第一式

l-1兄例
田

r...L拼
�

得卜

一
r一

d
Zu ‘

_

一

万一了 十
a r ~

1 d u ‘

r d r

材苗

一下 丁 =
/ 4 r

.

4r 3 \
2
1

跳
。

又一了
‘

十 一亩万夕」

一 ZW ‘。

艺
。 。。

(
介一 0

a 2

4 r s \l

十 一几 一里
a

.

/ 、

4
一 - , 妥- 十

a ~ 黔、“
.

/

4r

解此常微分方程
,

得出
u ‘的表达式

一 {[
一

(号
竺
)
一
代全旦磊产)一 (气黔)小

‘。
·

艺
, 。。

下
一 臼 . 0 产

.

B
十班r 十—r

利用边界条件确定上式中积分常数
,

如圆板固支
,

则有

(
。。

)
, . 0

= 0
,

(
u ‘

)
, 一 。

= 0

, _ 5 一 3拼
_ 二

招
_ .

。_
n

得 A 二兰 、

犷 断
。

·

y :功k0
,

B = 0
3a

‘ 一
’ “

粼
一

“
U, -

最后得出
“‘及 U 为

一「(旦袱 )
,一 (卜

2。)
子

一

+

(
一
”旦万坐)杀

一

(
~

r

气
些
)告〕

U 一

[(旦豁
些
)卜 (卜、令

+

(
一

煞丝)令
一

(导
一

)告〕

‘一 1

切 ‘。
·

兄 。, 。

奋一0

‘~ l 夕一 l

E 。 , 。
·

E 功, 。

J一0 毖一 0

(3 6 )

将 (3 6) 式中的
u ‘及 U 代入 (3 5) 中第 2 式

,

得出挠度方程为

_

兰「
d r L

1

r 釜(
·

票)]
一

监
+

碧
。。。

·

(戴
? 。。

)
“

·

!
一

清M ! · +

(
一

争M
3

+

众M
l

)
一

.

!
护,‘-,�

J +

(
一

杀M
。

+

奋M
3

)
r s

+

(
一

基M , +

杀M
。

)
r 7 +

奋M
? r 。

3 / 6 4 ,
.

19 2
.

1 9 2
。 .

6 4
。

\1
十

- 石厂I 一
一二 画一 r 一

十 - 二 ‘ r -

- 一下
.

了 r
‘

十—
、了 r

一
, l

乙 、 g ’ a . o 一 口 . ~
/ J

1 2
+

一

弓二
“一

阴 落。
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写 公 「 4
’

台
功, 。

台
, , 。

L一云
牙
M

l, +

(
一

乡M
3
+

纂M
l

)
: 3

+

(
一

杀M
。
+

二M
3

)
一 +

(
一

备M
:
+

众M
6

)
: 7

+

争M
, ·“

〕(3 7 )

式中 M
,
二

积分 (3 7 )式
,

5 + 2拼一 3# 2

3 a 2

并利用边界条件

M
3

一 1 8 + 2拼2

a 4 M
。

1 0 0 一 4拼

3 a . M
,
二
一 4 9 + 拼2

3 a 8

(切
‘
)

, . 。
一 。

,

(?
‘
)

, . 。

一
。 ,

(
一

留
‘

)
, _ 。

一 。

确定积分常数
,

最后得

q ‘a 4

~

后动 = 叨‘o 一 一

一阴 ‘。
.

(艺
。·。

)
’

·

l
-

一

诊 . U 一
香
M

! +

矗‘一
‘

M
3
+ ·“

M
l

’

1
十 二 蔺

J 乙

‘一
“’
M

。
+ “‘

M
3

) +晶

(
一

普
+

音
一

;音
+

一

豹]

1
L一 ““

皿
, 一 ““‘Y1 5 ) 十元

a ’

邢

12 昌 仁
一平脚 ‘o

扣 w , o

户 叨抢。

J . U 介. u

3一2
+

「 1
, , ,

.

1
, _ ‘ : ,

‘

L一了
“一

1y1l 十丽 气一 “
一

1Y1

3
+ 。2

M
I
) +鑫(一M

。+ 一M
3

)

1
, 。 , ,

. 。 . , 、 .

1
一而 气一“’

邢
,
一 “’l yl ‘) 一而

M
,

各式
,

最后整理得

。S
M

?

〕
代入M

, ,

M
s ,

M
。 ,

= 功公。一
1

h么

tD ‘。
·

(艺
? , 。

)
’

·

l
’

扮. 0
’

一

一 1 5 4 9一 5 0 0拼+ 3 65 拼
2

9 0 0

e一月性
叭一6

。, 。

E

_ _ .

F5 0 3 一 5 0 0拼+ 3 6 5拜2 1
功 七。

L-
-
一
一丽石

一

—
」

(3 8 )
f-1习,-0

功
1一尸

一

引入无量纲量

雪‘ =

并令步长取极小
,

令
,

。一剖嘴
一

)
‘

利用以下求和公式

= 乙
,

艺时‘Q

1
‘ ,

一石 ‘
一 ,

O
“

_ I J一 l

兄亡
‘

乙雪
,
兄 亡。=

0 夕一 l 介一 0

令护
伺艺.-Q

‘

E
O‘

兄
O

取 拼= 0
.

3
,

整理 (3 5) 式
,

得出

3
.

1 9 8雪3 + 5
.

8 6 2雪== Q (3 9 )

显然
,

这一结果与摄动法求得圆板大挠度变形的二级近似结果(拼= 。
.

3 )吻合
,

表明了步进求

和方法有很好的收敛性和相当好的精确度
.
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在球扁壳超临界变形的分析中
,

如取文献〔幻用摄动法给出的挠度二级近似式

研 = , :

(p )雪+ 川
。
(户)乙

s

其中 。 ;
(p )= (1一川 )

“ .

由它计算超临界变形
,

用一般能量法求得的即为一级近似 结 果
,

荷

载与挠度的关系为 (3 2) 式
,

但系数为(3 3丫
。

如再取

w 3

(。)一典士少
。
「
2 (2。一 1 9。)一喜(2 7 7 一 1 9 7。)。+ ; 。(1 1 一 9。)。

2

i O V L 奋

一‘, 一 ; ,
愕

。3 一 90 4 + 。
。

)」
当 拼二 0

.

3
,

其值大于零
.

也进行相同的能量法计算
.

因 护 以 上各项因式系数 很 小 可 以 略

去
,

就会得到与(32 )式相类似的荷载与度挠关系式
.

把它与一级近似结果迭加
,

得到的系数

比 (33 )
‘

要 大
,

曲线也会发生变化
,

这与本文的推求一致
。

只是因为这样推求过于复杂
,

以

至无法求出正确结果
.

在本文给出的(3 2 )式对应 (3 3 )系数的球扁壳超临界变形的荷载与挠度

关系式中
,

如令 互
。
= o

,

转化为圆板的大挠度变形荷载与挠度关系式
.

在本 文中
,

如 (3 2 )式

取 乌= 0
,

且 拼= 0
.

3
,

给出

3
.

1 9 8心3 + 5
.

8 6 2雪== Q

说明步进求和法结果 (32 )的合理性
。

值得指出的是
:

步进求和方法普遍适用于分析和求解大挠度变形的非线性微分方程组
,

特别对于一般能量法无法求出精确近似解的问题
,

更能看出此法的优越性
。
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