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摘要 :  研究具有几何非线性的轴向运动弦线的稳态横向振动及其稳定性# 轴向运动速度为常平

均速度与小简谐涨落的叠加# 应用 Hamilton原理导出了描述弦线横向振动的非线性偏微分方程

# 直接应用于多尺度方法求解该方程# 建立了避免出现长期项的可解性条件# 得到了近倍频共

振时非平凡稳态响应及其存在条件# 给出数值例子说明了平均轴向速度、轴向速度涨落的幅值和

频率的影响# 应用 Liapunov线性化稳定性理论, 导出倍频参数共振时平凡解和非平凡解的不稳定

条件# 给出数值算例说明相关参数对不稳定条件的影响# 

关  键  词:  轴向运动弦线;  横向振动;  几何非线性 ;  多尺度法;  稳态响应
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引   言

多种工程装置出现轴向运动弦线的横向振动# 这类系统已有大量研究[ 1]# 除个别例外,

这些研究都是针对轴向匀速运动弦线# Pakdemirli等研究了以随时间变化的速度轴向运动弦

线的横向运动# 他们应用 Floquet理论结合 Galerkin截断
[2, 3]
和多尺度法

[4]
研究了横向振动

的稳定性# Ozkaya和 Pakdenirli用 Lie群方法求解轴向变速弦线的振动问题
[5]# 但这些工作

仅考虑了线性振动# 

本文建立了描述轴向变速弦线非线性振动的偏微分方程# 将多尺度法[4, 6~ 10]应用于分析

该方程# 导出了可建立动态响应幅值和相角满足常微分方程的可解性条件# 得到了倍频参数

共振非平凡响应解及存在条件的显式# 给出了倍频参数共振稳态响应和存在条件的数值结果# 

应用 Liapunov线性化稳定性建立了平凡解、第一和第二非平凡解的不稳定条件# 通过数值算

例表明平均运动速度、速度变化的幅值和频率对不稳定条件的影响# 
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1  运 动方 程

研究密度为 Q、横截面积为 A、张力为 P 0、轴向运动速度为时间 t 的已知函数 c( t ) 的均匀

弹性轴向运动弦线# 仅考虑 y 方向的横向振动# 弦线在距离为 l 的小孔固定运动# 将应用

Hamilton原理建立系统运动方程# 

弦线的势能为

  EP = Q
l

0
P 0EL +

1
2
E 0AE

2
L dx , (1)

其中 EL( x , t ) 表示轴向Lagrange应变分量, E 0为弹性模量, 式(1) 积分中第一项由张力引起,第

二项由轴向变形引起# 应变与横向位移 V( x , t ) 的关系是

  EL =
1
2

5 V
5x

2

, (2)

系统动能为

  EK =
QA
2Q

l

0

5 V
5t + c

5 V
5x

2

+ c
2 dx# (3)

根据 Hamilton原理

  DQ
t
2

t
1

( EK - EP)dt = 0, (4)

式(2)代入式(1),然后将式(1)和(3)代入式(4),得到

  DQ
t
2

t
1
Q

l

0

QA
2

5 V
5 t

2

+ 2c
5V
5t

5 V
5x + c

2 5 V
5x

2

+ c
2
-

    1
2
P0

5 V
5x

2

+
1
8
E0A

5 V
5x

4

dxdt = 0# (5)

进行分部积分并令积分号中项为零,得到

  Q
52
V

5 t 2 + 2Qc
52

V
5t5x + Qc2

-
P 0

A
52
V

5x 2 + Q
d c
dt

5 V
5t =

    
3E0

2
5 V
5x

2 52
V

5x 2, (6)

式(6)为横向非线性振动的方程# 

在下列研究中, 设轴向运动速度为常平均速度与小简谐涨落的叠加

  c( t ) = c0+ c1cos 8t , (7)

将式(7)代入式(6) ,并将所得结果变换为无量纲形式,得到

  52
v

5S2+ 2( C0+ C1cosXS)
52
v

5S5N+ C
2
0+

C2
1

2 + 2C0C1cosXS+
C2

1

2 cos2XS- 1
52
v

5N2 -

    XC1sinXS
5v
5N=

3E
2

5v
5N

2 52
v

5N2, (8)

其中

  
v =

V
l
, N=

x
l
, S = t

P 0

QAl 2

1/ 2

, X = 8
QAl

2

P 0

1/ 2

,

E =
E0A

P0
, C0 = c0

QA
P0

1/ 2

, C1 = c1
QA
P 0

1/ 2

# 
(9)
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2  多尺度分析

引入下列质量、陀螺和刚度算子

  M = I , G = 2C0
5
5N, K = ( C2

0- 1)
52

5N2, (10)

其中算子 M 和K 在亚临界轴向速度下为对称正定,表示 Coriol is加速度分量算子 G 为反对称# 

采用小无量纲参数 E为记帐符号,将式(8)改写为带弱非线性项和参数激励项的连续陀螺系统

  M
52
v

5S2 + G
5v
5S+ Kv = E

3E
2

5v
5N

2 52
v

5N2-

    
DC

2
0

2
( D+ 4cosXS+ Dcos2XS)

52
v

5N2- 2DC0cosXS
52
v

5S5N+ XDC0sinXS
5v
5N , (11)

其中 D= C1/ C0# 

多尺度方法将直接应用于式(11)# 所求的一阶一致近似具有形式

  v( N, S, E) = v0( N, T 0, T 1) + Ev 1( N, T 0, T 1) + ,, (12)

其中快尺度 T 0 = S刻画接近 X或 Xk(相应未受摄动线性系统的一个固有频率) , 慢尺度 T 1 =

ES刻画由于非线性和可能的共振导致的幅值和相位调制# 将式(12)和下列关系式

  5
5S =

5
5T 0

+ E
5

5T 1
+ , (13)

代入式(11),应用链求导规则并令 E的同次幂相等,得到

  M
52
v0

5T 2
0
+ G

5v0

5T 0
+ Kv0 = 0, (14)

  M
52
v1

5T 2
0
+ G

5v1

5T 0
+ Kv1 = - 2M

52
v0

5T 05T 1
- G

5v0

5T 1
+

    3E
2

5v0

5N

2 52
v0

5N2 - 2DC0cosXT 0
52
v0

5T 05N-

    
DC2

0

2
( D+ 4cosXT 0+ Dcos2XT 0)

52
v0

5N2 + XDC0sin XT 0
5v 0

5N# (15)

方程(14)的解由Wickert和Mote[10]给出

  v0 = 6
m= 0, ? 1, ,

<k( N) Am( T 1) eiX
m
T

0 + <
-

k ( N)�Am( T 1) e- iX
m
T

0 , (16)

其中的上短横表示共轭复数, 第 m 阶固有频率和位移场的第m 阶本征函数分别为

  Xm = mP(1 - C
2
) , <m( N) = 2sin( mPN) e

imPCN
, (17)

它们满足

  3<m , M<m4 = 1, 3<m , G<m4= 2imPC
2
, (18)

其中的内积定义为

  3<i , <j4 = Q
l

0
<
-

i<jdN# (19)

若涨落频率接近于系统某固有频率的 2倍,可能出现倍频参数共振# 引入解谐参数 L量

化 X与 2Xm 的偏离而将 X表示为

  X = 2Xm + EL# (20)

为研究倍频参数共振,式(16)可写作

  v0 = <m( N) Am( T 1) eiX
m
T

0+ cc, (21)
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在本文中, cc表示方程右端前面所有项的共轭复数# 

将式(20)和(21)代入式(15),并将三角函数表示为指数形式, 得到

  M
52
v1

5T 2
0
+ G

5v1

5T 0
+ Kv1 = NST + - 2iXmA

c
mM<m -

    A
c
mG<m + 3EM 2mAm | Am |

2
-

1
2
C2

0D
2
Am<

d
m +

    (1+ i) Xm +
1
2
L <c

m - C0 <
d
m DC0�AmeiLt

1 e2iX
m
T

0+ c. c. , (22)

其中

  M 2m =
1
2

5 <m
5N

2 52<
-

m

5N2 +
5 <m
5N

5 <
-

m

5N
52<m
5N2 , (23)

而 NST 表示不会产生长期项的各项# 仅当可解性条件成立时,方程(22)有有界解# 可解性条

件要求式(22)右端各项与相应齐次问题的解正交# 为避免无界解,可解性条件为

  - 2iXmA
c
m3M<m , <m4- A

c
m3G<m , <m4+ 3EAm | Am |

23M2m , <m4-

    1
2 C

2
0D

2
Am3<d

m , <m4+ (1 + i) Xm +
1
2 L 3<c

m , <m4-

    C03<d
m , <m4 DC0�AmeiLt

1 = 0# (24)

利用式(17)给出的固有频率和本征函数,计算式(24)中的内积,得到

  
3M2m , <m4= -

1
4
P4
m

4
(3 + 2C2

0+ 3C4
0) ,3<

-
c
m , <m4 = 0,

3<d
m , <m4 = - m

2P2
(1 + C2

0) , 3<
-

d
m , <m4 =

imP
2C0

(1 - e- 2iC
0
mP
)# 

(25)

式(18)和(25)代入式(24)导出可解性条件

  A
c
m - 3iC1m

3
EAm | Am |

2
+ iC2mAm -

    
DC0

4
1 - cos( 2C0mP) + i sin(2C0mP) �AmeiLt

1 = 0, (26)

其中

  C1 =
1
8
P3
(3+ 2C2

0+ 3C4
0) , C2 =

1
4
C2

0D
2P(1+ C2

0)# (27)

显然,式(26)具有平凡解 Am = 0# 将非平凡解表示为极坐标形式

  Am = Ame
iB
m , (28)

其中 Am和 Bm 分别表示响应的幅值和相角# 式(28)代入式(26)并在所得到式子中分离实部和

虚部,导出

  Ac
m =

DC0Am
4

cosH 1- cos(2C0mP) - sinHsin( 2C0mP) , (29)

  Hc
m = L- 3C1Em

3A2
m + C2m -

    
DC0

4
sinH 1- cos(2C0mP) + cosHsin(2C0mP) , (30)

其中

  Hm = LT 1- Bm# (31)

3  稳态响应

对于稳态响应,式(29)和(30)中的幅值 Am和新相角Hm应为常数# 在式(29) 和(30) 中分
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别令 Ac
m = 0和 Hc

m = 0, 得到

  
DC0Am

4
cosH 1 - cos(2C0mP) - sinHsin(2C0mP) = 0, (32)

  L- 3C1Em
3A2

m + C 2m -

    
DC0

4
sinH 1- cos(2C0mP) + cosHsin(2C0mP) = 0# (33)

从式(32)和(33)消去 Hm , 导出

  A4
m - k1A

2
m + k0 = 0, (34)

其中

  k1 =
( L+ 2C 2m)

3C1Em
3 , k 0 =

( L+ 2C2m)
2
- D

2
C

2
0 1 - cos(2C0mP)

72C2
1E

2
m

6 # (35)

显然,式(29)在原点有奇异点平凡零解# 此外, 可能存在非平凡周期解, 其幅值由方程

(32)和(33), 亦即方程(34)确定,即

  A2
m =

( L+ 2C2m)
2 ? DC | sin( C0mP) |

6C1Eem
3 , (36)

式(36)表示倍频参数共振稳态响应的幅值# 

由式(36)可知,非平凡稳态解存在的条件为

  ( L+ 2C 2m) ? DC| sin( C0mP) | > 0, (37)

它给出了在参数空间倍频参数共振的存在边界# 

由式(36)可以确定平均轴向运动速度、速度变化的幅值和频率对稳态响应幅值的影响# 

在下列算例中, 取 m = 1和 E = 400# 

在分别将无量纲化的平均轴向运动速度固定为 C0= 0. 2和 C0 = 0. 9时,稳态响应的幅值

和存在边界随无量纲化的速度变化幅值 C和解谐参数L的变化如图1和图 2所示# 响应幅值

随 D和 L的增加而增大# 无量纲化的平均轴向速度显著影响存在边界# 

( a) 第一非平凡解           ( b) 第二非平凡解

图1  给定 C0 = 0. 2 时响应幅值随 D和L的变化

在分别将无量纲化的速度变化幅值固定为D0 = 0. 1和 D0 = 0. 9时,稳态响应的幅值和存

在边界随无量纲化的平均轴向运动速度 C和解谐参数L的变化如图3和图 4所示# 平均轴向

速度不仅影响非平凡稳态响应的幅值, 而且影响其存在区域,特别是在图4中# 响应的幅值随

L的增加和 C0 的减少而增大# 
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( a) 第一非平凡解           ( b) 第二非平凡解

图2  给定 C0 = 0. 9 时响应幅值随 D和L的变化

( a) 第一非平凡解           ( b) 第二非平凡解

图 3 给定 D= 0. 1时响应幅值随 C0 和 L的变化

( a) 第一非平凡解           ( b) 第二非平凡解

图 4 给定 D= 0. 9时响应幅值随 C0 和 L的变化

在上述情形, L显著影响稳态响应的幅值和存在边界# 在严格倍频共振的情形( L= 0) ,

稳态响应的幅值和存在边界随无量纲化速度变化幅值 D和平均速度C0的变化如图5示# 响应

幅值随 D和 C0增加而增大# 第二非平凡解仅在 D和 C0 较大时存在# 
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( a) 第一非平凡解           ( b) 第二非平凡解

图 5 严格倍频参数共振的响应幅值随 C0和 D的变化

4  稳定性分析

先讨论平凡解的稳定性# 将式(26)中的非线性项略去,得到

  A
c
m - iC 2mAm -

DC0

4
1 - cos( 2C0mP) + i sin(2C0mP) �AmeiLT

1 = 0# (38)

为将式(38)变换为常系数方程,引入变换

  Am = ( a r + ia i ) eBT 1
+ ( iLT

1
/ 2)

, (39)

式(39)代入式(38)并在所得方程中分离实部和虚部,得到

  
2B-

DC0

2
1- cos(2C0mP) ar - L+ 2C2m+

DC0

2 sin(2C0mP) ai = 0,

L+ 2C2m -
DC0

2
sin(2C0mP) a r + 2B+

DC0

2
1- cos(2C0mP) ai = 0# 

(40)

受扰动的平凡解为非平凡解, 故式(41)的系数行列式为零,即

  4B2
-
D2 C2

0

2
1 - cos(2C0mP) + ( L+ 2C2m)

2
= 0, (41)

若条件

  
D

2
C

2
0

8
1- cos(2C0mP) -

( L+ 2C2m)
2

4
> 0 (42)

成立时 B有正实部# 由式(39)知,在此条件下式(38)的零解不稳定# Liapunov线性化稳定性

表明原非线性系统的不稳定性与相应线性系统相同# 故当

  -
P
2
C2

0D
2
(1+ C2

0)m - DC0 | sin( C0mP) | < L <

    -
P
2 C

2
0D

2
(1+ C

2
0)m + DC0 | sin( C0mP) | (43)

时,倍频参数共振的平凡解不稳定# 

m = 1和 m= 2时的倍频参数共振平凡解的不稳定区域分别如图6( a)中区域1和图 6(b)

中的区域 1、2所示# 

再讨论非平凡解的稳定性# 线性化式(29)和(30),可以得到线性方程

  
Ac
m

Hc
= A

Am

H
, (44)
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( a) m = 1            (b) m = 2

图 6  平凡解的不稳定区域

其中矩阵 A是在由式(32) 和( 33) 确定的不动点( Am1, 2, H1, 2) 计算的 Jacobi矩阵

  A =
0 - Am1, 2

1
2
L- 3C1Eem

3A2
m1, 2+ C2m

- 12C 1Eem
3Am1, 2 0

# (45)

根据 Liapunov线性化稳定性理论,非平凡解的稳定性由矩阵 A 的本征值确定 # 如果本征值

具有负实部, 则稳态解稳定# 而至少有一个本征值实部为正,则稳态解不稳定# 矩阵 A的特

征方程为

  K2
+ a2 = 0, (46)

其中

  a2 = 6C1Eem
3A2

m1, 2(6C1Eem
3A2

m1, 2- L- 2C2m)# (47)

将式(36)和式(27)代入式(47) ,得到

  a2 = ? DC0( L+ 2C2m) | sin( C0mP) | + D2C2
0sin2

( C0mP) , (48)

故当

  L< -
P
2
C2

0D
2
(1 + C2

0) m - DC0 | sin( C0mP) | (49)

时,对于第一非平凡解有 a2 < 0# 特征方程(46) 有一个具有正实部的根, 线性化方程(44) 不

稳定# 故此时第一非平凡解不稳定# m = 1和 m = 2时的倍频参数共振第一非平凡解的不

稳定区域分别如图 7(a)和图 7( b)中的区域1所示# 当

  L> -
P
2
C2

0D
2
(1 + C2

0) m + DC0 | sin( C0mP) | (50)

时,对于第一非平凡解 a2 < 0# 特征方程(46) 有一个具有正实部的根,线性化方程(44) 不稳

定# 故此时第二非平凡解不稳定# m = 1和 m = 2时的倍频参数共振第二非平凡解的不稳

定区域分别如图 8( a)和图8( b)中的区域 1所示# 

5  结   论

本文研究了轴向加速弦线的横向非线性振动# 基于 Hamilton 原理建立了描述弦线横向

振动的非线性偏微分方程(6)# 将多尺度法直接应用于该偏微分方程# 由可解性条件( 26)导

出一组确定动态响应幅值和相角的常微分方程(29)和(30), 得到了倍频参数共振非平凡响应的
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( a) m = 1            (b) m = 2

图 7 第一非平凡解的不稳定区域

( a) m = 1            (b) m = 2

图 8 第二非平凡解的不稳定区域

幅值(36)和存在条件(37)# 用数值方法说明了相关参数对倍频响应稳态响应和存在条件的影

响# 应用线性化稳定性分析, 建立了平凡解、第一非平凡解和第二非平凡解的不稳定条件

(43)、(49)和(50)# 用数值算例说明了相关参数对不稳定条件的影响# 
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Abstract: The steady_state transverse vibration of an axially moving string with geometric nonlinearity

was investigated. The transport speed was assumed to be a constant mean speed with small harmonic

variations. The nonlinear partial_differential equation that governs the transverse vibration of the string

was derived by use of the Hamilton principle. The method of multiple scales was applied directly to

the equation. The solvability condition of eliminating the secular terms was established. Closed form

solutions for the amplitude and the existence conditions of nontrivial steady_state response of the two_

to_one parametric resonance were obtained. Some numerical examples showing effects of the mean

transport speed, the amplitude and the frequency of speed variation were presented. The Liapunov

linearized stability theory was employed to derive the instability conditions of the trivial solution and

the nontrivial solutions for the two_to_one parametric resonance. Some numerical examples highlight-

ing influences of the related parameters on the instability conditions were presented.

Key words: axially moving string; transverse vibration; geometric nonlinearity; method of multiple

scale; steady_state response
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