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摘 要

有关用广义坐标表示的非完整系统的碰撞方程组
,

在一般分析力学著作中已有详细的叙述
,

但在这些方程中
,

都包含有待定乘子
,

这些未知量的出现使问题变得复杂
.

木文通过适当的数学处理
,

推出了用广义坐标表示的
、

不含待定乘子的非完整系统的碰撞方

程组
,

简化了问题
.

由于运用了 各函数以及矩阵表示
,

因而使推导与结论更简洁明撩
.

一
、

引 言

当系统的运动状态用广义坐标
: q , ,

⋯
,

q ,

描 写 时
,

可以从拉格朗日方程推出该完整系

统的碰撞方程组
【” :

△户‘= Q
‘

(i = l
,

⋯
, n

)

其中P
,
为广义动量

,

Q ‘为广义冲量
.

如在系统上加有非完整约束
a , 。+ a , ,

4 : +
‘

二 + a ,
,

寸
。
= 0 (刀= 1

,

⋯
, ”

) (1
.

1 )

也可推出该非完整系统的碰撞方程组
‘2 , “’:

△户‘= O
‘+ 习

a 百
a , ‘ (‘== i

,

⋯
,
。)

夕一 1

其中a 各为待定乘子
.

这些内容在一般著作
〔“’【“’中皆有叙述

.

但是
,

由于在碰撞方程组中
,

出

现了
s
个待定乘子

:

叮
,

⋯
,

叮
,

因此
,

要解具有非完整约束的碰撞问题
,

必须将 n
个碰撞方

程和
s
个非完整约束方程联立起来

,

才能解出q , ,

⋯
,

q
, ,

a f
,

⋯
,

a ‘等
。十 s

个未知量
。

这就使

问题变得更复杂了
。

为了简化问题
,

作者提出
,

从消去了待定乘子的马基方程
‘“’出发

,

它的形式为
:

令丝了
a T

拭 d ‘\ a如

其中q
,
为广义速度

:

。 么 a T
七 ‘, 一台

”q ‘ C
‘, = E Q ‘C‘,

(j= 1
,

⋯
, n

) (1
.

2 )

寸
l ,

⋯
,

4
。

和新的独立广义速度
: u , ,

⋯
,

ul
,

之间的变换系数
:

...,vi
= 兄 C。, u , + C‘。

解

汪家诛推荐
.
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其中 I= n 一 :
为非完整系统的自由度数

,

经过适当的推导
,

就能得出非完整系 统 的 碰 撞 方

程
,

其中不含待定乘子
.

这样
,

就使问题得到简化
.

二
、

取 q
, ,

⋯
,

q
,

为独立广义速度时
,

ci j的值

考虑加有 s个约束 (x
.

z )的非完整 系统
,

其中 a , 。
, a , , ,

⋯

函数
。

设作用于系统上的主动力不具有势函数
。

为了清楚起见
,

以下用矩阵表示来叙述
.

由于系统中加有
s
个约束(1

.

1)
,

因此。
个广义速度寸

, ,

⋯

独立的
,

现在取前l个广义速度睡
, ,

⋯
,

4 ‘为独立变量
,

记为

{4
1

}= [续: ⋯ 4 : ] T

后 s
个不独立的广义速度

:

寸: 十 : ,

⋯
,

么记为

{4 2 }= 〔睡: 十 ,

⋯ 泛
二

〕T

于是
,

方程组 (1
.

1) 写成矩阵形式为

{A
。

}+ [ A
,

]{寸: } + 〔A
Z

〕{寸2 }= 0

其中

{A
。

}= 〔a
; 。

⋯ a s。

〕T

为一列矢
,

, a ,
,

为
: q : ,

⋯
,

g
,

以及时间 : 的

,

续
。

中只有l= n 一 s
个广义 速度是

(2
.

1 )

口1 1
’

二 口 l忍

[ A
,

〕== l (2
.

1

口5 1
.

” U , z1
为 s x l矩阵

,

Q 一 z + z
’

二 口1 ”

(2
.

1 )
“

a a z + l
‘

二 O : 介 {
一

!!
�

一�
一J.

2A厂
L

因为n 一 l= s ,

所以〔A : 〕是 s x s方阵
。

方程组 ( 1
.

2 )写成矩阵表示式为

{器}
, 〔e 〕一

{器}
’〔C〕+ ‘Q‘’〔C〕

( 2
.

2 )

其中

J

一击aTaql丁卫兰
t d r
卫丝飞

d r J

d尸 aT d aT
-

硕
一 ”

’

而 而石
一

_

{Q }= 〔Q , ⋯ Q

均为一列矢
。

由 ( 2
.

1) 解出{续2 }为

a T
-

aq 。 _

。

〕T

一一

、L
�

J
�

T�qa�a
一

r,、.、

{寸
2

}= 一 [ A Z ]
一 ‘{姓

。

}一 [ A Z〕
一 ‘[ A

,

〕{续; }

将仿
:
}和 ( 2

.

3 )式合并
,

可以写成

( 2
.

3 )

l{:;}〕
一

〔
一〔

又a0-{
、, 。;

」
+

l
一〔

义二几
, :〕

」
、、

·

,

( 2
.

4 )
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其中蔺叶是由l个零元素组成的列矢量
,

〔门为l x l单位矩阵
.

(2
.

4) 式再可写成

{寸}二 {C
。

} + [ C j{寸
,

}

其中

(2
.

5 )

‘。卜〔{:;{}
,

‘C
。

, 一

〔
一〔

又华:
{ ,

。

,

}
分别都是 由 n

个 元素组成的一列矢
,

lee
一

�IJ

〔I 〕

一〔A
Z
j
一 ’〔A

, ( 2
.

6 )

一t
.

ee
J

一一
一IJC一.L

是 n x l矩阵
.

这样我们利用 ( 2
.

1) 式求出了{必以仿
,

}为变量的表示式 ( 2
.

5)
,

即找出了
。
个广义速度

:

睡
、,

⋯
,

4
,

和l个独立变量
: 4 : ,

⋯
,

4 :之间的变换关系
,

其变换系数〔C〕由( 2
.

6) 式给出
.

三
、

有冲力作用时非完整系统的运动方程

考虑由N 个质点组成的质点系
,

在其上作用了 m 个完整约束
,

还作用 了
:
个非完整约束

( 1
.

1 )
.

系统的广义坐标个数为
, = 3 N 一 m

,

记为 q ; ,

⋯
,

g 。 ,

由于约束 ( 1
.

]
_

) 的存在
, n
个广

义速度寸, ,

⋯
,

叭必须满足 ( 1
.

1) 式
.

已知在t至 t + r 。的碰撞时间间隔中
,

作用在质点系上第拼

个质点的冲力为 F ,

(月= 1
,

⋯
,

N )
,

则系统的广义力
〔4 ’为

Q ‘= 乙
a产

,

aq ‘
户

;

(‘= i
,

⋯
, ,

) ( 3
.

1 )

以 (3
.

1) 式代入 ( 2
.

2) 式
,

再将其两边同乘以d : ,

得到

碟 }
’。c扮一

{芸
一

}nc ]dr + ‘Q , , 〔C〕*

上式在碰撞时间间隔
: 。上求积分

,

再取 : 。。O时的极限值
,

得到
:

瓤
十 ‘。

{
一

势
r〔C〕击一

汀
“

。

{瓢
「C〕击 +

澎
十 了。

‘Q ,二扮 ‘3 一 ,

上式中
,

三个积分都是含 l个元素的一行矢
.

由矩阵方程 ( 3
.

2) 可以得到代数方程
:

.

云,-l
t + r 。 t 十 r o

lim
丁O今D

! 石势
一

仇击愁绍 给
一

c.j 击+rt晰
云+ 丁。 ”

乙 Q ‘C ‘, 己:

( 3
.

2 )

...,I)将」二式中的三个积分依次分别以 I , ,

1 2 ,

几表示
.

考察 ( 3
.

2 )
尹

式中的各项
,

因为

么 aT 。

台瓦
一

“
,

是有界量 (注
:

以下我们把有限量都称为有界量 )
.

所以 1 2
二 0

,

即 ( 3
.

2 )
声

式中右边的第一项

为零
。

再考虑 ( 3
.

2 )
尸

式右边的第二项
,

其中矩阵〔C〕的各个元素C ‘j都是广义坐标 q , ,

⋯
,

q :

以

及时间 : 的有界函数
,

而矩阵道Q } 的元素为
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O , = 兄

其中户
,

为冲力
,

它具有如下二个性质
:

1
.

当: 。” o
,

即t十 : 。, t 时
,

F
;

(动、00
.

2
·

之瑰{:
‘ 了。

户
声
d一‘

, ·

这里了
,

为力户
,

的碰撞冲量
.

由此可知
,

户
,

是一个和占函数
〔5 ,
有关的力学量

,

可用占函数表示

为

户
,

(
:
)二寸

,
6(

: 一 * )

其中寸
,

为有界量
.

于是自(3
.

1 )可知
,

广义力Q
‘可以表示为

O ‘= 乙
声 . 几狱

·

粉(
‘一 ‘’

其中(a户
,

/a q ‘)
·

宫
,

是广义坐标 q ; ,

⋯
,

q 。 ,

时间 : 以及寸
, 的有界函数

,

(3
.

2 )
‘

式中积分I: 的被

积函 数为

系
。, C ‘, 一

石三夕
二
箭

c ‘,“一
‘’

其中

是 q : ,

⋯
,

q , ,

E 乙考
,

·

‘一 I 户一 l
豁

C‘,

: 以及寸
: ,

⋯
,

夕
二

的有界函数
,

由占函数的性质“
,可知几为

,
3
一

赎如
,

一 t 一 l 产 . 1
a q ‘

: . 。
一

〔会
Q

‘C‘,

]
,

一, ...J

礴JC产ee‘

P才
.

确r
�

qaa其中 O ‘= 乙寸
,

称为广义冲量
。

最后再考察 (3
.

2 )
尹

式的积分1
1 ,

函数dP
‘

/ d :
在

: 二 t时
,

也具有以下两个性质

;、m
一

噢
= oo

, 一 ) 心 口 T

2
.

lim

勺今0

尸+ r o

dP
‘ J

一“
l 刁二

一“ 不
一凸尹‘

J 心 U ‘

么P‘为碰撞后广义动量P‘的增量
,

所 以d P,
/ d T可以用6函数表示为

留
一△p ‘“‘一

‘’

于是 I , 的被积函数可以表示为

岔
C ‘, 一

会
A , ‘C ‘, “‘一

‘,
,

习f-1

由d函数的性质“’
,

可将 ( 3
.

2 ) 产左边的一项积分后
,

改写如下
:
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.
了

�lesesJ

CAP
·

乙f-1r...L

一一
了
二

于是 由( 3
.

2 )
声

式推导出表示式

简记为

(鑫、
‘C ‘,

)
,

一 (鑫
Q‘C‘,

)
, 一 ,

习 △夕‘C‘, = 乙口
‘C‘,

( j= i
,

⋯
,

l)

或者以矩阵表示为

{△P }, 〔C〕= {Q }少〔C ] ( 3
.

3 )

其中

{△尸}二〔△P
,

⋯ △P
”

已
〕,

是一列矢
.

( 3
.

3 )式中的矩阵{△尸卜
,

〔C ] 以及{Q }都是广义坐标 9 1 ,

( 3
.

3 )
‘

⋯
,

q ,

和时间 t 的函数
。

( 3
.

3 ) 式就是非完整系统具有冲力作用时的运动方程
,

它是包含了 l个方程的 方 程 组
.

( 3
.

3 )式和 ( 1
.

1) 式联立
,

共l+ ; == n
个方程

,

可以求解 n
个广义 坐标

: q , ,

⋯
,

q 。 .

它比用待定

乘子法减少了
￡
个方程

。

这就使问题得到了简化
.

因为 ( 1
.

1) 式中各项系数都是 q
,

t 的连续函数
,

在碰撞中
,

q
,

t 又
一

可看成是不变的
,

因

此 ( 1
.

1) 式中的系数在碰撞前后是不变的
.

碰撞后的广义速度为
:

续
1

+ △续: ,

⋯
,

寸
。

+ △4
, ,

于

是在碰撞后 ( 1
.

1) 式变为
a , 。+ a , 1

(4
;
+ △续

;

) + ⋯ + a ,
。

(续
。

+ △这
。

) = o ( 2
.

1 )
产

( 1
.

1 )
尹

式和 ( 1
.

1) 式相减
,

得到

a , 工么泛
1
+ ⋯ + a , 。△4

。
= o (口= 1

,

⋯
, s

) (1
.

1 )
“

( 3
.

3 )式和 ( 1
.

1 )
“

式联立
,

共l十 s = n
个方程

.

从理论上讲
,

它们和 ( 3
.

3 )式
,

( 1
.

1) 式组成的

联立方程组是完全一样的
,

也可以用来求解有冲力作用时的非完整系统的碰撞问题
。

但在解

题时
,

取 ( 3
.

3 )式和 ( 1
.

1 )
“

式联立
,

运算较简单些
.

例 质量为。半径为
: 的两个完全相同的均质轮 A 与B,

以长为 21 质量为 M 的均质轴通过轴承相连接置于地 面上
,

此时切= 二/ 4
,

轴A B 的角速度为。
,

轮A 的角速度为零
,

其俯

视图如图 2 所示
.

设轮子与地面间有足够的摩擦阻力阻止其

相对滑动
.

今有一大小为 S 的 冲力沿过轴的水平面垂 直 地

作用于轴 C上 (如图所示 )求碰撞后系统的运动
.

设 M = 毯

l= r 。 ,

0

解 取A B 中点C的坐标% 。 ,

g 。 ; A B 与二轴的交角 切以及

A
,

B 两轮的转角0 , 与0 ,
为广义坐标

.

由过
,

B 轮与地面的接触点的速度等于零可以求得加在系统上的三个独立的非完整约束

方程
:

穷。 + ls in 甲沪+ r s in 甲0 , = o (
a

)
尹

夕
。一le o s甲沪一 r e o s甲0 , = o ( b )

尹

分。 + r s i 。甲 o a一 ls in 甲沪= o (
e

)
产
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由(
a
)
尹 ,

(b )
产

孙

(
e
)
‘ ,

可以计算出〔A
,〕

,

[ A : ]

右 烈
一

一一一
-

一
-

.

-

一
0 Isin 沪 r

1 一 le o s p 一 r

0 一Is in 甲

s , n 必
1

;
os
勺

r.
..esL

一一
气J

2
A一.‘户

�.

l
.
.

..J

0 0

1 r s in 甲

厂.l
...L

一一
�JA一.‘

则〔月: 〕
一 ‘
为

:

[ A : 〕
一 1二

1

一 r lsi n Z甲 {
一 Ir s i n 甲e o s甲

0

一ls in 中

一 r ls in “价

0

0

r s i n 甲

一 ls in 甲〕

{
一 lr e o s甲

一 [ A Z」
一 ’〔A ,〕二

1
r ls in 甲

一 2 1

0

r 含s i n 中

一 r ls in 甲}
由 ( 2

.

6 ) 式可得

l

l
eeleelseseJ

�

0
11�11�1占,儿

一

0

一 e o t甲

[ C」二 1
s i n 甲 ;

,工�廿f.

2 1
一—

。 一

- 1
r S ln 甲

一 1

了万

2了万
r

广义冲量为

S s i n 中

0

一S e o s少

0

0

S /了 2

0

一S /了百

0

0

...r..‘.........

一一
、r,Q‘

�
七

由已知条件可知
,

轴A B及轮 A 的角速度分别为
:
沪
。
= 。

,

人= 0
.

由 (
a

)
产 ,

(b ) , ,

(c)
产

可以算得C点的初速度及轮B的角速度分别为

* 。。

一愧
之,。

,

,
·。

一愧乡
‘。

,

‘
·。一 2。

系统的动能为

介音M( “。十”:卜 抓音M1
2

)
,
“

十雪
。 (吩 + 心 )

十

如‘喻十喻卜音(音mr
Z

)‘;
+

抓告mr 恤
十

一

奋(
一

:mr 汾
x Z

一;
一

‘2m 十M) ‘, ‘十”:卜 (枷
十阴‘

2
十

一

番
m

争
2

十

奇
。; 2

‘; *

宁
m , 2

‘;
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取广义坐标
: q , = x 。

,

q : 二夕, ,

q 3
二 g 。

,

q ‘= 甲
,

a。二 0 , 分别将 (分
。一穷。。)

,

(0
, 一SB

。

)
,

(夕
。一

夕
c 。

)
,

(沪一沪
。
)

,

(口
, 一 0‘ 。)简写为△穷

c ,

△日a
,

△夕
。 ,

△沪
,

△0 , ,

由 (3
.

3 )
尸

可以计算出 {△P }

(Zm + M )△穷
。

1
, : 式

丁阴
r 一
。口B

/才吸、

r

⋯
.l......esL

笼△尸} =
(Zm + M )A夕

。

, , , 。 .

_ , 。 .

1
J以 咨

.

十 Z m ‘
“

十 下 m r
乙

1
, ‘ 月

二 刀3r 一

凸口 月

艺

3 m △分口

合
邢·“△‘

·

3。△夕
。

2要
m r “△价

D

告
m ·“△‘

·

将 {△尸}
,

〔C〕
,

{O }代入(3
.

3) 式可求得碰撞方程
.

一

!
...扭eel.lseweseL钾||

l
S /了 1

一 1

了
一

2
r

一 S /了万

,l

v
101一

琴
m r Z△,

孟
m , 2

△。
, 2了厄

r

一 1

丫万
r

2了万

r
一 l

一

r.........l...‘.全、.........
百.....

即为

‘了、万、.J少‘

de
‘

了.、了.、3△穷。一 3△夕
。 +

1 7了

6

2 ; △, 一、 。 : △。
, 一

个
,

, , .

A S B △沪一AO, 二 0
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T he E qu a tio n s o f Mo tio n fo r a N o nho lo n o m ie Syste m

u n de r the A c tio n o f业Im pulsiv e Fo rc e s

S u n Yo u 一lie

(S ha n夕ha i U 。‘。e o i才9 o f T e e h o o lo圳
,

S ha n夕ha‘)

Abstra et

T h e e q u a t io n s o f i扭p a e t fo r a n o n h o lo n o m ie s y s te rn de se r ib e d w ith g e n e r a liz e d

e o o r d i n a te s h a v e b e e n dis e u ss e d in d e ta il in th e g e n er a l r e fer e n e es o f e la ss ie a l dy n a m ies
,

B u t t五e s e e q u a tio n s e o 刀ta in u n d e te r扭in e d m u ltip lier s w hie h m a k e the p r o blem
e o m p li

-

c a te d
.

T h r o u g h th e a p p ro pr ia te t: e a tm e n t o f m a the m a ties
, u sin g the 各

一fu n e tio n a n d ex Pr e s
-

sio n o f m a tr ix 三n tli is pa p e r
,
th e a u th o r d e riv ed eq u a tio n s o f im p a e t fo r a 力o n h o lo 刀吻ie

syste m w ith o u t u n d e te r垃in e d m u ltip li
e r s

.

T he r e fo r e ,
the p ro ble扭 e a刀 be s o lv e d m o r e

s im Ply
.


