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摘 要

本文首先得到高阶非完整系统的一类新型运动微分方程
,

其次证明它们与已知方程的等价性
,

最后举例说明新方程的应用
.

一
、

引 言

随着近代科学技术的发展
,

人们对高阶非完整系统的研究兴趣与 日俱增
,

并且已经取得

一些重要结果
.

例如
,

八。二 a n 二
”

B 对高阶玖
e H

oB 方程的研究
【‘’,

梅凤翔对高阶耳
a n 二二 r o H方

程的研究
〔2 , ,

刘正福
、

金伏生
、

梅凤翔对高阶N ie lsen 方程 的研究
(3 ’
等

。

最近
,

南斯拉 夫学

者 M i亡ev i亡 D 时 a n 和R us o v Laz ar 得到了完整系统分析力学的新型运动方程
〔4 ’,

它不同于

以往的结果
,

是属于混合型的
。

本文试图将他们的思想进一步推广到高阶非完整系统
,

得到

广义坐标和准坐标下的一类新型运动微分方程
.

本文的主要结果为 (3
.

4 )
、

(3
.

7 )
、

(3
.

16) 和

(4
.

1 1 )
。

二
、

万有D
‘
A lem b e rt 原理的 Mi亡e v i亡 D u总a n -

R u so v L a z a r 形式

2
.

1 设力学系统由N个质点组成
,

第i个质点的质量为m ‘,

矢径为 , ‘
,

所受的力为户
‘,

贝!j万有D
‘
A le m b e r t原理可以写成

〔” 【“’

(份一 1 ) (2
.

1 )
汾‘= 夕

‘= ⋯ = d 几 =

(价)

d t== 0
,

d 矛‘今0
,

m

朴 戴天民推荐
.
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我们研究理想约束情形
,

这时F ‘即为作用在质点上的主动力的合力
.

2
.

2 现在将万有D
‘
A lem be r t 原理 (2

.

1 )变换为M i“ev i亡 D u 蓉a n 一
R u s o v L a z a r

形式
·

系统动能为

T 二乙
1
2

一

m ‘r ‘
’

r ‘ (2
.

2 )

它对时间的m 阶导数为

乙 。 ‘

九
(仍 + l 夕

尹‘ + m 乙 m ‘声
‘

·

尹‘ + ⋯ (2
.

3 )一一
ln)T

(份 ) (价 + 1 )

其中未写出之项不含 尹‘
,

r ‘
。

因此
,

有

(价 )

a T
(爪 )

(仍 )

恤aq
二兄 m ‘

户

(仍 + l )

a 尹‘
+ m 乙 m ‘

护
‘ 日 矛

(
s = 1

,

2
,

⋯
, n
) (2

.

4 )
a q

s

其中q ,

(
s = 1

,

2
,

拭
⋯

,

n) 为系统的广义坐标
。

容易证明下述关系

(价 + 1 )

a 于‘ _
( . )

‘阴 十‘)

需; (2
.

5 )
a q

s

将 (2
.

5 )代入(2
.

4 )
,

(价 )

日T
(目 )

a q s

得到

= (m + 1 )乙 。‘户
a户

‘

一再一
一 几一

十拼
口q ,

(价 )

a 尸‘

(2
.

6 )

类似地
,

我们有
记爪 一 1 )

a T
二 m 兄 。 ‘户

日户‘

口q 。
+ (。一 1 )乙 。‘护

‘一 1

(2
.

7 )

q州‘气.,卜工r卜q口
爪;附.

(口‘日

J,)‘
l

)爪口山附一r川(a (。(

容易证明

(2
.

8 )
日q , a q ,

由(2
.

6 )
、

(2
.

7 )不口(2
.

8 )
,

得到

纷
一

拜
一

妙
·

澡 合笋;
一恤aq

十 乙 m ‘护

(2
.

9 )

m一r
.

价q
(a(日

aT一aqs一一

于是有
( 爪 一 1 )

E m ‘尹‘
·

d
(--. )

T ‘ 斌
a T

( 用 月 1 )

a q a

一

翻斌 ‘2
·

‘O’
耐一八雨叽

(�口�(�d
·

乙例

将( 2
.

1 0 )代入 ( 2
.

1 )
,

有
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(
( m ) ( ”￡‘ 1 )

口 T
.

口 T
.

日T
.

~ \二
, ,

孟丁 十犷厄
二药

一

十
而

。
十吼少Oqa ==0

。从 e 甘 甘 a

(2
.

1 1 )

立
: ‘

.

擎
一

如
二鲁

卜 l 口q , ‘一 1

(2
.

1 2 )

我们称原理 (2
.

1 1 )为万有D
‘
A le m be r t原理的M io e v io D 。蓉a n 一

R u s o v L a z a r
形式

.

三
、

高阶非完整系统广义坐标下的运动微分方程

‘. )

3
.

1 如果系统是完整的
,

则原理 (2
.

1 1) 中的匆
8

彼此独立
,

于是得到方程

(仍 ) (仍 一 1 )

a T a T
( 爪 ) (巾 勺 1 )

口 q , a q a 筹
一 Q

·

‘一‘
,

2
, ‘ . ’ , ”

,
(3

.

1 )

方程 (3
.

1 )就是M i亡e v io D u 若a n 一
R u s o v L a z a r 最近得到的完整系统的新型方程

【4 ’.

3
.

2 设系统受有g 个二阶非完整约束

f , (g
。 ,

续
。 ,

J
。 , 二

则广义虚位移满足条件

(饥一 工)
· ,

q s ,

(价 )

q 习 , t)== o (刀= 1
,

2
,

⋯
,

夕; s = 久
,

2
,

⋯
, n
) (3

.

2 )

立黔
一

贰 一 O

(3
.

3 )
: 一 ! a q ,

由原理 (2
.

1 1) 及关系(3
.

3)
,

利用L ag
r a n

ge 乘子法
,

我们得到方程

(”己) (爪 一 1 )

a T a T
(爪 ) (们 一 1 )

口q , a q s

其中孙为不定乘子
.

夕

二Q
: 十 乙 几,

刀一 1

然
‘

合
(
: 二 l

,

2
,

⋯
, ”

) (3
.

4 )
q 。

aT
卜

机闹
一

3
.

3 设由(3
.

2 )可解出 q
, + ,

(3
.

5 )...,0
(价 ) (仍一 1 )

g
。 十 , 二 中, (g

, ,

泛
: ,

空
: ,

⋯
,

g 。 , 甲
性口 ,

了刀= 1

t ) \J = 1

,

2
,

⋯
,

g 岁
,

2
,

⋯
, 君;

己= ”一 g

1
,

2

约束(3
.

5 )加在广义虚位移上的条件为

d q
. + , “乙

a卿
( . )
占子二 (3

.

6 )
。 · 1日q

,

将 (3
.

6 )代入原理(2
.

1 1 )
,

( 爪 ) ( 衍 一 人 )

aT a T a T

合签乙
。‘

?’ql
’ ”q 。

(价 )

并注意到 d q
。

的独立性
,

我们得到M a g红型方程

( 份 ‘ 1 )

十 乙
声一盈
(借
、

a

T
杭 )

q
。 + 声

a T 口T a仰
( 跳 一 1 )

),
一

、黔。+ 声 l 口q 。
O

,

(3
‘

7 )
日 q

a + 声
aq

其中
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口
, 日切夕
巴Q

。
+ 乙 Q

, + ,
尝笋 (a = 1

,

2 ⋯
, :
) (3

.

8 )
声一 1 aq

。

尹、、2
(仍 一 1 ) (协 一 1 )

3
.

4 现在继续变换方程 (3
.

7 )
.

令 T 为 T 中借助 (3
.

5 )消去所有
(协 )

q 。+ 尹所得的表达

式
,

即

。霖汁了
T (g

, ,

4
, ,

J
. ,

(价 一 1 ) (价 )

⋯
,

q a ,

q 。 ,

t )

(价 _ 1 ) (仍 一 1 ) (价 )

= T (a
。 ,

4
: ,

奋
: ,

(仍 一 l) (协)

q a ,

q 。
, 甲, (q

, ,

寸
。 ,

4
: ,

⋯
,

q , ,

q , ,

t )
,

t) (3
.

9 )

我们有
沪口、. 尹

( 爪 一 1

a T
( . 0 1 1

a T
(杭 。 1 )

a g ,

饥 一 1 )

T
价 。 1 ) 用 )

.

么 a
十 乙

石
a卿
( . 一 1 )

q ,

(3
.

1 0 )
口 q e 夕· 1 e Q一 + 声 a

(. )

将(3
.

5 )两端对矛求导数
,

并利用(3
.

5 )消去q 。十 ,
,

得到

(仍 + l)

t)g
。十 , 二沪, (g

, ,

礴
, ,

J
:

(价一 l)‘” )(. + 1 )

二
’ ,

q a ,

q ‘
,

q 。
, (3

.

1 1 )

需 (仍 ) ( . ) (价 + t )

令 T 为 T 中借助 (3
.

5 )和 (3
.

1 1) 消去 q
。十 , 和 q

。+ , 所得的表达式
,

即

而
, (, 一 x ) (, )(, + 生)

T (g
。 ,

硬
。 ,

之
: ,

⋯
,

q 。 ,

q , ,

q , ,

t)

(价 )

= T (q
。 ,

4
。 ,

4
。 ,

(仍 一 1 )

q
:

‘
刃

,

性仁 护
甲, (g

, ,

该
: ,

(仍 ) (仍 + 1 ) (价一 1 ) (价 ) (仍 + 1 )
,

q 。 ,

t )
,

g , ,

价, (g
, ,

寸
。 ,

⋯
,

q , g 。
,

Q。
,

云)
,

t )

(3
.

1 2 )

我们有

( 价 》

aT
( 份 + 1 ) 黔 (3

.

1 3 )

"

乙
+

( 爪 )

aT 口q7 夕

日g 。 声, 1

( 爪 )

0 9
。十刀 占每乙

"

乙
+

耐T耐
(�d
一(

声. 1 O q
。 + 声 aq a

一一)

,价T�
爪
T蔽仇

l

a‘a
�

(a

因为

所以

( 百 夕

0 T
‘用 )

犷
‘ ’

性 『

( 川 ‘ 1 )

a T
( 爪 ) ( 3

.

1 4 )
a q ,

(a

(a哎七廿丁)

O T
( 夕)‘脚 1 )

口q ,

合宁
附 肠 1 )

(日
合姜二

T
二 ‘ : )

十

aq ,

将 ( 3

q 。

( 爪 )

aT
( 邢 )

aq , + 声

a甲,
,

弄
(而厂

一

丫 乙
. ‘

(0

日q ,
夕一 1

阴 ~ 1 )

万 (黔
一
票黑

)

) ( 3
.

1 5 )

q
一+ 尹

‘

口q 口 刁 q 口

"

匕P-l
(口

.

15 )代入方程 (3
.

7 )
,

得到

)
一

立
一

棋抓
声一 1 a q e + 声

a卿
( 爪 )

口q ,

(a = 1
,

2
, , 。

) (3
.

1 6 )

溉aqo氏一一一
,一
‘
、,.了产

御一窝枷一闭aq.
信劣

)

a T
( 们 一 1 )

a q 。

( 爪 . 万 )

a T
《丽百

- 一

口q
。+ 夕

乙P-l一

喇甩r,扩
,

(lJ乳加q‘一d卜
‘

人

记(一口

(
口护 夕

呱
一

+ 习
刀. 1

aT

日q
。 + 声
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方程 (3
.

4 )
、

(3
,

7 )和 (3
.

1 6 )就是我们得到的高阶非完整约束系统广义坐标下的新型运动

微分方程
。

四
、

高阶非完整系统准坐标下的运动微分方程

4
.

1 设力学系统受有形如 (3
.

2 )的高阶非完整约束
.

引进记号

(价 ) (. )

二 ,

二 二 ,

(q
。 ,

寸
。 ,

⋯

(拼 )

(招 )
,

q , ,

t)
(4

.

1 )

二
, * , = f , (g

, ,

寸
, ,

⋯
(价 )

,

q
, ,

t)

(a 二 1
,

2
,

⋯
, 。
)

(刀= 1
,

2
,

⋯
,

g )

(拼)

它们可称为准坐标的爪 阶导数
,

其中 二,

是彼此函数独立的
.

存在
.

由 (4
.

1) 考虑到约束 (3
.

2 )
,

设可 以解出

(. _ 1 )

必须注意
,

一般说来 二 ,

可以不

(眺 ) (协 )

g :

= g ,

(q
。 ,

寸, ,

J , ,

于是广义虚位移满足条件

(m _ 1 )

⋯
,

q 念
, 二 , ,

t) (4
.

2 )

(4
.

3 )
)叮.兀(

n
o

。qs一。几

将 (4
.

3 )代入原理 (2
.

1 1 )
,

我们得到

( 杭 一 1 )

a T
.

a T
沂二万; 丁十 下—占

’二

石“ 口 q B

U 从s

+ O
aq\口q

。
岌竺

,

少万
一姗

‘

O 兀a

(4
.

4 )

由(4
.

4 )中占二
,

的独立性
,

得到方程
( 们 肠 1 )

a T aT
矛舀 ‘不 、一

+ 或
5 ~ ~ ‘ ’

口 q a

U 从 8

十 Q
a q ,

= 0 (a = l
,

2
,

⋯
, 。
) (4

.

5 )
S一、
夕口�一加口一(仪、、JZ

a汀 a

十

爪7吏一用口‘(一口一(八d

一

了
了‘、

,

乙S-l

(饥 一 1 ) 关 (价 一 1 ) (仍 )

4
.

2 现在继续变换方程 ( 4
.

5)
。

令 T 为 T 中借助 (4
.

2 )消去qa 所得表达式
,

即

(价 一 1 ) 朴 (饥 一 1 )

T (q
, ,

寸
: ,

⋯
,

q 。 ,
“ , ,

t )

(价 一 1 )

T (q
。 ,

过
。 ,

⋯
,

(仇 _ 1 )

q
s

( 价 )

g 。

( g
, ,

续
* ,

(仍一 1 )

q 抢

(饥 )

二。 ,

t )
,

t ) ( 4
.

6 )

我们定义如下的微分算子

合石;
( 爪 一 1 )

a q , 合筑
(4

.

7 )

,

E间

( 爪 一 1 ) ( 爪 . 1 )

a T
.

台 a T
一硬币二丽

一

十 乙
一 ( 耐 (4

.

8 )
a q s

利用 (4
.

7 )和 (4
.

8 )
,

a q a

我们有

勿一 x 口q 希

( m )

a q 。

( 价 . 1 )

口 q s

�T
!

耐如
(a
(a( . 一 1 ) 许 (二

1 ) ( 爪 )

a T
( 巾 . 1 )

口 汀。

a T 日q a

乙
一

等六石
一

袋手 + 习 ( 4
.

9 )
。二 1 a g : a兀。 $ 一 l

( 沉 )

aq ,

( ” 一 几 )

a 汀。
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(价 )

为 T 中借助 (4
.

2) 消去
〔价 )

q
s

(琳 + 1 )

及 q
:

所得的表达式
,

我们有

饰击一饰断合舀;
+ 艺

抒
( 7刀 + 1 ) 而 + i ,

占尹 占子; q :

乙8-l一一
qa。心口

(a

簇奋
( 爪 十 1 )

+ 乙 (4
.

1 0 )

.口

q
,

Ja二a q ,

( 用 ) (用 )

日q , a兀, 口一 !

解一一价T补
r

、产用甲2用汀/
、

(�口(�口

将 (4
.

9 )和 (4
.

1 0 )代入方程 (4
.

5 )
,

我们有

( . ) 铸 (

口T 日

( 加 ) (

日汀
, a

爪 . 1 ) 关

T
州 一 1 )

汀厅

( 爪 + 1 )

a q B

( 用 )

q兀 ,

合吕;
( 爪 一 名 )

a 汀。

、_ 子 旦艾aa
:

/ 粼 ”乳 品二
(a , 1

,

2
,

⋯
, 。

)

(4
.

1 1 )

‘了.、
,�T耐qa

(a(日

其中

==
乞Q

:

弩
a兀,

(4
.

12 )
器叮

,

乙州尸
一

方程 (4
.

1 1) 就是我们得到的高阶非完整约束系统准坐标下的新型运动微分方程
。

(价 )

4
.

3 准坐标下的方程 (4
.

1 1 ) 比广义坐标下的方程 ( 3
.

1 6) 更一般
,

因为当取 二 ,

=

(价 )

q 。

时

方程 (4
.

1 1 )成为方程 ( 3
.

1 6 )
.

五
、

高阶非完整系统新型运动微分方程

与已知方程的等价性

5
.

1 我们来讨论本文得到的方程 ( 3
.

16 )与文〔3〕中得到的方程的等价性
。

在M a n g e r o n
方程

t s 〕

l 「aT
,

.

J 、

aT
二 l 万丽不

-

一 t协十 1 ) 不

仍 L 方二

”
O q s

u 甘 8

〕
一Q

·

‘
“一 ‘

,

2
, ”

’ , ”
, ( 5

.

1 )

中
,

将m 换成m 一 1
,

并解出aT / a qa
,

我们有
( 价 一 1 )

旦里二1
一

a里一
二
_ “一 1 。

_

口q 。 m 劣
m

刃
互 ’

m 、 ’

U 甘 口

( 5
.

2 )

将 (5
.

2 )代入 ( 3
,

1 6 )
,

有
尸. 、‘尸

( 爪 ‘ 1

a T
( 而 一 1 )

a q a

( . 一 1 )

一
之月箕
夕· 1

aq
。 + 夕

[l
L 仍 a q ,

(a =

m 一 1

州

( 用 . 1 )

1 a T

阴
( 爪 一 1 )

a q 。 + 声

m 一 1

m

== O
,

由 ( 3
.

2 0 ) 和 (5
.

3 )
,

1
,

2
,

⋯
,
。) (5

.

3 )

并考虑到 (3
.

5)
,

得到

鲍闹aqa

,
.
了了
‘

盆草t介.八性沪la
斤

,
,

e(八O

( 价 )

m

然一 (。 + 1 )

日q 。

一 (二 + , )亡忆:
尹· 1 a q

a + 声
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一

立黛琳热
一 ‘爪+ ‘’了

声一 1 口q
* + 夕 ‘ 口q , a
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。
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