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摘 要

本文将离散介质的 � �� �� �� 己非线性振动理论「� ’向连续介质力学推广
,

做了初步尝试
�

首先讨

论在非共振与共振情况下
,

连续介质线性强迫振动周期解
,

及其周期解存在条件
�

进 而 运 用线性

理论结果
,

将��� �� �� ‘理论中的主要结论推广到连续介质非线性振动问题中去
�

此外
,

本文提出

并建议用偏微分方程直接摄动与加权积分方法
,

计算共振区内的周期解
�

一
、

引 言

� �� �� �� ‘理论
〔‘’是目前研究离散 系 统 非 线 性 振 动 最 常 用 和 最 有 效 的 理 论 之一

� �

洲朋
‘� ’和 � � 及� � � ��

‘� ’
等人成功地使用这一理论解决了拟线性离散系统期周解的理论与

计算问题
�

对于连续介质很少有人研究
�

只见到过 ��� � � � ‘
� ’
运用� �� �� �� 己理论讨论弦的非线

性振动
�

但是
,

他的讨论在理论 与方法上均不够完备
,

因此很难运用到其他连续介质系统中

去
。

另一方面
,

目前在梁
、

薄板
、

薄壳等非线性振动的研究中
,

大都采用近似方法
,

将偏微

分方程化为有限多 自由度的常微分方程处理
,

其结果依赖于空间函数的选择
,

从而限制了对

连续介质非线性振动更全面的了解
�

因此
,

本文试图从较一般角度出发
,

将 � �� �� �� 。理论推

广到连续介质力学中去
�

证明了
,

该理论中的主要结论
,

对于较广泛的一类连续介质系统也

是适用 的
�

同时
,

本文提出并建议使用偏微分方程直接摄动与加权积分方法
,

计算共振区内

的周期解
。

在周期解的定解条件中
,

只对时间函数进行简单的积分运算
,

避免求解非线性常

微分方程
�

在求解过程中
,

注意力集中于边值问题的讨论
,

因此
,

本文的方法便于同与边值

问题有关的近似方法相结合
,

进行运算
。

二
、

线性 �派生� 系统的周期解

线性 �派生� 系统的运动微分方程可归结为
�

日
�功

街功十丽不 � � ��
�

� �
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其中� , 为关于空间变量的线性算子
,

田为位移
,

�为荷载
�

对于梁
,

� , � �� �尹
,

�一 � ��
,

��
�

对于平板与扁壳
,

� �� �
弓,

� � � �二
,

,
,

��
�

假设方程 ��
�

�� 中的各个变量均已无量纲化
�

在确定边界条件下
,

派生系统方程 ��
�

�� 的齐次方程具有可数无穷多个特征值。
。

�。一 �
,

�
,

… �和相应的特征函数
� 。

��
,

夕��
� � �

,

�
,

… �
,

并 且 ��
二

�二
,

夕��构 成正交 规 范 完 备 函 数

系‘� ’

��
一 ��

,

。,
·, ‘�

,

”,“� � �一“
‘了

��
�

� �

微分方程 ��
�

�� 的位移可以展开为函数系�
“,

�二
,

妇 �的收敛级数
‘”’

切 �二
,

�
,

��� 乙 �
。

���
。 ,

��
,

, � ��
�

��

将 ��
�

� �代入��
�

� �
,

在功的定义域� 内用“
贰 �

,

刃加权积分
,

得

互
。
���� 。盆口

。
���� � � ��� ��

�

� �

其中
。。 �, �一

��
。�二

,

。
,

‘�一�二
,

。��二�。
��

�

� �

于是
,

��
�

�� 的通解为

阴�二
,

。
,

, �一 艺「
。。 ��� 。

。

矛� 。
。。。�。

。

才�

上�
‘。。 �

�
�
� �� 。

,

�, 一
�
�、

�

�
。� �二

,

。�
”一 � � 毋

招 � � �
��

�

� �

其中� , ,

�
。

为任意常数
�

设 � �二
,

夕
,

�� 是时间才的周期函数
,

周期为 � , �口
�

方程��
�

�� 具有周期

为�二�口的周期解的充要条件为

�
,‘����

��

切

�
‘�

,

。
, 一

贫�
一田��

,

。
,

。�一 。

会
功

�
·

,

。
,

晋�一条一
�二

,

。
,

。��
��

�

��

��
�

� �代入 ��
�

��
,

得

、,矛了
���曰了

‘、

、���、‘����
加口�月‘����

口� � ���
�汀。

,

口

� �
。

�
� � � �

�兀口
。

口

�

� �

一 � �� 一 一
二一

� 口 �

。二 �
�
�
�、� 。

。

�夸一�
� ·

。 。

�
� � � �汀。

,

口

一 �

�
一“二 �‘� �汀口。

口

�
二二�

�
一 一

口��分
。。 �·�一

� 。。

�
一

脊一�
�·

�
� �

若全部特征值与口之比。
。

�口 �
� � �

,

�
,

�
,

… �均不为整数
,

称为非共振
�

行列式

�
,

�
,

�
,

…

此时
,

��
�

�� 中各系数

△
,

一 �

�
� �  

�

�汀�, 。

口

一‘

�
奔”

于是
,

从 ��
�

�� 中可唯一解出常数
� 。 ,

�
。

�
。� �

,

�
,

�
,

… �
�

因此
,

在非共振情况下
,

��
�

�� 有唯

一周期解
�

若某特征值。
,

与口之比。汀口 � �
,

� 为整数
,

称为共振
�

此时
,

当 � 今 � ,

仍从 ��
�

�� 唯一

解出
� � ,

�二 但由于△
,
� �

,
� ,

与�
,

可解的充要条件为
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� � �� �� 州卜线性振动理论在连续介质力学中的推广�� �—基本理论与方法

�誓
, 、 �

�
“’
� , � � �

’

� �  口, � � � � �

�
�

��
�

��
「臂

, 、 ,

砂
�

成立
。

因此
,

在共振情况下
,

当且仅当��
�

的成立时
,

��
�

�� 具有包含任意常数
� ,

与 �
,

的周

期解族
�

三
、

非线性系统周期解

采用适当的无量纲数值
,

弹性梁
、

弹性薄板
、

弹性扁壳非线性振动运动微分方程可以统

一表述为

口�叨

�
月

, 田 � 己�
�

�叨
�

功�� ￡�
,

功+ q一 竺而共
一 口否~

a 田

一 Z召几
、

口【
(
3
.
1 )

飞
了、恤J了

9
曰9自

A
Z

功=
。
B
Z
(
田

,

w
)

+
。
C
Z阴

基本方程 (3
.
1) 和 (3

.
2 )再补充切和功的边界条件

,

构成本问题的全部定解条件
.

的具体意义如下
:

( 1 ) 等截面定跨度弹性梁
:

(3
.

(3
.
1)和 (3

.

石一
aa:

4 ,

Bl(

切 ,rk) 一

劣
·

。

B Z二 C i二 C :三 0

( 2 )

( 3 )

功为轴向内力

等厚度弹性薄板
:

~ a Z 日2

月1二记
,

B

l

= 丁
_: 一

立
:

一
二

a
% 艺 日夕

之

A

Z

一 “;
,

B

Z

一
毛
vB:,

,
= 1 2 ( 1 一拼

“

)

,

功为应力函数
,

等厚度弹性扁壳
:

日2

十 。

O
g

日z

a % 口梦

日z

口劣a g

C
l
= C

Z
三 0

为与挠度有关的无量纲小参数
.

Cl 一成纂
:
十 ;

篡
2
),

C

Z

= 一夕
C
I ,

具中p
:
和p

,

为中曲面的主曲率半径
.
并且设p

‘

午 0
.
寿为与八有关的常数

.
其他算子的意义 与

平{反Jll牙况相同
。

(一 ) 非共振情况

令方程 (3
.
1) 与(3

.
2 )中的

。
= o

,

得到派生系统的运动微分方程
:

A l阴 。
十

日z田 。

日tZ
(3
.
3 )

在非共振情况下
,

派生系统运动微分方程 (3
.
3 ) 有唯一的周期解 (2

.
6)

,

并且称为派生周期

解
,

其中的常数叽和 b
,

(

n
= 1

,

2

,

3

,

… )由(2
.
5) 式确定

.
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设方程 (3
.
1) 解的初值为

{
一

。 (
二

,

夕
,

刀
: ,

刀
:, 。 ,

0

)
二*

。

(
x

,

g

,

0
)

+ 刀
1
(
二 ,

,
, 。
)

暴一(
/ ,

。
,

刀;
,

刀
2 , · ,

0

) 一易
。 。

(
/

,

。
,

o

)
+ 刀
2
(二

,

。
, 。
)

(
3
.
4
)

(
3
.
5 )

将函数刀
:
(二

,

,
,

e

) 和刀
:
(二

,

,
, 。
)展开为{

u。
(

,
,

, ) } 的收敛的广义F ou rier级数 ‘5 ’:

刀
;
(x

,

,
, 。

) = 乙 刀鑫
, ’
(
。
)
。。

(
二

,

, ) ( 3
.

6 )

刀
:
(
二 ,

夕
, 。
) = 乙 。。

刀鑫
2,

(
。
)
。 ,

(

二
,

, ) ( 3
.

7 )

将 (3
.
1)和 (3

.
2)的解田(

x ,

夕
,

刀
‘”

,

刀
‘“, , 。 ,

t
) 和 功(x

,

,
,

刀“
’,

刀
‘“, , 。 ,

t
) 代入(3

.
1) 式右端各个小算

子中
,

并令

: 。

(。
(1) ,

刀
(2) , · ,

, ) 一

!{ [

B l (功
,

。)+ C
l
, 一2“

祭〕…
(劣

,

。)“d。
( 3
.
8 )

其中 口
(‘,
代表 风

, ,
(
。
) (

n
= 1

,

2

,

3

,

…) 全体
.
刀‘

2 ,
代表 风

, ,
(

s
) (

n 二1
,

2

,

3

,

… )全体
.
于是

,

由

(2
.
6) 得到 (3

.
1) 解的表达式

:

切 (一、
, 己 ,

‘)一

点[
二‘

·
,
S‘
一

‘+ “
·

‘
·
,

一
‘+

! ;

。·‘
·
,
s‘
一“一’“

·

+

孟!:
L·

(刀
(1),

刀
‘2 夕,

一 ,
S‘
一 “一 ,“

·

}

二‘二
,

“,
( 3

.
9 )

令(3
.
9)式中的t= 0

,

代入(3
.
4 )和 (3

.
5 )式

,

并考虑派生解(2
.
6)

,

得

艺 b
。

(

。
)
u ,

(

x
,

, ) 二刀
:
(x

,

夕
, 。
) + 兄 b

。。,

(

二
,

梦)
月一 1

。
。
a 。

(

。
)
u 。

(

x
,

夕) == 刀
:
(二

,

夕
, 。
) + 乙 。。 a o u 。

(
x

,

夕)

祠阅乙祠

以上二式的
」

两端在F 域内用u贰 二
,

川加权积分
,

并注意 (2
.
2)

、

(
3

.

6
)

、

(
3

.

7
) 式

,

得
a. (

。
) = 刀撬

2,
(
。
)
+ a 。

(
3
.
1 0

)

b
。
(
。
) 二刀浇

‘,
(
。
) + b

。
(
m 二 1

,

2

,

3

,

…… ) (3
.
12 )

将(3
.
10)和 (3

.
1 1)代入(3

.
9 )

,

并考虑(2
.
6)

,

得

山 (
X ,

、
, · ,

, )一
。

(
/

,

。
,

才卜或l
刀、
2)
(
·
)
5 1

一
, + 刀:

1夕
(
·
)

一
才

+ 一兰_

{;

: ·

(刀
‘! , ,

刀
(2),

一)
5‘
一“一 , d·

}

二‘X
,

“,
( 3

.
12 )

由〔6〕可知
,

由(3
.
12 )所表达的方程 (3

.
1)的解切 (二

,

夕
, 。 ,

t
) 关于

e
解析

.

叨 (
二

,

夕
, 。 ,

t) 是 以 T “ 2二/口为周期的周期解的充要条件为



。非线性振动理论在连续介质力学中的推广(1 )—基本理论与方法 弓

, 。,

登)
一功‘X

,

,
, “ ,

”, 一 “

2兀
,

y

, “ ,

劝 )
一

晶
功‘X

,

y

,

一。’一 “

(3
.
13 )

(3
.
1 4 )

夕X,
/口、
、

八沪功
功aat

r....,尹、.‘.L

将 (3
.
12)代入(3

.
13 )和 (3

.
14 )

,

并注意派生周期解。
。

(

二 ,

,
,

才)的周期为 2二/口
,

得

I‘”一”“” ‘
。
)

(

一
s 2汀。。

口

一 1

)

+ ”‘
2,
‘
“
,

s‘n 2兀。 ,

口

+
一

旦
_

口”

,
2 兀

_
_

{尸
L·

‘”
‘”

,

口
‘2 , , “ , ‘

,
·

s ‘n 。
·

( 芳
一 ‘

)

d
r 一 0

U
( 3
.
1 5 )

I孟
“, 二 一刀奋

‘’
(
。
)
s in

- 2兀。
。

口

、、:
2)
(
·
)

(
一 多筹

, 一 ‘

)

声汀 ~

+
一

盆
一

}乎
L·

(刀
‘”

,

,
‘“, , · , ·

)
。0 5。·

(

一

芳一)
“一

。

甲 U

(
3

.

1 6

)

(

n

= 1

,

2

,

3

,

…

由I 潇‘’和14
“,

(
n

= 1
,

2

,

3

,

… )组成的雅可比行列式为

‘一

无
a(If” ,

I
r

“, ,

…
,

I 撬‘’
,

I 浇
2,

)

a
(刀老

‘’,

刀f
“, ,

…
,

刀泛
‘’ ,

刀撬
“,

) }

刀
(, ) 一、

2、
-

= 2
“
n

(

c o s 一

锣
“

一 1

)

、 ”
(3
.
1 7 )

其中m 为任意的正整数
。

若初始偏差刀
;
(二

,

夕
, 。
)及刀

2
(二

,

刀
, 。
) 的 F

o
ur i
er
展开式可以精确地表示

为有限项之和

刀
1
(

, ,

,
, 。
) = 乙 刀盖

‘,
(
。
)
。 ,

(

二
,

, ) ( 3
.

1 8 )

刀
2
(二

,

夕
, 。
) 二 乙 。 ,

刀4
2,

(
e

)
。。

(
x

,

夕) ( 3
.
1 9 )

由(3
.
17 )式

,

根据 隐函数存在定理
,

从 (3
.
15) 和 (3

.
16 )式精确地唯一解得

。的解析 函数酬 ” =

脚
‘,

(
。
)和 尽

“,
= 刀孟

“,
(
。
)

,

且有凡 ”
(
o
) = 刀孟

“,
(

o
) 二 o (

n= 1
,

2

,

3

,

…) 成立
.
若初始偏差刀

;
(x

,

,
, 。
)或刀

2
(二

,

,
,

e

) 只能展开为无穷多项的 F
oo rier级数

,

由于 (3
.
6 )和(3

.
7 )的无穷级数在有限

的定义域中是收敛的
,

(

3

.

1 5
) 和 (3

.
16 )中的L

,

( 刀
(‘’ ,

刀
‘2 , ,

e
,

t
) 在域F 和 0( t( 2二/口 内连续依

赖于 (3
.
1)和 (3

.
2 )的解功及功

,

而田和必在域F 和 O( t( 2二/口 内又连续地依赖于初值
,

于是
,

当用有限项之和 (3
.
18 )及 (3

.
19)近似代替 (3

.
6 )与 (3

.
7 ) 式时

,

由 (3
.
25 ) 及 (3

.
16 ) 解得的

酬
‘’
(
。
)和尽

“,
(
。
)记为

。
刀者”和.刀孟

“, ,

显然
,

当m 。 + 二时
,

.

刀孟
‘, 、刀篇

‘, ,
J

。
刀孟

“, 、刀清
“, .

因此

得出结论
,

在非共振情况下
,

方程 (3
.
1 )和 (3

.
2 )存在周期解

,

当 ￡充分小时对于 。 解析
, _

巨

当 。
= O时变为派生周期解 (2

.
6 )

。

(二 ) 共振情况

当特征值 (派生系统固有频率) 听与口之比为整数
,

称为共振
.
(2
.
8)系数行列式△

,

二0
,

无法从 (2
.
8 )中解出‘和b

, .

对于n今 , 的△
。
今0

,

可唯一解出
n今:的 a

,

和 b
。 .

于是
,

派生周期
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·
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。
·

(

·
)
S‘

一“一, d·
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由于挤划辰条件下
,

△
,

~ o

,
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,
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.
15)和 (3

.
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(
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)
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(
。
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2
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3

,
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.
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,
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梦
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.
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将 (3
.
15 )和 (3

.
16 ) 中的 n一: 方程除去

,

得到剩余方程组
,

其系数行列式不等于零
。

于

是
,

应用隐函数存在定理
,

从 (3
.
15 )和 (3

.
16) 的剩余方程组中

,
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.
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,
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:
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,
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2’的表达式中

,
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(
。
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(
。
)

.

最后
,

把 可解条件(3
.
28)化为另一种等价的更明显的形式

.
为此

,
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,

(
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.

1
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.
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于是
,

可解条件 (3
.
28) 等价于

{

口(岁
1 ,

岁
2

日(
a , ,

b

,

由此得出结论
,

在共振和
￡
充分小情况下

,

方程 (3
.
1) 和 (3

.
2) 存在周期为 2二/口 的周期

解
,

且关于。
解析

,

当。
= o 时

,

变为派生周期解(3
.
20)
. 。寺r的常数。。

和 b
,

由(2
.
8 )式确定

,

。 ,

和b
,

由(3
.
24 )和 (3

.
25 )式确定

,
a

,
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,

的 可解条件为 (3
.
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.
至于尽

’)
(
。
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(
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)

及川
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(

。
) 和酬
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(
:
)的确定方法则如上述

.

四
、

周期解的计算
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偏微分方程直接摄动方法

非线性振动系统无量纲化的运动方程为
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。
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C
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、
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.
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.
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