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摘 要

在任意形状长轴对称体内连续地分布 S a m p so n 平板反演流子
,

采 用分段等强度
,

分段线性和

分段抛物三种近似
,

成功地得到了流场的封闭形式的分折表达式
.

计算了物体和平板有不同间距
,

长短轴比取一系列不同值时
,

长球和卡西尼长卵形体的阻力系数
.

计算结果表明
,

方法具有 良好

的收敛性
.

在长球情况下和已有的数据进行了对 比
.

符合程度是十分令人满意的
.

一
、

引 言

蠕动流在生物工程
,

化学工程
}

及其他工程领域中有着广泛的应用
.

例如
,

红细胞在毛细

管中的运动
,

组织液中粒子的运动
,

分子透过细胞膜 以及鞭毛
、

纤毛的运动都和S to k es 流动

密切相关
。

早在十九世纪
,

S t o k es 研究了圆球在无界流场中作均速运动时的蠕动流
,

并导出

了著名的St
o
ke

s阻力公式
,

它已成为估算低雷诺数流动中阻力大小的经典公式
.

对于非 球形

的任意形状物体
,

人们需要知道物体的形状对阻力系数有多大影响
.

近年来
,

求解任意形状

物体S to k es 流动的数值方法有了显著的进展
.

A
.

T
.

C hw a n g 和T
.

Y
.

T
.

W
u 〔‘’利用 Sto k es

流子以及旋转子
、

应力子等高阶奇点的体内连续分布法
,

求出了旋转椭球在不同来流条件及

物体的不同运动条件下的分析解
,

但他们并没有解决一般形状 物 体 的 S to k e s 流 动 问 题 ,

Gl uc k m an
〔2 ’等人采用环形奇点面分布法处理了任意凸 形 轴 对 称 体 的 无 界 S tok es 流动 ,

Y 。

雌gr e n
和 A c r iv os 〔3 ’提出在物体表面上连续地分布 Sto k e s 流子的方法处理三维物体 的无

界 S to k es 流动
.

这两种方法都包含数值积分
,

因此 计算量较大
.

最近
,

吴望 一 等 人
〔‘~8 ’提

出了一种快速
、

高精度的数值方法去处理任意形状轴对称体的 Sto kes 流动问题
,

他 们 注 意

到任意轴对称体对来流的扰动可以用对称轴或对称面上有限个或无限个圆球的扰动来逼近的

物理事实
,

选取 S a m p so n 流子为基本奇点
,

在对称轴或对称面 上 离 散 地 或 连 续 地 分 布

Sa m Ps on 流子
,

并令其满足边界上的无滑移条件
,

得到了一组确定 S a m Ps on 流子 强 度 的线

性代数方程组或积分方程
.

在连续分布法中
,

采用分段等强度
,

分段线性和分段抛物等近似

成功地得到 了封闭形式的流场表达式
,

并计算了不同情形下长球
、

扁球
、

长卡西尼卵形体
、
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扁卡西尼卵形体
、

纺锥形尖头体在无界 Sto k es 流动中的阻力系数以及相应表 面 上的压力分

布
,

方法的收敛性及精度是十分令人满意的
.

最近该方法还被推 广 到 三 维 S to ke s 流 动 中

去
,

并取得了成功
.

本文试图采用文〔4 〕中建议的方法去处理无界壁存在时的有界 S to k es 流动
,

即 考 虑任

意形状长轴对称体沿长轴方向垂直地向一无界平板运动时所产生的轴对 称 Sto ke
s 流 动

.

当

物体离无界平板很远
,

板的影响很弱时
,

B r
en ne

r ““’曾经利用反演法给出过一个壁面对阻力

的修正公式
.

但是
,

当物体离壁面较近或很近时
,

反演法失效
,

因为在强干扰下
,

级数的收

敛性变坏
,

甚至不收敛
。

本文建议的方法具有广泛的适用性
,

它既适用于弱千扰情形
,

也适

用于强干扰情形
.

其主要思想是
:

首先求出无界壁面存在时 Sa m Ps on 平板反演 流 子的分析

表达式
,

然后沿用文〔4 〕的方法
,

将 S a m Ps
o n 反演流子沿对称轴连续分布

,

得到 确 定强度

分布的积分方程
.

采用分段等强度
,

分段线性
,

分段抛物等近似
,

又一次成功地得到了流动

的封闭形式的分析表达式
.

令速 度在场面上满足无滑移条件
,

得到了确 定 S a m Ps on 平 板 反

演流子强度的线性代数方程组
。

采用任何一种矩阵求逆方法可以得到问题的近似解
.

作为算

例
,

在本文最后对长球及卡西尼长卵形体进行了计算
,

得到了和现有数据十分一致的结果
。

二
、

数 学 提 法

考虑一长轴对称体以速度
v
沿长轴方向垂直地向一无界平板作轴对称蠕变运动

。

取随动

坐标系 (R
,

:
,

扔 原点O 取在长轴的中点 (见 图

乙乙一夕夕
!!! 汗汗

l)
,

O 点距平板 的距 离 为 d
,

令 L
, 。 ,

拌v/ L 为

长度
,

速度
,

压力的特速参考量
,

其中 L是物体的

某特征长度
,

拼是流体 的动粘性系数
,

于是上述蠕

动流满足下列无量纲形式的方程
:

v
么v = v夕

,

v
·

v二 0 (2
.

1 )

这里
, ,

P 分别为无量纲速度矢量和无量纲 压 力
,

由于流动的轴对称性
,

引入无量 纲 流函数劝
,

在柱

坐标系中有

_ .

_ l a价
_ .

_ l a价
叮 ~ 一万

一

百三
一 ,

吟一豆
一

西万
(2

.

2)

对 (2
.

1) 式取旋度并利用流函数的定义 (2
.

2)
,

推出 劝满足下列四阶偏微分方程

D
Z

(D
Z

劝)= o (2
.

3)

式中刀
,

为广义 S to k es 算子
,

它在柱坐标系中具有以下表达式

~
。

日2

L,
‘ 二 二 一二二二

d 允

1 a

R aR

a
2

十
~

不 - 矿

0 2 -
(2

.

4 )

无量纲压力 P 可通过 势算出
,

它们在柱坐标系中的关系为

aP
a之

1 a

R a R
(D

Z势)
, aP _ l a , n Z

‘
、、

-

石万一万 石万 、~ * , (2
.

5)

在平板厂
tD 及物面厂

。

上应满足粘附条件
.
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三
、

有平板存在时 S am pso n 流子的表达式

位于R 一O
, : = 舀处的 S a m p s o n 流子的表达式为

。 :

== 乙 [ C
o

F二
‘’(R

, 2 一占) + D
:

F 二
2’
(R

, : 一占)]

== E 〔C
o

F鑫
3’
(R

, : 一占)+ D
,

F益
4 ,
(R

, : 一占)〕

(3
.

1 )

势二乙 〔C
,

F护
,
(R

, z 一占) + D
o

F轰
, ’
(R

, : 一占)j

p “丸
。 十乙 D

。 4 n 一 6

n

F轰l--)
;

(R
, : 一占)

其中 C
, ,

D
。

是待定的系数
,

P二是无穷远处的压力
.

函数F 奋“,
(左= 1

,

⋯
,

6) 的表达式为

(3
.

2 )

、....l..es......es

飞
.

..J、、.2

二:
1 )
(*

, :
)一 (*

2
+ 一 )一‘

’
p

·

(护众
: :

)

凡
2 夕
(“

, :

卜 ‘“
2
+ 一 )一

“

扎
尸

·

(7 众
、

:

)
+ 2‘

·

(7 六
砂

、 :
3 )
(*

, :
)一 (

。、 , )(*
么
+ 一 )一‘分

J
· + 1

(
二茄

+ 二:

)
F “

落)
(R

, ·

卜 (· + ‘)‘R
Z
+ : 2

)一
”

‘
2

弃
J一 (、茄

+ 、
)

一 2 :
‘R

Z
+ 一广带斋

J
·

(
二茄

+ 二:

)

凡
。夕

(*
, : )一 (*

2 + : Z

)一少:
一

,
·

铃众
二:

)

理
(

一

、
, : )一 (、 + 一)一弋之

一

‘
·

(
二
众

一

二2

)
其中尸

。

和J
,

分别为 n 阶 L e g e n d r e 多项式和 G e g e n ba u e v
多项式

有平板存在时
,

S a m Ps
o n 流了的表达式可推导如下

,

将流函数 劝表成

势= 沪
,

+ 劝。 (3
.

3 )

其中 劝
。

是平板不存在时 S a m p s o n 流子的流函数
,

由 (2
.

6) 第三式表出
、

劝。 代 表垂 直平板

对流体产生的扰动
,

其在柱坐标系中的表达式由下式给出

, 叨一

l厂
R J

I

‘。R )「A
·
‘。 , +

“‘。 , 〕一p〔。·〕d 。
(
: ( d ) (3

.

4 )

其中 J
:

为一阶 B es sd 函 数
,

A权。 )
,

B 钊。 )是待定的 函 数
.

利 用 (2
.

2) 及 (2
.

5) 式
,

与

劝, 对应的速度和压力的表达式为
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一�J口n

、.lse、eeeezesJ二‘R
, ·

, 一 !
。。 。J

。

(。R )〔A
·
(。 ) +

·B · (。) :一p〔姗 : d 。

二‘R
, · ,
一{了

。‘
1

‘。R ){去
〔。A ·

(。 ) + ( 1 + 。· )B
·
(。) 〕一p〔。· :

}
d 。

, 。
‘R

, ·
) 一 , 一 + 2

1了
。J

。

(。R )B
·
(。)一 p〔。·〕d口

其中 P
一

二是负无穷条处的压力
.

引进

口关 l 、 ~ 、
_

厂 刀苦 f , 、 、 l ~ D 关 l ,
八 , , . , ~ 尸 , 、

~ ,

厂
n
( 0)

.

之 } = l 汽
诱
几曰 诊十 2 口

n
毛口 】 le X D I 口 2 1

G 关
(。

, :
) = 〔。A 关

(。) + (1 + 。 2
)B

关
(。 )〕

e x p [ 。2 〕/ 。
少

于是A 侧。)和B 关
(。 ) 可通过F钊。

,

d)
,

G 苦
(。

,

d) 表出
,

它们之间的关系为

( 3
.

6 )

姓‘
(。) 一 (‘+ 口d ) e ‘p [ 一。己〕F ‘ (。

,

d ) 一口d e ‘ , 〔一。d 〕G ’
(。

,

d ) 下
B 关 (。 ) = 。[ G 芳

(。
,

d ) 一F
关

(。
,

d )〕e x p [ 一。d ]

( 3
.

7 )

利用 ( 3
.

6 ) 及 ( 3
.

7 ) 可得F 关 (。
, :

)
,

G 关
(。

, :
) 与F 关

(。
,

d )
,

G 关
(。

,

d )之 间的下 yjJ 关系

F 关
(。

, z
)二 {F

关

( 。
,

d ) + 。(
: 一 d ) [ G 关

(。
,

d ) 一F 关 (。
,

d )〕}
e x p〔。 (

“一 d )〕 、

卜L3

G
关

(。
, z

)二 {一。 (
: 一 d ) F

关
(。

,

d ) + 〔1 + 。 (
二一 d ) 〕G

补
(。

,

d ) }
e x p〔。 (卜 d )〕

少

考虑到 (3
.

6) 式及 ( 3
.

3 ) 式得

“ :

(R
, z ,

舀)二万 〔C
o

F二
‘’
(R

, : 一占) + D
。

F孟
2 , ( R

,

“ :
(R

, : ,

言) 二乙 [ C
: F鑫

3 ,
(R

, z 一君) + D
o

F鑫
4 ,
(R

,

一 : )〕+ !丁
。J。

(。R )F
·
‘。

, ·
, d 。

一、) : 一{了
。J l

‘。R , G
·
‘。

, ·
, d 。

劝(R
, : ,

占) ~ 乙 [ C
o F轰

6 ,
(R

, : 一占) + D ,

F轰
日’

(R
, : 一占)〕+ } R J

I

(。R ) F
关
(。

, z
)d 。

,

(R,z
,

: )一 p一 +

云
D

,

‘”

万
6

犁
,

(I2
,

一 : ) + 2
山 Z

J
。

(。R )〔G
苦

(。
,

d )

一F
关

( 。
,

d )〕
e x p〔。 ( : 一 d )〕d 。

。l
!

⋯
尸
、

1
.

111!
k

、

、.产
0口

.

Od
声了.、

令 ( 3
.

9 ) 前两式满足 : = d 处平板上的粘附条件
v :
二 0

, v 。一 0
,

得

、

,
户

n
, .�

.

自O
Z召.、

、r.l‘、rlseesj。J
。

(。R ) F
关
(。

,

d )d 。 = 一 乙 〔C
n
F孟

‘’
(R

,

d 一占) + D
o

F扩
’(R

,

d 一套) 〕

cl) J
,

(。R ) G
关
(。

,

d )d 。= 乙 [ C
o

F二
3 ’
(R

,

d 一睿) + D
o

F鑫
‘’
(R

,

d 一占)〕

幼o心D九

l
‘ �

!
‘

将上述 H a n
ke l 变换反演之

,

有
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F 关
(。

,

d )= 一 乞 [ C
o

fl 二
‘’
(。) + D

。
fl 孟

2 ,
(。 )〕

(3
.

1 1 )

G 关
(。

,

d )= 一乙 [ C
,

fl 二
3 ’

(。 )+ D
o

fl 二
4 ,
(。 )〕{

其中
fl 轰

, ’
(。) =

11 盆
, ’

(。) =

。” 一 l

儿 !

。” 一 3

月 .

。” 一 1

柞 !

e x p [ 一口 (d 一占)〕

[ (Zn 一 3 )。(d 一雪)一 (
n 一 1 )(卜

3 )〕
e x p [ 一。(d 一古)〕

(3
.

1 2 )

fl 盆
3 ,

(。 ) 二
e x p [ 一。 (d 一占)〕

11 益
4 ,

(。 ) =军
〔(2
卜

3 )。 (d 一 :卜
。
(卜

2 )〕
e x p〔一。‘d 一‘, 〕

在推导 (3
.

1 1) 式时利用了 L eg en d r e
多项式和 G eg en b a

ue
r
多项式的性质 以及下 式公式

(参阅[ 1 1 ))

{ 」
‘

·

‘卿’
‘

dx - , “ 一 “e x p [ 一 a g 〕

(
a Z

+ x Z

)
‘l “ F (拼+ v

)

ree
胜
.L

一

p拌尸
(
a Z + 二 2

)
“ / 2

(R
e
(
v
)> 一 1

,

R e (拼)> 1 / 2 )

其中 尸; ; 是缔合 L eg en dre 函数
,

r 是 G a m m a 函数
, a 是 常数

.

将 (3
.

n ) 式代入 (3
.

8 ) 及 (3
.

9 ) 式中去并利用下式

!了
X ·

一
p〔

一
〕‘X 。, “

Z
J
。

(“ , dx -
n !夕1 / 2

(a 么+ , 么
)

-

尸
.

「一一 旦
二

~ 月
。
+ 1 ”

L La 一

十夕
“

)“
“

J

(, > o
,

R e
(
a
)> 0 )

后得

U (R
, : ,

雪)= 乙 〔C
o

S轰
o ’

(R
, : ,

雪)+ D
o

s沪
,
(R

, : ,

右)〕

其中

U(R
, 之 ,

占) = (
。 。, 。 : ,

劝
,

P一 P, )

s孟
O ’

(R
, : ,

占)= (S鑫
‘’ ,

又
3 , ,

S鑫
“’ ,

S轰
, ,
)

s鑫
E ,

(R
, : ,

舀)= (又
2 , ,

义
4 , ,

S轰
6 , ,

S护
,
)

而 S二
‘’(R

, : ,

君)= F鑫
‘’
(R

, : 一言)一F鑫
, ’
(R

,

Zd一 : 一舀)

+ z (
: 一 d )(

n + i ) F鑫丫
;

(R
,

Zd一 : 一占)

s护
, (R

, : ,

古) = F兵
2 ’
(R

, 之一舀)一F护
,
(R

,

Zd 一 : 一舀)一 2 (卜
2 )(

“

一 d )F二甘
;
(R

,

Zd 一 : 一雪) + 2 (Z n 一 3 )(
: 一 d )(d

一雪) F二
‘’
(R

,

z d 一二一占)

S孟
3 ’(R

, : ,

占)= F 轰
3 ,
(R

, : 一省)一 F护
,
(R

,

Zd 一 : 一君)一 2 (
, + 1 )(

“

(3
.

1 3 )
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d )F君
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(R
,
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(R
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’

盆
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(R
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拜

一 d )F鑫智
,
(R

,

Zd 一二一动

S轰
6 ,
(R

, : ,

省)= F 护
,
(R
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: 一雪)一F二

。’
(R

,

zd 一卜舀)一 2 (
n 一 2 )(

:

一 d )F洲
,
(R

,

Zd一 : 一幼

+ 2 (Z n 一 3 )(
: 一 d )(d 一占)F孟
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s鑫
, ’
(尺

, 之 ,

宜)一 4 (
。 + 1 )F轰幼

,

(R
,

Zd 一 : 一占)

(3
.

1 4 )

S轰
8’
(R

, : ,

省)巴
4 n一 6

n

F盖甘
,

(R
,
: 一占) + 4 (Z

n一 3 )(d 一占)F二
, ’
(R

,

Zd 一卜雪)

2 (2
n 2
一 6 n + 3 )

F 鑫甘
l

(R
,

2d 一 z 一动

这就是平板存在时
,

位于 R = 0
, : = 占处的 S a m Ps o n 流 子 的 表 达 式

,

我 们 称 之 为

S a m p s o n 平板反演流子
.

四
、

S a m p so n 平板反演流子的体内连续分布

遵循文〔4 〕啊做法
,

在物体内部对称轴线上取一线段A B (一 d
,

d)
,

其中 Zd 是 线 段的长

度
,

如果物体的两端是圆的
,

则 A
,

B 可取为头部的曲率中心
,

在 A B 上连续地分布S am Ps o n

平板反演流子
,

得流场的表达式为

。一

惑}i
d 〔C

·

“ , , “
·’‘R

,

一“,““斗”
·

‘“, ’“
’少‘“

,

一“)““〕
(4

.

1 )

其中C
。

(豹
,

D
。

(豹是待定的奇点强度分布函 数
。

显然 (4
.

1) 式满足方程 (2
.

3 ) 及平板上的

边界条件
.

现在的问题是选取合适的 C
。

(豹
、

D
,

(豹使物面上的边界条件得到满足
,

将 A B 分

成M段
,

每段中选定两端点和中点作为插值点
,

每一段上的强度分布用插值点上的二次函数

近似地代替
,

并将无穷级数在N 项上截断
,

于是 (4
.

1) 式 可写成

N 万
U一

馨纽!
山

_

广山
. _ ,

‘

C
二 ,

(占)S轰
o ’

(R
, : ,

占)d占+ l
‘

D
, J

(占)S丫
,
(R

, : ,

占)d三 } (4
.

2 )
d

, 1 J d
, ,

其中

{簇}}
一

者珊毓练{欲}
十 、

燕翻氮鱿
,

) {知
(睿一 d , 1

卞
了 ,

L以 j 3
一 以 J I

)(i 一内
2

万丁气
“

飞

)(d
, 3
一 d , 2

) L D
, , 。

J
(冷

.

3 )



任意形状长轴对称体沿长轴方向垂直地向一无界平板运动时所产生的 Sto k es 流 2 3

这里 妈
, ,

内
2 ,

丙
3

分别为每小段两端点及中点的坐标
,

C、 , ,

几
, ,

(k == 1
,

2
,

3) 分别是每

一段中三个插值点上强度分布函数值
。

将 (4
.

3) 式代入 (4
.

2) 式
,

经过运算后得

N 对

u ~ 乙 乙〔C
。 , : 。, 一 , ) 十 ;

w 鑫护
, + C

。 , : 、J一 , 。十 Z

w 二罗
, + C

, , : 。, 一 , ) + 3

w 二罗
,

. 一 2 j. 1

+ D
, , 2 (, _ , 。, I

W孟穿
,
D

, , 2 (, _ 1 。十 Z
W

(沙 ,

n J 乙
+ D

。 , : (, _ , 。* 3

W
‘沙 )

” 7 0 {
其中

班万W
(Q O ) _
介J专 ee

轰丫孟
’

W益了雳
’,

念
’

w 二分
’

w 二分
’

撰
, ,

W撰
, ,

念
, ,

不尔
,
)

班念
,
)

(壳二 1
,

2
,

3 )

一 2人
z
〔d , :

d , 3
T矗乡卜 (d , 2

+ d , 3

)T 孟;立+ T盗吞孟]

附Wl

W “分
’
一 2

支
:

〔d , 」d , 3
T ; :‘一 (d , 1

+ d , 3

)了; ;:十 T ;二‘〕

w :秀
,

一凳
:

〔d , :
d , Z

T : :、一 (d , 1
+ d , :

)T ;装十 T“乡‘〕

(公二 1
,

⋯
,

8 )

式中 。二 2
,

⋯
,

N ; j二 l
,

⋯
,

M
,

h = (d
j Z
一 d , ;

)/ 2
,

而

T :。、一{:::
:一 S“

‘少
‘“

,

一“, d“

(
n二 2

,

⋯
,

N ; j= 1
,

⋯
,

M ; ‘= 1
,

⋯
,

s , R 二 1
,

2
,

3 )

在物面上选取 (N 一 1 )(ZM 十 l) 个点
,

令方程 (4
.

4) 在这些点上满足无滑移条件
,

得到下列 2 (N 一 1 )(ZM + 1 )个方程确定 2 (N 一 1 )(ZM + i )个未知函数 C
n

, 及 D
二 ,

.

6 )

:
月生通住

了l
矛、

r、

、...哥.‘....1
.

、(

l
口.巴,1...少

乙 乙 〔C
。 , 2 。, 一 , 。+ ,

牙轰了尹
’+ C

, , 2 (, 一 ; )十 :

研轰乳
’+ C

。 , : 、, 一 , ) * 3

研二乳
’

钻 ‘ Z j 七 l

+ D
。 , : 。, 一 , 。十 ;

班二了矛
’ + D

。 , 2 ‘J一 ‘, 、 :
班乡黯

’ + D
。 , 2、, 一 , , 十 。

研亮努
, 〕二 1

兄 乙 〔C
。 , 2 (, 一 ; )十 :

研盖兮扩
’十 C

。 , 之、, 一 、) + Z

W盖努
’+ C

。 , : ‘,
一 , ) 十3

牙益努
’

n , Z j一 1

+ D
。 , 2 (, 一 1 ) 、 ,

W 思尹
’+ D

。 , : (, 一 : , + 2

不轰努
, + D

。 , 2 。J一 : ) * 。

附盆努
,

〕= o

阻力系数由下式给出

万

劝
1

几 =
二

9
乙〔D

Z , 2 (, 一 , )十 ,
一

朴4 D
: , : 、, 一 : )十 2 + D

: , : 、, 一 , 。* 3

〕(d
, 2
一 d , ,

)
j自 1

如果每一段上的强度分布用线性函数和常数代替
,

则相应的结果为

线性分布

侧;}}
一

怂
z

会叮众
、

盘王 (4
.

8 )

夕 卫

u 二乙 乙 [ e
, , w 洁护

’+ C
。 ,

, 十 ,

w 洁罗
’ + D

, ,
w 轰吞尹

’ + 刀
: , , + 王w 鑫今罗

’〕 (4
.

9 )
” 二 Z j ‘ 1
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、.产nU,土三住�
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、

!
嗯

!
一

/‘‘...夕

、飞,产
O八

W 尔
, ,

W 尔
,
)牙附W矫奢

’二 粼
’

(L 刀 ) _
”j无 一

牙撰
, ,

砰撰
, ,

(自= 1
,

2 )
鑫至孟

, ,

研杂
, ,

研撰
’
)

“女:
) 一

; (d
, ZT“,‘- 双乡孟 不芯:

,

一丢(
一 d , , T ; :‘十 T “;、) (‘= 1

,

⋯

WW

2
,

⋯N , j= 1
,

⋯
,

M
.

一一
路

烈
�

中中

式其

确定 C
二 j ,

D
, , 的线性代数方程组为

N 卫

乙 乙 〔C
, ,
邵鑫乡全

’ + C
: , , + ,

砰怂老
’ + D

。 ,
万芯f

’ + D 。 , , * ,

牙鑫今若
’〕二 1

扑 = 么 j. 1

( 4
.

1 1 )
N 卫

乙 兄 [ C
。 ,
那鑫夕犷

’ + C
, , , + 1

砂二今君
’ + D

, ,
研鑫亏贫

, + D
” , , + :

牙泉
, 〕= o

” 一 么 夕二 1

}
阻力系数的公式为

1
几=

_

3
乙 ( D

: , , 十 ,
一 D

: ,
, ) (d

, :
一 d , ,

) (4
.

1 2 )

2
、

常密度分布
U = 乙 乙 [ C

二 ,
w 盖梦

“ , + D 。 , W 二亨
“’〕 ( 4

.

1 3 )
” 一 2 了一 1

其中 w 护
, 一 (T; 认

,

几贫
,

聪;
,

此左

w 二梦
‘ ’ 二 (几愁1

,

双贫
,

双号岌
,

几吟

确定 C叮
,

D
, , 的线性代数方程组为

乙 乞 〔C
。 , T轰乡

, + D 。 , T怂
,〕= 1

” . 2 j . 1

乙 乙 〔C
n , T轰;

, + D
, , T 轰杏

, 〕= 0

” = 2 了, 1

(
n = 2

, ‘ · ’

N , ,

一
)

}
(4一 )

(4
.

1 5 )

、..,r、z.|1少

阻力系数为
; 一

;鑫
D Z , ‘“JZ 一“, 1

,
( 4

.

1 6 )

为了能够计算出式 (4
.

6)
,

(4
.

n )
,

(4
.

1 5) 中的系;数 矩 阵
,

必须求出 (4
.

5) 中 的

、........1,I
、诊

了l....weesies夕17

积分 T盖扎
.

将S孟
‘, 的表达式 (3

.

14 ) 代入 (4
.

5) 式我们有

T 盖乡弘= G 鑫乡公(R
, z

) 一G 二乡金(R
,

Zd 一 : ) + 2 (
n + 1 ) (

: 一 d )G 鑫丫
, , , 。( R

,

Zd一‘
)

T轰今兔二 G 孟;孟(R
, 二

)一 G 轰丢完(R
,

Zd 一 :
)一 2 (

n 一 2 ) (卜 d )试少
, , , ,

(R
,

Zd 一 ‘
)

+ 2 ( 2卜 3 ) (卜 d )〔d G 二乡尝(R
,

Zd一 2
) 一G 二:乡

, 。+ ,

(R
,

Zd 一‘ )〕

T鑫乡兔== G 鑫;孟(R
, z
) 一 G二乡毒(R

,

Zd 一 :
)一 2 (

。+ l ) (
: 一 d ) G 石甲

1 , , ,
(R

,

Zd一 “
)

T ;。卜
G 。、(*

, ·

卜 G :。、(*
,

2。一 ) + 2 ( ”一 ‘

;(
”一 3’ (一。)G ;智

1 , J , (*
,

Zd 一 : )

一 2 ( 2
”一 3 ) ( ; 一 d )仁d G 二弓毛(R

,

Zd 一 : ) 一 G 品!认
。 + ,

(刀
,

Zd 一 ‘
)〕

(4
。



任意形状长轴对称体沿长轴方向垂直地向一无界平板运动时所产生的 Sto k e s 流

式中

G 鑫抹(R
,

为了计算 T 轰儿(‘= 1
,

⋯
,

4 ;

G 盖;弘

k二 4 时

·)一

丁:{片
一 ’

二
’
(“

,

一“,““

n 二 2
,

⋯N ;
,

⋯
,

M ; k =

(4
.

1 8 )

,

2
,

3 ) 须 要 知 道下列范 围内的

3 ; n = 2

k一 ‘
,

2
,

3时
{

= 1
,

3 ;

= 2
,

4 ;

,

⋯
,

N ; j= 1
,

⋯
,

M
”= 1

,

⋯
,

N + 1 ; j= 1
,

⋯
,

M

n = 2
,

⋯
,

N ,
M

它们可以根据下列公式通过递推过程获得

G轰乡弘(R
, z

)= d乡全
一 ‘’J孟

‘’
(R

, z 一 d , 2

)一 d ;空
一 ‘’J鑫

‘’
(R

, z 一 J , ,

)一
左一 1

n

(‘= 1
,

3 ; 存二 1
,

2
,

4 ; n 》k

G县份
, , , , 。一 ,

(R
, z

)

二

1
,

⋯
,

M )

。; ;、(*
, ·

)一 J ;。一 , ;
2 )
(*

,

一、, 2

)一、、。一 , :
2 )
(*

, : 一。, ,
)一九百

‘。; :
1 , , , 。一 ,

(*
, · )

2 (k 一 l )
n
(
n 一 i )

「。
。1 ) , 。

_
_

、

。 ‘, 、 ,
n

、

1 。 : , 、 ,

。
、

1

L订
, : “ ,‘“ 欠IT

, 多 ) 一 2 。 “二 “ , j , “一 ‘L八
, 2 ) 一杯玄妙扁二

3 , , , , 一 , L八
, 2 ) 」

(寿= 1
,

2
,

3
,

4 ; n》几+ 2 ;

G盖杏孟(R
, z

)二 d夕夕
一 ’夕

J孟
‘’
(R

, z 一 d , :

)一可卜
” J鑫

‘’
(R

, : 一 J , l

)一
寿一 1

儿

1
,

⋯
,

M )

, , , , 。一 1

(R
, 之

)

2 (k一 1

。
(
n 一 1}

「G “智
2 , 了*
‘“

, ·
’一G

(寿= 1
,

( 3 )

一
么 , J , 介一 1

2
,

3
,

4 ;

(R
,

2 一占)

(R
, 二

)〕

n ) 众+ 2 ; j二 1
,

⋯
,

M )

(i= 1
,

3
, 。
》 1 )

J洲

(“
,

一“卜{
尸扩

’
(“

,

一“)二一

扮黔

(R
,

一 :卜!
F :

2 少

(R
, Z 一 : )d : 一斋

F ;份
1 }

, : 一占)+
2

n
(”一 1 )(

n 一 2 )
F志

‘’

(R
之一占) (n》3 )R伺观

了、”

F
‘‘�

一
之

, .�

2
一

一

n n
+

2
‘l

.

J
月

.

以d

了舒
’
(R,

“一占) 一二凡叭

‘; ,‘

一
h 一 ’

弓

司:::,

(“
,

一“) + 、、己
, ) (一。尸

G以 二了 左恋千 (万二省户

轰廿
2

(R
, : 一占) (

n》2 )

十 : G 毋

G “,‘一〔
s”

一 1 2 一省 2 一占
2丫 ( R

Z + (之二舀)
2〕d i

G之+

‘

d
.

d
气eeesJ‘、。‘一[

“ R
!
+ (

之
二“)

“
十 2丫 R

2

R Z+ ( z 一占)
2

2
Jl.

J.

,口
.

d
1 1

..

J「 。2 _ 1_ 一 1 2 一言 之一言
, 。 。 .

L“
一”i ,

R 一 2 犷 九
“

十 ( “一互)
“

一 2了
R

Z

(
: 一占)

R , + (二一占)
,

十 2 二侧韶一矛G 络l

门石孟甘.
J .
才

‘

dd
1

, _
_

一 R 衬 允
‘

十 (之一互)
‘
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一 (z 一幻 了 R
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J
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Z

2 了匡耳丈牙孔尹〕
3
1
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,臼1
t
J
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.Jdd

侧乡孟=

‘盆乡卜

穿卜
h一 ‘

扩
- 之一占

丫辛只万二约
,

+ :

侧乡{

R 「
,

_
_ _ _ _

.

一 飞
一

I斌 左
乙

+ (2 一宜)
乙

+
自 L

R
2

了R ‘+ (万一睿少
飞
d ‘’

J d jl

+ 2‘水一扩G给l

五
、

算例
、

长球和卡西尼长卵形体

作为算例
,

考虑长球和卡西尼长卵形体垂直地向
一

无界平板运动时所引起的S to kes 流动
.

长球的方程为
z = a 。0 5口

,

R 二b s in o
, e = 丫

a , 一b ,

其中
a ,

b 分别为半长轴和半短轴
,

口为极角
.

取 b为特征长度
,

(一 c ,

0)
,

(c ,

0) 为 月
,

B

点
, c 为半焦距

.

卡西尼卵形体极坐标形式的方程为

p Z
= c Z e o s 20 + 了

a ‘一 c ‘si n , 2 夕 (
C> 0

, a > C
)

其中 p
,

0 分别为极坐标系中的矢径及极角一 是半焦距
, a 是常数

.

b= 了沪二沙 是 卵形体与

R 轴的交点到原点的距离
.

取b 为特征长度
。

(一 c ,

0)
,

(
c ,

0) 为A
,

B 点
.

在这两种情形中
,

分段及配置点的选取均采用等分原则
,

为了避免系数 矩 阵 在 0= 二/ 2

及 0 = O
,

二处的奇异性
,

我们用四个邻近点 0 = 二 / 2士d
,

0== d
,

二一占代替 0 = 二 /2 及 0 = 0,

二
.

这里 d 是一待定常数
,

在计算中取 d = 0
.

01
’ .

表 一列出了d /
a 二 10

.

1
,

2
.

3 5
,

1
.

5 4
,

1
.

1 0
,

1
.

0 5 , a
/ b = 1

.

0 1
,

1
.

1
,

1
.

2 5
,

1
.

5
,

2
.

5
,

3
,

4
,

5
,

10
,

20
,

50
,

10 0 时长球的阻力系数结果
.

a/ b< 1
.

25 时采用分段等强度近似
,

当

a/ b 在 1
.

5 到 5 之间时
,

分段等强度近似的收敛性变差
,

因此改用分段线性近似
,

同 样的理

由
,

当 a
/ b 大于 10 时

,

采用分段抛物近似
,

这样收敛性较好
.

从表 1 中可以看出
,

本方法具

有相当好的收敛性
,

一般具有四位有效数字的精度
,

即使在 d /a ~ 1
.

05 长球和板几乎接触的

干扰情形
,

也至少收敛到三位有效数字
。

为了检验结果的
一

可靠性
,

我 们 和 B r
en ne

r 汇‘”〕的近

似结果进行了比较
,

B : e n
lle

r 对于长轴对称体离板较远时采用反演法得到了阻力系数的近似

公式
、

B r e n n er 的结果并列在表 1 的 d /
a = 10

.

1 那 列 中
, 一

可 以 看 出 d /a = 10
.

1 的 情 形 和

B r en n e r 的结果符合得很好
.

最近
,

许盛群
L‘“3柳采用格林函数面分布方法计算了长球以不同

姿态在以平板为界的半无 穷空间中运动所引起的 Sto k es 流
.

其中有两种情形
,

即d /a 二 1
.

5
,

d /a = 10 (a
/ b二 2

.

0) 是轴对称情形
,

可资比较
,

我们对这两种情形单独进行了计 算 并 和许

的结果进行了对比
,

结果援引在表 3 中
,

不难看出
,

两者符合得很好
,

一般有四位或三位有

效数字的重合
,

以上两例对比说明
,

采用本方法得到的结果是可靠的
.

. 、

作者最近从私人通信中得悉许的结果
.
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卡西尼卵形体阻力系数的结果列在表 2 中
,

计算了 d /a ~ 10
.

1
,

2
.

35
,

1
.

54
,

1
.

1叭 。 =

0
.

3
,

0
.

8
,

1
.

5
,

2
.

5
,

0
.

7 9
,

1
.

2 2
,

2
.

7 4
,

等情况下的阻力系数值
,

同表还列出了 B r e n n e r

的近似结果
, c 二 0

.

8
, c = 2

.

5 时卡西尼卵形体的图形画在图 2 上
, c = 0

.

8 对 应 于 全凸形
,

c = 2
.

5 有凹陷部分
.

可以看出
,

即使对于有凹陷部分的卡西尼卵形体也 可以有四 位 有 效数

字的收敛性
,

而且 d /a = 1 0
.

1的形情和 B re n
ne

r 的结果吻合得很好
.

e = 0
。

8 c = 0
.

肪

图 2
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