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摘 要

本文研究有限水深两层流中孤立波的三阶近似理论
,

并考虑了自由表面对孤立波的影响
,

运

用坐标变形方法得到了三阶内孤立波的发展方程
,

水得波速的解析表达式
.

对方程进行了数值计

算
,

得到了几种参数下三阶解曲线
,

指出自由表面对波型和波速的影响是二阶的
.

计算表明三阶

解对一阶
、

二阶解有明显的改进
,

使其更加接近试验结果
.

在K d y 理论和Be n ja m in
一
O n e理论之J占

,

1 9 7 7年K u b o ta 〔‘’找到了在有限水深分层流中长

内波的发展方程
,

指出孤立波的存在
.

为检验它的正确性
,

K oo p等人
〔“〕和S e g ur 等人〔“〕分别

进行 了试验研究
,

他们发现只有当波幅很小时一阶解才能给出正确结果
。

随着振幅增大
,

精

度迅速恶化
。

经过二阶修正后
,

他们得到了 比一阶解有显著改进的结果
.

但当相对振幅超过

五分之一时
,

二阶解也同试验值相差很大
.

因此发展三阶理论是十分必要的
,

另一方面
,

正

如在下文中可看到的
,

在上层流体自由表面处
,

有估计式

豁
一。‘

““’

其中功
1

是上层流速势
,

刀二 (p
:
一 p l

)/ p
Z , 己是下层水深对上层水深之比

.

这意 味着应从

二阶解开始考虑 自由表面对内波的影响
。

本文研究在 自由表面存在的条件下有限水深两层流中三阶孤立波理论
,

找到了它的发展

方程
,

对发展方程进行了数值计算
,

分析了自由表面对波型波速的影响
,

算例表明三阶解能

给出相当满意的结果
.

一
、

基 本 方 程

流场分为上下两层
,

其间有交界面存在
,

交界面的波动状态表为 沪 = 刀权尹
,
二苦

理量和坐标系的表示如图 1 所示
.

所谓有限水深 内孤立波理论是基于 以下三个假定
‘’
川

“’

( 1 ) 流体下层的深度h
Z

比上层深度h
l

小得多

。= h
:

/h
: 《 1

( 2 ) 交界面上的内波波长比下层流体的深度h
Z

大得多
,

但同上层深度h , 同阶 ;

各物

(1
.

1 )

江福汝推荐
.
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( 3 ) 内波波幅是小量
,

并且波幅与 h
:

之 比是

同。同阶的
.

为引入无量纲量
,

我们取内波波速
c
为速度尺

标
。

根据以上三假定
,

下层流体的无量纲变量可表

为
,
梦

: . ,

P :

一、一一r es气- , ee 、 ~

es

一
一一 -

、 ,

‘二几
,

尹= O

一
广‘ 一凡

二二尹/h

t= e t关/ h

1 ,

l -

, = 夕关/ h
么,

刀关 = 己hZ刀 } (1
.

2 )

衅 ~ ch
Z

八

而上层流体无量纲变量则为

x = 二关
/ h

: ,

t二 et必/ h
l ,

势萝= 。h
: c势1

此处梦表示 自由面升高
,

劝犷和讨是上
、

因讨满足L a p la c e方程和底部条件
,

夕,
= 夕关/ h

护二扩人落 } (1
.

3 )

下两层流体的速度势
。

一

可以证明 〔”’叭可表为

势
:
一乙 (一 1 )

” “2 ” (夕+ 1 )
2 几

(Z
n ) !

日“
,‘

沪
:

口% Z n

犷. 一 1
(1

.

4 )

与此式相一致的
,

一

可取速度沪
,

沪的无量纲形式为
。釜 = 。“

,
.

v 苦 = 。ZCv (1
.

5 )

因为 由(1
.

4 )给出的势
2

总是满足 L a p la c e方程和底部条件的
,

因此只剩下交界面上的条件

需要满足
,

它们是运动学条件和上下两层压力相等的条件
,

其无量纲形式为

霏
+ 韶

一

翼一 (在。一
1 十 。

一

; : )

以
e

普
+

孟引
“

2 + 尸卜 梦
一

;
‘甜

2 + 八
匕

)}

(1
.

6 )

一 g j h
:叮= o (在 , 二一 1 + ”上 )

式中U
、

矿是上层流体的无量纲分量
,

g 是重力加速度
.

现在叙述上层流体应满
、

足的条件
.

首先
,

速度势劝应满足L aP la o e方程

V
“

劝r = o

在交界面处
,

劝, 与刀一起要满足条件 (1
.

了)和运动学条件

(1
.

7 )

(1
.

8 )

。(。u 一。) 2丝
一 : 一。

(在。一 : 上 )
O 环

(1
.

9 )

在 自由表面
,

还要求丸满足边界条件

奔鄂
+

+ 。“

弋

戳
+ “3

金
“-

己 丁
g h

:
t

口“劝x

口ta夕l

“十

;(如
‘
十

;(箫)
2

}
。劝l a乙 _ 。3

凡丫 O工

a Z

势-

口%a梦i

此 飞
d 义 J

(在夕: = 1 + e o

g上) (1
.

1 0 )

综合上述
,

下层流体速度
“ , v 由(1

.

灼规定
,

它们同 刀一起要满足条 件 (1
.

6 )
、

(1
.

7 )
、

(1. 9 ), 而上层流体速势 劝
1 要满足方 程 (1

.

7 )
、

(1
.

8 )
、

(1
.

9 )
、

(1. 10 )
.

可见 交界而上条件

(1
.

6)
、

(1
.

7 )
、

(1
.

9) 是上下两层流体的连接条件
.
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二
、

各 阶 摄 动 解

引入随波一起运动的坐标系

r = (x
关一 Ct 开

)/ h
l= 二一 t

为了在三阶近似中避免长期项
,

还要引入变形坐标变换
r 二占一 。8 (占)

0 (豹是待定的
,

将在各阶求解过程中确定
。

将各变量展为 巴的幂级数
:

c = cl 十 ￡cz 十扩cs + ⋯

0(言) = 0 ;
(雪)+

。0
2

(君) + ⋯

u = u :
(占) +

。u Z

(占) +
。2 0 3

(占) + ⋯

”“叮1 (占) +
。叮:

(
。
) +

。2 刀3

(君) + ⋯

亡二互,
(幻 十茗

2

(豹 + e
七

3

(豹 + ⋯

势: = 功
:
(t

,

言
,

梦) +
。
功

:

(t
,

占
,

g ) + ⋯

由此
一

可得转换关系

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3 )

a

罗
一 “一“

! ; + 一‘”: ; 一“
2 。

卜 ⋯ )
一

影

A
、

一阶发展方程和它的解

将展式 (2
.

3 )代入 (1
.

6) ~ (1
.

10 )的各方程
,

可得各阶近似方程
.

先看首阶项
,

由(1
.

6 )
、

(1
.

7 )
、

(1
.

9) 各首阶项可得到在交界面平衡位置梦= 0上的各量之间的关系

斤: ‘= “: ;
,

厂l + u l ; = o
, c全“: 一夕△h

: 冲: = o

由此得到

a苗
.

C‘= 夕△n “
,

”, = “, ,
厂 , = 百仄 = 一 u , ‘ (2

.

4 )

上式第一个式子给出了一阶波速
,

第三式规定了上层流体速势功
:在y: = O处的边界条件

。

由(1
.

8 )
、

(1
.

1 0) 的首阶项和 (2
.

4 )得到决定功
: 的方程和边条件

V
“

功
: = 0

a功
l

ag i (2
.

5 )

此问题的解是

,
, 一 2

真{了
_ c o s

气孺
“ , 厅1古二p “““,““

(2
.

6 )

此处厅
, :表示叭 ;的F ou

r ie r变换
.

由首阶方程仍不能决定叭 所满足的方程
,

它 必须由 (1
.

6 )
、

(1
.

7 )
、

(1
.

9 )的二阶方程所规定
,

同样的
,

决定叭的二阶发展方程应 由 (1
.

8 )
、

(1
.

10 ) 的二

阶方程和(1
.

6)
、

(1
.

7)
、

(1
.

9 ) 的三阶方程来规定 ; 决定 刀3

的 三 阶 发 展方程 应由 (1
.

5)
、

(x
.

lo)的三阶方程和 (1
.

6 )
、

(1
.

7 )
、

(1
.

9 )的四阶方程所规定
.

所以为了找到
一

阶发展方程
,

要从 (1. 6 )
、

(1
.

7 )
、

(1
.

的的二阶方程中消去叮
2

和“2 ,

再将

功
:的值代人

,

并注意到 ‘”’
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(寿
e o th 壳)f

e x p (‘k雪)了k = f(g )
e o th 笋

“一 “’““

(2
.

7 )

则得到一阶发展方程
:

3。,。1 : 1: 一 2 ·2。, 考一

毒
一

鳌
一

丁 。;‘。, c o ‘h

晋(
“一。)d。 (2

.

8 )

对此类方程
,

Jos e phl
4 〕等人已给出孤立波解

3 之sin 几
2 刀, = 。0 5几+ 。o sh又(占+ 占

。

) (2
.

9 )

1
C“ = 一 2 Cl几 c o t 几 (2

.

1 0 )

此处宣
。

是任意参数
,

几也是一个参数
,

要求它。< 几< 二 .

B
、

二阶发展方程

二阶发展方程
一

可从 (1
.

8 )
、

(1
.

1 0 ) 的二阶方程和 (1
.

6 )
、

(1
.

7 )
、

(1
.

9 ) 的三阶方程中求

得
.

先从其中消去叮
。 , u 3 , 一

可得一 个综合式

一 c :必
2 ; ; + c ; 0 ;‘必

1。; 一 Ze , e :

功
, ; ; + Z c : e Z刀2 : 一 3 c { (刀

1叮2

)咨

. ‘ , 。 、 ,
。 。 ,

1
一 。‘l ‘。叮一叮19 一 气e 玉十 乙C I‘ 3 )刀一古十 匕C至刀拼 z‘一

。 C l叮r雪古古= U
O

(2
.

1 1 )

可见式中的 0 , ;
,

人“有待确定
.

经试算发现
,

如将0 , (韵表示为

口:
(雪)二 a 占

将
一

可求解过程中消去长期项
,

此处
a 是待定常数

。

根据 (1
.

8 )
、

(1
.

1 0) 的二阶
l

方程和 (1
.

9 )的二阶关系可找到决定功
:

的边值问题

(2
.

12 )

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

n‘

!l哪蝙蜘

此问题的解人可表为功
2
= 功尝

‘ ’
十叫 ”

.

一 Za‘1“

}, , _ 1一

二。。
, : ;

, : 一。
= 一刀

2 考+ a 刀l‘

其中

‘厅:〔k夕ls in hk (1 一 , z
) +

e o s hk (1 一 , )〕
e x p (玄仓互)dksin h k

8

刀一
a脑一一树

存厅1

e o s hkg l

s in h 么寿
e x p (i占k )d寿 (2

.

1 5 )

功;
2 )

一公
一

厂
_

一

孟
、

{丁
_

f(厅
:
一 a 厅:

)
e o sh k (1 一夕

;
)

5 in h 壳
e x p (i省k )d众

刀价
, 咨尝。, 1 ) 一 1

e o sh

九s in
e x p (i占吞)d寿 (2

.

1 6 )ku]从

此处(丫 )都是表示括号中的量的F o
ur ier 变换

.

容易证明

不
工; 古。, l一 , 。二 一

fk
么

5 in h 寿
(2

.

1 7 )
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由此喇 ” 右边第二项可改写为

(ik刀汀
、
)

e o sh几9 1

s in h
Z
几

e X p (‘占k )d壳 (2
.

1 8 )

可 以证明如果不想方法消去 (2
.

1 8 )式这一项
,

则将在二阶发展方程中出现

粼万
.

、 (“一。,。
2

一 , h

争
“一”’“”

这类长期项
.

为此 可令

a = 一J

则功: 变为

(2
.

1 9 )

〔厅
。e o s h几(1 一。

; )一刀左于lo 1 S in h几(1 一 , ,
)〕

“
x p (i占寿)
s in h k (2

.

2 0 )

将功
: 、

人代入 (2
.

1 1) 式
,

又利用已知关系〔“’

金
一 “

znl+
”二

1一

扮 (2
.

2 1 )

贝l{(2
.

1 1 )式变为

2 ·2 。: ; 一 3 ·: (。,。2

)古 + 一

纂
2

一

晶{几(
3 ·’一 2 “】““ +

{丁
_ 。2

一 th
晋(; 一。)、。

·, ‘
2
+ 2刀。10 2

)
。1 +

(
3 0 2

-

;加
】

)
。卜 ;cln

;
}
(2

.

2 2 )

右端关于 刀: 的系数应令 其为零
,

否则也将出现长期项 幼
1 〔“〕.

由此得到二阶发展方程的最后

形式和几

2 。20 2 ; 一 3 。; (。
: : :

)考+ 一

毒
一

合{

一

粼
3几 一

沙
1

卜
一

;

公 〕

_ _ 。2 ·0 ‘h

誉(
“一。)d 。

。: 。:

于 (2
.

2 3 )

C 、一与
2 。。 tZ

、+
如

一
么

c 。 t、

Cl 匕 b 艺
(2

.

2 4 )

式中参数刀给出了自由表面对波型和波速的影响
。

C
、

三阶发展方程

其求解步骤与B中过程相同
。

仅列出主要算式
,

选取0
2

(豹为

0
2

(省) = 班

(1
.

9 )的四阶方程可以得到一个综合式

(2
.

2 5 )

口是待定常数
.

由(1
.

6 )
、

(1
.

7 )
、

{一 c圣功
: 雪; + c fs, ; 必

: : ; 一 Z c , c Z

必
2 ; : } , , 一 。

一 3 c 圣(刀
: 刀3

);

1
, , r : . , , 。 、

.

a r「
_ , , J 。

⋯
十 艺C , C , 刀3‘ + 2 “; LU ; + 厂 ; )‘十。省飞L一

“C “L“, L刀
‘

一户)+ (“‘+ “C 3

) +
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+ 2一“ 卜“
2

(
一

寻
·:“一;

·1。

)
+ 2一。毛+ 2 0 2·

小
: +

〔
一

晋(
。: (“

2一口)

+ ·, + 2 0 1一 + 2
一“ +

凌
·;“

,
一 3 ·;

一 ;
。 ;
〕
。: +

1
1。一、 + 3 ·; “

〕
。:

一 4 ·: 。, +

!
·; + 2 0 10 3

〕
。2
一 6一。20 10 2 一

;
一 :。:

一

乡
。:。

2 ; 考+ 6 。: : :。
2
一

;
·: 。: 。

}
一 。 (2

.

2 6 )

由(1
.

8 )
、

(1
.

9 )
、

(1
.

1 0 )的三阶方程可得到决定功
。

的边值问题
,

求解后可得到 人在夕
, = O上

的表达式

价
3 。, , 一 。) =

‘ 广 {r 1
、 , ,

/ 3
才。 。 、

.

, 。 。〕-

一
、

云 l 人{ 万曰
一

十、
。
曰一 户 )十 』

“

一户 l叮r十 行。
卜c o t n 付e x p LZ互倪)a 佗

‘“ J _ 帕 k L ‘ 、 ‘ / J 少

I f帕
,

六卜
/ 、

一 2二 j
_ 。 又U ,刀1 : )

e o th壳

k

1 「幻 f J
Z

,

2
、

e x p 、‘““) ““十 2二 J
_ OO飞一 2 十 3 月

“

一。+

育
2

刀 + ZJ
名

}
。】s in

复
2
* 二P(‘““, ““

(2
.

2 7 )

应令上式右边最后一项为 0
,

否则将在 刁3

中出现长期项
。

由此 可决定脚勺值

还 ,叮
一

证明

刀一替
“

2
+

育
Z

J

‘

猛
, 一 认(之示

一

;云 )

(2
.

2 8 )

将功
1 ,

功
2 ,

九的值代入 (2
.

2 6) 之后
,

将在 (2
.

2 6) 中出现形如

一 :

纂
、

;厂
_

伽小
,

)cot
h

卜
一“, ““

(2
.

2 9 )

的项
,

如果引入变换

仇一。‘
1 )

+

扮
一

扮 (2
.

3 0 )

使刀
3

的方程变为关于时
‘ ’

的方程
,

则 (2
.

29 )项不会出现
.

此外利用容易证明的关系

曹慰
“ : + 二

一

粼;
·‘”‘; + 2 ·‘”, 一 3

一
。, +

;
·‘。,

}
/ 3 \2

气2 刀, ‘
/ = 几 一

叭 一 口几c o ‘几)叮; 一 叮r

就可得到三阶发展方程

一 2。: , ‘! ) 3 ; 、。。,
(。

:。3 ( 1 )
); 一 萝:

2

空{
r

一 。s(
1 ) 。。 th泛(; 一

、)、,

。 5 ‘ J _ oo ‘
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一

瓢加
么+

瞥纷
一

知
一

扣
cl 一6*

2

加

, 1
一 . 二

~

匕夕C ,
十

\ 艺 岁
。

)
。, 一黯cln , +

(zca
一2c

2

‘一

背
’
)
叭

+ 3c :、 , :。2

一泛
。: 。
卜冬

。, , 2 。; + 6 c : , :。2

军
白 0 声

(2
.

3 1 )

现在综述一下所得的结果

, 一 , 二 r 一了
1 一。J + (移、

2
+ 2 c 2

一

、
: 2

飞:
L \ b C I / J

(2
.

3 2 )

。二。, + 。
2
+ 。,

万珑
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式中刀
: ,

刀2 ,

”3‘, )分别由方程 (2
.

5 )
、

(2
.

2 3 )
、

(2
.

3 1 )所规 定
,

而波速 的解析表达式是
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三
、

数 值 例 子
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发展方程 (2
.

2 3 )
、

(2
.

31 )可归结为下面形式方程的求解
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此方程只能通过数值方法求解
.

现在我们提出一种解法
,

其 基 本 思 想是对 (3
.

1) 的两边取

F ou
r ie r
变换

,

可得关于刀
2

的相的方程

3

孟诬。
2

干
、。oth 、+

一

于
、

不一毛叔豹
、 ‘ 1 , 拐

再运用文献〔3 〕中方法将叭展为以 H e r m ite 多项式为基函数的级数
,

运用最小二乘法解线代

数方程
.

此方法的精度已通过实例检验
,

因为若 (3
.

1) 中的 G (幻取(吠 )。时
,

(3
.

1) 有精确解

刀: 二 2叭邝
c : .

计算表明
:

当级数的项数N = 12
,

而之〔(二/ 10
,
二 / 4 )时

,

数值解 同精确解的最

大误差不超过 Z x 1 o ~ 么。 图 2 划出了精确解刀2与数值解万
: 的比较

、

图中还列出了N = 14
,

16 时

的结果
,

可以看到随着N 的增加
,

解是稳定的
。

图 3 是二阶解丫
“, 二 刀: + 切2的数值解

.

同时标出了K oo p 等人
‘2 ’的试验值

,

两者之间较为

符合
。

图4是当几= 1 07 二八 8 0
,

J == 0
.

04 8的三阶解
:

刀(s) 二刀l + 。珍2 + 。2刀3

此时相对于 h
Z

的波高值为0
.

4 76
.

二阶解已不能给出较好结果
.

图中标出了Seg ur 等人
‘3 ’的试

验值
,

同时也划出了一阶
、

二阶数值解
,

可见三阶解有明显的改进
,

基本上与试验值一致
.
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对于G (约 = (梦):
,

二阶数值解和精确解的比较 图 石

。
.

。匕毕除淤巡
石有产塑而

而 业
1

.

4 10 1
.

76 0 王
.

94 0

(粉(1 )、 冲(, ) 、

, (3 )分别为一阶
、

二阶
、

三阶数值解 ; 国表示S e g u r的实验结果)

图 4
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