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摘 要

本文探讨了动力松弛 (D R ) 法在双模量复合材料叠层矩形板非线性弯曲问题中的应用
.

在分

析中分别采用叠层板大挠度经典理论和计及大转动 (在 vo n K ar m an 意义上) 的复合材料叠层板

剪切 变形理论
.

我们发现
,

对于考虑横向剪切变形的非线性弯曲问题
,

如何计算虚拟密度以控制数值计 算 的

稳定性
,

仍然需要进一步研究
.

本文提出了一种虚拟密度的计算方法
,

从而保证了本课题数 值 计

算的稳定性
.

文中介绍了用 D R 法 求 解双模量复合材料叠层板非线性弯曲的主要步骤
,

给出了由轻度双模

量材料 (Bo r n 一 E p x y (B
一E )) 和高度双模量材料 (A r a m id 一R u b b e r (A

一R ) 和P o lye s te r 一R u b b e r

(P
一

R) ) 的 两 层正交叠层简支矩形板在正弦分布载荷及均布载荷作用下的非线性弯曲特性的数值

结果
.

将所得结果和小挠度分析结果及普通复合材料的结果作了比较
,

并分析了横向剪切变形对无

量纲中心挠度的影响
.

一
、

引 言

在工程实际中
,

对用纤维增强双模量复合材料制成的叠层结构常常会提出 以下的一些问

题
:

(1) 在进行力学分析时
,

双模量性质对应力和位移有多大影 响 ? (2) 大挠 度分析的必要

性? (3 )在大挠度分析中横向剪切的影响有多大?

然而
,

要同时考虑物理非线性
、

几何非线性以及横向剪切应变的影响
,

使问 题 颇 为 复

杂
,

难 以求得精确解
,

因此
,

选择一种有效的
、

简便的近似法是必要的
。

就目前作者所知
,

仅有J
.

N
、

R ed d y 和 W
.

C
.

Ch a 。 用有限元法研究过这一问题 “ ’.

本文选择D R 法来求解这一问题
.

D R 法是六十年代提出并发展起来的一种新的数值方法
.

该法的关键问题是如何正确计算控制收敛及数值稳定性的虚拟密度
.

用D R 法求解双模量叠层

板问题的精确度已在作者的另一文
〔“’中得到证实

,

其中由A
一

R 及P
一
R 材料制成的四边简支两

层正交叠层矩形板在正弦载荷作用下的中性面位置和挠度均与精确解吻合得很好
.

本文给出

了上述叠层板在正弦载荷及均布载荷作用下非线性弯曲的D R 解
.

通过实际计算发现
,

在计及

.

周履推荐
.

本文主要内容在国际复合材料和结构学术会议 (1 9 8 6年 6 月
,

北京 ) 上宣读
,
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横向剪切应变时
,

有时会出现数值不稳定现象
.

因此
,

本文提出了一种计算虚拟密度的方法
,

在本文所有计算中未遇到数值不稳定现象
.

有几种关于双模量材料的力学模型
.

本文按照B e r t模型进行计算
【毛’.

所求得的结果均与小

挠度结果及拉伸模量结果进行了比较
.

另外
,

计及横向剪切应变的数值结果也与相应的经典

叠层理论的结果进行了比较
,

并分析了横向剪切变形的影响
.

所有这些比较回答了本节前面

提出的问题
.

计算实践表明
,

D R 法是一种比较简便
、

有效的数值分析方法
,

值得进一步研究推广应用
。

二
、

基 本 迭 代 式

采用计及大转动的叠层板剪切变形理论进行分析时
,

N z , 二
+ N e , , = p , u , : 。

+ 拜au , :

与平衡方程相应的动力方程为
:

lblaIcldle22222
了扭
、百了、
、
产

‘、了.、了.
、

N
。

Q ; ,

, 二
+ N

Z , , = P Z刀 , 。。
+ 拼: v , ‘

二
+ Q

Z , , + N , 功
, 二二

+ N
Z。

, , 。+ 2从切
, 二 , + g = p s功

, 。. + 拼
3切

, 。

h(M
; , 二

+ M
。 , ,
一 Q :

)=

h(M
。 , 二

+ M
Z , 。
一Q

Z

) =

P 4

功

P。功

二 , : .
+ 拌

4

功
二 , 。

, , ‘.
+ 拌。功

, , .

式中必
二
= h劝

二

和 功
, = h叻, ,

劝
二

和 劝, 是在 x 之和夕2 平面内的弯曲转角 , p ,

为虚拟密度 , 拼,

为阻尼

系数 (
r = 1

,

2
,

3
,

4
,

5 )
.

从式 (2
.

la )可以写出速度龙的迭代式

。‘。
, , ) , 。

一 (1 + 。
.

5厄
,

)一l(卜
。

.

5、!
)*

(‘ ,
, )

, ”一 + A (‘,
, , ,

卜 , A ‘/ 。
1 (。,

, )
,

卜 ,

〕
(2

.

Za )

式中 风 = 脚△t/ PI
。。 ,

刃
, 二 一

犷 A(
。,
刃

, 二 一

告为式 (2
·

1 “)等号左边的有限差分式
·

类似地可写出

乙
,

加
,

妈
二

和价
, 的迭代式 [ (2

.

2 b )~ (2
.

2 e )
,

省略 ]
.

从“ , 。
= ‘

,

可写出位移
u的迭代式

u (‘,
, 〕” +

告= u “
, , ) ,

卜告+ 云。‘
, s ) , 。

八t (2
.

3 a )

类似地可以写出。 ,

。
,

功
二

和功
,

的迭代式〔(2
.

3 b )~ (2
.

3e )
,

省略〕
.

叠层板的本构
L

关系为

{一咬
⋯

I... 扣{..::..}
‘解

,

一 ‘
,

2
,

6’
(2

.

4 a )

K 二S “

K 4K
o
S

4。

K 4 K
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S
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0 5

(2
.
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护qqr之l

‘.

其中 (A
。 。 ,

B , 。 , 几
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一。 , ,
一 J
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(1
, 2 , : 2
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, ,
+ 功
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/ h } (2
.

6 )
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(2
.

5)式中下标 k 表示纤维方向的应变的正负号 (1~ +
,

2~ 一 )
,

而 l则表示层号
.

将 (2
.

4 a
,

b) 写成差分形式便可给出内力和内力矩的迭代式 (省略)
.

在各迭代公式中使用了双下标记号
,

例如“(‘,
, )

, 。 + , / : 表示在节点 (f
,

j) 处
、

(
n + 1 / 2 )八 t时刻

的位移
, _

且速度是定义在时间(
n 一 1 )△t上

,

而位移和力以及力矩则是定义在时间(
n 一 1 / 2 )At

_ _

仁的
。

三
、

虚 拟 密 度 的 计 算

当采用剪切理论来进行分析时
,

有时会出现数值不稳定现象
.

因此
,

我们提出如下的计

算虚拟密度的方法
.

(l) p ; ,

p Z ,

p : 的计算公式与采用非线性经典叠层理论进行 分析时的相同
「5 , :

十一月

lseee�p , ( ‘,
, , ,

一 , 一“
.

2 5

1
p : ( ·,

, ) , 二一
、一 。
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2 5
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,

纭
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.
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.
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终、
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一
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十
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.
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十 = 0
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“

+ (M
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小
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s )
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“
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。(‘,
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,
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+ 夕
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。(‘,
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, 一
十

( 3
.

3 )

( 2 ) p ‘,

p 。 由 (2
.

i d )和 (2
.

i e
)的差分迭代式写出

:

p ‘( 。,
, ) , ” 一
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.

sh[ (厉
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, 一
十 ( 3

.

5 )

式中
,

万 , ‘,
, 。及 厉

。“
, , ,

(m 二 i
,

2
,

6 )的计算公式按非线性经典叠层理论的本构关系写出
,

女口
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+ 0
.

5 !B
l :

日叨“
,

, 十 : )一切、, ,
, 一 1 )

! / (A v)
“

+ 0
.

5 }B
,

川 二 。‘* l , , ) 一功(‘一 ; ,
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+ 0
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5 1B
l

川 , “
, , + , , 一 , 。,

小
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l/ (Ax A夕)〕

二一
十

口
; 。: , , ) 及 口

2 。‘,

, ) 则按(2
.

4 b )的迭代式给出
,

在 (o / 9 0 )叠层情况下

(3
.

6 b )

Q
, 。‘, , 。, , 一

十 = K 圣

口
2 (‘, , ) , , 一

十

S 。。。‘, , )
(1 / △x + 1 / h)

5
4 4 。‘, , )

(1 / 么夕+ z / h) }
在 (3

.

6 )~ (3
.

7 )式中
,

A 。 , ,

B

二

K

仍 n - D 。。

(m
, 。 = 1

,

2
,

6 ) 及 5
4 ; ,

S
。。

不是常量
,

(3
.

7 )

而是随节点位

置变化的
,

且其计算需要考虑九种情况 (参看文献 [ 6〕的附录 )
。

采用上述的虚拟密度计算方法
,

在本文计算中未遇到数值不稳定现 象 (边厚比从 1 00 ~

1 0
,

无量纲载荷互= q o a 4

/E 全
:
h4 从1 0~ 1 0 0 )

.

四
、

计 算 步 骤

主要的计算步骤见如下的简化流程图
:

△t= 1; “
r

= 。; 将各节点中性面位置置零

今

一{
将各节点的速度

,

位移
,

内“不口内力矩置零 ⋯一

今
一

⋯一
计算A 。一 ”阴一 ”。 一 “4‘,

“5 5

一 ! 。一 。

+1
; 计算密度

,

速度
,

位移
,

扁i)而是习
-

拼, = 0 ?

茸赢
一

赢于 ” ~ N ?

今是 今是

计算各点下一次的中性面位置
.

各点前后两

次中性面位置的相对误差《。
.

。。1 ?

杏否

查{ 一} 。
r

一 。?

告是

⋯
一

鱼
- 计算份及迭代数

N = 8 ”

今否

结 束
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五
、

数值结果和讨论

以下是三种双模量复合材料的两层正交铺设矩形板在正弦分布载荷 (q = q 。 sin (二二/ a)
·

sin( 二川b))和均布载荷 (q 一 q 。

)作用下的数值结果
.

三种材料的材料性能由表 1给出
.

在计算

中
,

剪切修正 系数K 孚(
: = 4

,

5) 取为5 / 6
.

所有计算都是在D PS S / 4 9计算机上以单精度进行的
.

在数值结果的图表中
,

采用了以下的简写符号
:

CFS

—
闭合解 ; C T S

—
经典理论的D R 解 ;

S T S

—剪切理论的D R解 ; BM S

—
双模量D R解 ;

T M S

—
拉伸模量 D R 解 ; R E

—
相对误差

.

表 1 三种单向双模量复合材料的材料性能 (G
i 3 = G , 2

)

A 一R P一R B一E

压一23422.拉 伸 压一 菇一卜五 伸 } 压 缩
.

压 缩

E i l
(G P

a
)

E 2 2
(G P

a
)

犷1 2

G 1 2
(G P

a
)

G 23
(G P

a
)

3
.

5 8

0
.

0 0 9 0 9

0
.

4 16

0
.

0 0 37 0

0
.

0 0 2 9 0

0
.

0 1 2 0

0
.

0 1 2 0

0
.

2 0 5

0
.

0 0 3 7 0

0
.

0 0 4 9 9

0
.

6 1 7

0
.

0 0 8 0

0
.

4 7 5

D
.

0 0 2 6 2

0
.

0 0 2 3 3

D
.

0 3 6 9

0
.

0 1 0 6

0
.

1 85

0
.

0 0 2 6 7

0
.

0 0 4 7 5

2 0 6
.

8 6 2 7

12
.

4 9了6

0
.

2 1

6
.

9

.

4 44 4

7 5 4 9

D
.

2 5

6 9

本文求得的非线性无量纲中心挠度 面 均分别与小挠度闭合解作了比 较
.

对于 A
一
R 材料

(0 / 9 0) 方板在正弦载荷作用下的比较列于表 2
.

由表中可见
,

不论采用哪种理论
,

当 面一 0
.

5

时
,

其相对误差达 20 肠左右
,

因此
,

当可较大时
,

考虑大挠度是必要的
.

表 Z A 一R (。/ 9 0)方板在正弦载荷下的线性CFS和非线性D R S的比较

,

CT S ST S

, 。/ 人= 20 0 1
。
/ 儿= 1 0

多万拓拓形

E
�
3
.0051R一习072,l

一礴.三闷1上n乙�n

汤 ~ 翻 / h

多拓拓书拓
曰今勺口nJ
. .上J.工nJ,In八J任OU

J.上刁月�勺山n乙

0
.

0 17 7 5互

0
.

1 7 15 8了

.

3 1 72 4 4
.

4 4 1 9 9 8

0
.

5 5 0 4 84

0
.

6 4 62 7 1

功一脚 / 入

D
.

0 1 9 5 7互

D
.

1 8 9 34 1

0
.

3 4 7 16 5

0
.

4 7 9 9 2 9

0
.

5 9 3 90 3

0
.

6 9 3 6 3 9

R E

书多多拓形

子J尸勺nllCnO助J任不���d,山甲.,�一了

线性经典闭合解

面一二 /h

0
.

0 1 7 80互

0
.

1 6 8 2 8 3

0
.

3 1 3 32 9

0
.

4 3 8了6 0

0
.

5 4 8 5 13

D
.

64 5 82 4
啼

岛

nUCU一UnnU1
火
今�no汪‘只U

本文用两种理论求得的双模量解 已分别与对应的单模量 (拉伸或压缩或拉压平均模量 )

解作过比较
.

对于A
一
R 材料 ( 0 / 9 0) 方板在正弦载荷下与拉伸模量解的 比较列于表 3

.

当采用剪

切理论时
,

虽然其相对误差比较小
,

且随 a /h 的减少及载荷的增加而减少
,

但双模量性质的

影响都是非常显著的
.

因此
,

对于高度双模量复合材料
,

必须考虑双模量性质的影响
.

图 1 绘出了面与互之间的关系曲线
.

表 4给出了A
一

R 和P
一
R 材料 ( 0 / 9 0) 方板在正弦载荷下

的面及其与经典理论解比较的相对误差
.

显而易见
,

考虑横向剪切变形将使挠度增 加
,

并随

a
/ h的减少而变得更加显著

.

B
一

E材料 (0 / 9 0) 方板的经典理论解列于表5
.

由表中可见
,

其小挠度的双模量解与拉伸模

量解的相对误差约为 16 肠
,

而大挠度解的相对误差随载荷增加而减少
,

当 面 二 0
.

5 时
,

大约



表 3
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A 一R 的 / 9 。)方板在正弦载荷下大挠度TM S与BM S的中心挠度 (汤 = w / h) 的比较
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表 4 A 一R 和P一 R方板在正弦载荷下

a/ h对面的影响 (互~ 30 ) 切/jj

a
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图 I P一R 方板在正弦载荷(SL )和均布载

荷 (U L ) 下的挠度与载荷之间的关

系曲线
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表 S B 一E ( 0/ 90 )方板T M S和BM S的比较 (经典理论分析)
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为1 0肠
,

而 面 == 1时
,

大约为6肠~ 了肠
.

最后
,

应该指出
,

在任何情况下都能保证数值稳性的虚拟密度的统一计算公 式 尚 末 建

立
,

值得进一步研究
.

但是
,

对于每一种情况
,

不管如何选取虚拟密度
,

只要它能保证数值

稳定
,

其结果便是正确可靠的
.

这也是 D R 法的一个优点
.

作者得到周履教授的指导
,

在此谨致深切谢意
.
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