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摘 要

作为 A lt m a n 的定向收缩理论“
, s ,和 Lee

,

Pad g e t t 的随机收缩理论 〔1 ,21 的推广
,

本文对非线

性集值随机算子引入了随机定向收缩概念
,

利用这一新概念和超限归纳法
,

我 们 证明了非线性集

值随机算子方程随机解的几个存在性定理
.

这些定理分别改进和推广了 〔1
,
2

,
4

,
5

,
1门 中相应的结

果
.

其次
,

给出了我们的结果对非线性随机积分和微分方程的某些应用
,

一
、

引 言

I e e 和 P a d g e tt f‘
’“ , 3 〕

推广 A ltm a n “
’5 ’

的 收缩理论
,

对点值随机算子引入了随机收缩概

念
。

利用此概念他们对点值随机算子方程解的存在
、

唯一性及其近似获得 了若干有用的结果

并给出了对积分方程 的一些应用
.

因此随机收缩理论对求解随机方程提供了一非常有用的工

具
.

我们知道随机 (算子
、

积分
、

微分 ) 方程常常产生于生物
、

物理
、

化学
、

工程和系统科

学等应用科学领域 〔。 ’7 ’. 因此对研究随机方程提供进一步的工具将是很有意义的
.

在〔8 〕中我们定义 了点值随机算子组的随机收缩
.

对点值随机算子方程组解的存在
、

唯

一性及其逼近问题
,

证明了几个有用的定理
,

并给出了它们对随机积分和微分 方程组的若干

应用
。

在本文中
,

作为随机收缩理论的推广
,

我们将沿 A lt m a n 〔‘’“’ 的思想路线
,

对集值随机

算子引入随机定向收缩这一新概念
.

利用这一新概念和超限归纳法
,

对点值和集值随机算子

方程 的解
,

我们将证明几个新的存在性定理
.

这些定理改进和推广了〔1
,

2
,

4
,

5
,

1 1〕中的相应

结果
。

最后给出这些定理对随机积分和微分方程的某些应用
。

二
、

预 备 知 识

令 (口
,

并
,

尸)是一完全概率空间
.

(X
,

穷 )和 (Y
,

曾 )是二可测空间
,

其中X
,

Y是可

分 Ba n ac h 空间
,

男和曾分别是X 和Y 的子集的a
一

代数
.

CB (X )表X 的一切非空有界闭子集的

族
.

对任意 正X
,

A二 X
,

D (x
,

A ) == in f笼}%一司 : a〔A }表
%到A 的距离

,

H (
· , ·

)表 由 X

的范数在 CB (X )上诱导的 H au sd or ff 距离
.

于是 (CB (X )
,

H )也是一可分完备距离空间
.

.

钱伟长推荐
.

中国科学院科学基金资助的课题
.

1 1 0 7



1 1 0 8 丁
一
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定义 2
.

1 称映射 x: 口。X 为 X
一

值 随 机 变 量
,

如 果对 每 一尖房 有
x 一 ,

(B )= {硬口
:

到a)) 〔B} 〔沸
.

称映射 尸 : 口。CB (X ) 为 CB (X 卜值随机
.

变 是
,

如 果对每
一

B〔
.

旁 有 尸
一 ‘

(B )

~ {。〔口 : 尸(。 ) n B 铸功}〔并
.

称映射 :c: 口。X 是 CB (X )
一

值随机变最 尸 的 一可测选择
,

如果

城叫是一X
一

值随机变量且有 x( 叫〔尸(。)
,

V 。〔口
.

定义 2
.

2 称 映 射 尸 : 口 又 勿 (尸)住口 义 X o CB (Y ) 为 集 值 随 机 算 子
,

如 果 对 每 一

x 〔勿 (尸)
,

尸(
· ,

二)是一CB (Y )值随机变量
.

称集值随机算子尸是几乎处处 (
a

.

e
,

) 连续的
,

如果 {%
,

}c 勿 (P )
,

二。
〔勿 (P )和二

。

、二。

蕴含{P (。
,

二。 )}按CB (Y )上的H a u s d o r ff距离 H
a

.

e
.

收敛于 尸(。
,

、。)
.

称集值随机算子尸是
a

.

e
.

闭的
,

如果{ , 。

卜c 勿 (尸)
,

,
,

, 二。 ,

y
。

(。 )〔尸(。
,

二。
(。))和 夕。 (。 )、梦(。)

a
.

e
. ,

蕴含 二。〔勿 (P )和 , (。 )〔P (。
, 、。

)
a

.

e 二

定义 2
.

3 称点值随机算子 厂
: 口 x 勿 (厂)二口 x y o X 是 (a) 线 性的

,

如 果 对一切 yl
,

, 2
〔勿 (厂)和实数 a

,

口有厂(。
,

a , , 十口夕
2

)== a厂 (。
,

夕1
) + 邵 (。

,

, 2
)

a
.

e
.

;
(b )有界的

,

如果存

在非负实值随机变量M (。)使得对一切v , ,

,
2
〔勿 (厂)有l!厂(。

,

g ,
一夕

2

)!1( M (。)11,
,
一夕

:

1! a
.

e 二

令 L (Y
,

X )表从Y到X 的一切有界线性算子的集合
,

则 L (Y
,

X )是具有范数

!{厂 !}= s u p }}厂封!}
,

厂〔l
、

(Y
,

X ) 夕〔Y

物 {《 1

的 B a n a e h 空间
.

引理2
.

1 (〔1
,

2孙 设 r ‘日 义 Y 、L (Y
,

X )是 a
.

e 连续随机算子 则对任意Y
一

值随机

变量 : (。)和夕(。 )
,

厂 (。
, : (。))夕(。) )是X

一

值随机变量
.

引理 2
.

2 (〔9劝 设 尸
:
口 x 勿 (尸 )‘口 丫 X o C刀(Y ) 是 a

.

e
.

连续集值随机算 子
,

则 对

任意X
一

值随机变 鼠以。 )〔勿 (尸 )
,

尸(
〔。 ,

双。 ))是 CB (Y )值随机变 是
.

引理 2
.

3 (〔9〕) 设 S
,

T
:
口、 C召(y )是 CB (犷)

一

值随机变 毫
, “ :

口、F 是 S 的
一

可测选

择
.

则对任意实值随机变量 b : 口。(1
,

。 )存在T 的 可测选择 劣口令Y 使得

卜(。)一
v
(。 )}!( b (。)H (S (。)

,

T (。 ))

引理 2
,

4 (〔4〕) 设 a 是第
一

或第二类序数
,

{t
,

}o匆‘
。

是实数的 一 自然良序序列
,

如果

对第二类序数刀有 t, = lim t
, ,

则
,
少月

t
。

= ‘
。+ 乙 (t

, 十 :
一 t

,

)

0(
, ( a

引理 2
.

5 (〔4 〕) 设 a 是第一或第二类序数
,

{忘 }o匆 (
。

是距离空间(X
,

d) 内元素的良序

序列
.

如果对第二类序数夕有勺二 h m ‘
,

则
v
少刀

d (几
,
二。)( 乙 d (凡

* , ,

x
,

)
0乓

v ( a

三
、

随机定向收缩和随机算子方程的解

令 尸
: 习 x 勿 (尸)c= 口 x X , CB (Y )是一非线性集值随机算子

,

每一 x 〔勿 (尸)
,

存在一有界线性随机算子r (
· ,

x)
:口 x y , X

.

定义 3
.

1 假设对每一正勿 (尸)和 夕〔Y 存在正实值随机变量

刃《 1 使得

H (P (。
,
二 + 。(。 )厂(。

,
二 )夕)

,

P (。
,
二) +

e
(。)y)

必 (尸)是一矢量空间
。

对

口(。)< 1 和 e
(。)= e(。

,
‘

,
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《 e
(。)q (。 )m

a x { !!夕}}
,

D (o
,

P (。
,

x ))
,

D (o
,

P (。
,
二 + 。

(。 )厂 (口
,
x )夕))}

a
.

e
.

(3
.

1 )

其中 O 是 Ba n a c h 空间Y的零元素
.

则称厂(
· ,

x) 是尸在点 正勿 (尸)的一随机定向收缩
.

显然随机定向收缩是〔5
,

p
.

7 1〕中定向收缩概念和〔1] 中随机收缩概念的改进和推广
.

定理 3
.

1 设尸 : 口 x 勿 (尸)c 口 x X o CB (Y )是一
a

.

e
.

连续和
a

.

e
.

闭非线性集值随机算

子
,

勿 (尸)是一矢量空间
,

尸有随机定向收缩厂 (
· ,

劝使得对一切 正勿 (尸)和夕〔Y 有

I’(。
,

, ), 〔勿 (P )
,

的厂 (。
,

x )肠《B (。)
a

.

e
.

(3
.

2 )

其中 B (。 )是一正实值随机变量
.

则非线性随机集值算子方程

0〔P (。
,
二 ) (3

.

3 )

在 勿 (尸)内有一随机解
.

即存在 X
一

值随机 变 量 户 (。) 使 得 尹(司〔勿 (尸)
a

.

e
.

和 0〔尸(。
,

尹(。 ))
a

.

e
.

其中 0 是 B a n
ac h 空间Y的零元素

.

证明 设刀是一切可数序数的集
,

即 刀 是一切小于第一不可数序数的序数的集
。

现在我

们构造非负实值 随机变量 t
。

(。 )
,

a 〔刀
,

X
一

值随机变量 二。

(。)和Y
一

值随机变量 梦。 (司 的良序

序列使得对每一 a 〔刀有 夕
。

(。)是 尸(。
,

x
。

(。 ))的一可测选择
.

任 选 肠〔勿 (尸)
.

令 t。(o, )= 0

和 ‘。(。) = “。 ,

V 。〔口
.

由引理 2
.

2 知 尸(。
,

x 。(。 ))是一CB (Y )
一

值 随机变量
.

从〔10
,

定理

1
.

30 〕推 得 存 在 尸(。
,

二。

(。 )) 的 一 可 测 选 测 夕。(。)
.

即 , 。

(。 ) 是 一 Y
一

值 随 机 变量且

夕。(。少〔P (。
,

, 。

(。 ))
,

V 。〔口
。

现在假设对一切序数 , < a
,

t
,

(。 )
,

二
,

(。 )和 夕
,

(。 )已被构造好且满足
:

对任意序数 , < a 有

,
,

(。 )(尸(。
,

气(。)) 和 凡(。 )〔勿 (P )
a

.

e
.

(3
.

4
,

)

}}从 (。 )11《
e x p [ 一 (z一 q (。))t. (。)] !Iv

。

(。 )}}
a

.

e
.

(3
.

5
一

)

对第一类序数
, + 1< a 有

l}凡
+ ,

(。 )一二
,

(。) }}成B (。 )
ex p〔一 (1一 g (。))t

,

(。 )」(t
, + ,

(。)一 t
,

(。 ))Ilv
。

(。)I一
a

.

e
.

(3
.

6 一 + ,

)

l】g
, 十 ,

(。 )一夕
,

(。)1】( 2(1 + q (。 ))
e x P[ 一 (1一 g (。))t

,

(。)〕(t
, + ,

(。 )一 t
,

(。))1}y
。

(。 )l}
a

.

e
.

(3
.

7
, , ,

)

和

0< : 一 * ,

(。) == 九
十 1

(。)一九(。)< (l一 q (。))
一 ’
In (1一 g (。 ))(1 一互(。))

一 ’ a
.

e
.

(3
.

8
, + ;

)

其中 互(。) 是 正 实 值 随 机 变 量 使 得 q (。 )< 互(。)< l a
.

e
.

和 i一 g (。)< In (1一 q (。))(i

一互(。 ))
一 ‘ a

.

e 二

对第二类序数
, < a 有

t
,

(。) = lim t, (。 )
a

.

e
.

; 二
,

(。)二 lim 勺 (。)
a

.

e
‘

p j
’

, 口夕
p

和 夕
,

(。 )== lim 夕, (。)
a

.

e
.

(3
.

9 )
P

.

了 v

我们证明下面估计
.

对任意序数 之< v < a
,

由引理2
.

4
,

2
.

5 ,

(3
.

6 )和 (3
.

8 )式推得
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!lx
,

(。)一 x ;
(。 ) !{( 乙 !}介

十 l

(。)一
、 , (。 )I!

几簇尸<
:

( B (。 )}}夕
。

(。) 11 乙
e x p〔一 (l一。(。 ))t , (。 )] (t , 十 ;

(。 )一 t , (。))

毛刀< :

( B (。) }!夕
。

(。) }} 乙
e x p〔(1一 q (。 ))(t , + ,

(
o ,
)一 t, (。) )〕

又簇刀< :

·

e x p [ 一 (1一 q (。))t, 十 ;

(。)〕(t, 十 :

(。 )一 t , (。) )

( B (。) !}夕
。

(。) }}(l一 Q(。 ))(1一万(。))
一 ‘

乙
e x p〔一 (1一 g (。))t, + ,

(。 ) ] (t, 十 1

(。 )一 t, (。))
几毛尸< 飞,

( (1一 g (。))(一百(。 ))
一 ‘
B (。 ) 1}夕

。

(。 )}}

乙
e x p [ 一 (1 一 q (。 ))t〕d t

之簇口( v

{!
“

:
1‘
罗

,

J ‘尽气〔, 少

、 (1 一、(。 ))(1 一、(。))一。(。 ) .{。
。

(。 )l
!
t ; (。 )

矛2(。 )

e x p [ 一 (1一 g (。 ))t〕d t

(3
.

1 0 )

同理
,

由引理 2
.

4
,

2
.

5
,

(3
.

7 )和 (3
.

5 )式可得

11夕
,

(。 )一 夕;
(。 ) 11《 2〔z一 (q (。 ))

“

〕(1一互(。))
一 ‘

{{夕
。

(。 )l
.

{!
·

{
。

)
e x p〔一 (卜

q (。 ))‘〕d‘
a

·

“

(3
.

1 1 )

假设 a 是第一类序数
,

如果 0〔尸(。
,

几
一 l

(。 ))
a

.

e
. ,

则定理 已 得 证
.

如 果 0 诺P (。
,

二。
一 ,

(。 ))
a

.

e 二 因 P (。
,

x
a 一 l

(。)) 是 CB (Y )
一

值随机 变 量
,

由 [ 1 0
,

定 理 1
.

3 0〕知存在

尸(。
, , 。 一 ,

(。))时一可测选择 ,
。 _ ,

(。)
.

因此由定理假设存在
。
(。)( 1使 (3

.

1) 式对
二二二

。 一 ,

(川

和 , 二一夕
。一 ,

(。 ) 成 立
.

令 t
。

(。 )= t
a 一 ,

(。 )+
。
(。)和 令

: 。

(。) =
。(。 )= t

。

(。)一 t
a 一 1

(。)
,

则

T 。

(。)满足 (5
.

5 。)
.

定义

‘
a

(。) =
“ a 一 1

(。)一
: 。

(。 )厂(。
,

二
a 一 l

(。 )),
a _ ,

(。)〔勿 (P ) (3
.

x Z )

在 (3
.

1) 式中用二。一 ,

(。 )代替
二和用一夕

。一 1

(。)代替夕则得

H (P (。
,
二口 (。 ))

,

P (。
,

二
a _ ,

(。 ))一
: 。

(。),
。 一 ,

(。))

( : 。

(。)u (。)m
a x { 11夕

口 _ l

(。 )jl
,

D (o
,

P (。
,
二 a _ 1

(。 )))
,

D (0
,

P (。
,
二。

(。)) )}

( : a

(。)g (。)m
a x { }},

a 一 l

(。 )}}
,

D (o
,

P (。
,

几 (。))) }
a

.

e
.

(3
.

1 3 )

由 q (。)和
r 。

(。)的假设有

1一 : 。

(。 )(1一 q (。))<
e x p [ 一 (1 一 g (。 ))

: 。

(。)〕
,

丫。〔口

和 o< g (。 )< 1
,

从而有g (。 )
一 ‘> 1

,

V 硬口 和

e x p〔一 (1一 g (。))
r 。

(。 )」〔1 一
: 。

(。 )(1一 g (。))〕
一 ’

> 1
,

V 。〔日

于是我们能选取一实值随机变量 b( 。 )满足

i< b(。)< m in {e x pE一 (i 一 g (。 ))
: 。

(。)] [ 1一
: 。

(。)(l一 g (。))]
一 ‘ ,

g (。)
一 ‘

} (3
.

1 4 )

由引理 2
.

3知存在 P (。
,

二
。

(。 ))的一可测选择 夕
。

(。 )使得

{{夕
。

(。 )一 (l一 : 。

(。) ),
。 _ ;

(。) }{( b(。 )H (P (。
,

x
。

(。 ))
,

P (。
,

‘
一 ,

(。 ))

一‘(。 )梦
。一 :

(。)) (3
.

1 5)
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由 (3
.

1 3 )和 (3
.

1 5 )推得

11,
。

(口)一 (1 一二。 (。 )),
。 一 1

(。 ) !!( b (。) :
。

(。 )q (。 )m a x { }}g
。 一 ,

(。 ) {】
,

!}夕
。

(。 ) {】} a
.

e
.

(3
.

1 6 )
从而有

11夕
。

(。)】1( (1一‘(。 )) {},
。 一 ,

(。) }1+ b (。)‘ (。)g (。)m
a x 笼{{夕

。 一 l

(。) }1
,

】】g
。

(。 )】】} a
.

e
.

(3
.

1 7 )

如果存在 口
。

仁口
,

P (口
。

)) o
,

使得 !】夕
。

(。 ) {{> {},
。 _ ,

(。 )】}
,

丫。〔口
。

则由 (3
.

1 7 )和 (3
.

1 4 )有

l}夕
。

(。) 11( (1 一
: 。

(。) )!!夕
。

(。) }1+ b (。)
: 。

(。)q (。) }}夕
。

(。 ) !1

簇〔z 一 : 。

(。 )(1一 b (。 )q (。))〕】】夕
。

(。 )】1

< {}夕
。

(。 ) 1{
,

V 。〔日
。

矛盾
。

因此有

11夕
a

(。)l}( j}夕
。 一 1

(。 ) }}
a

.

e
.

(3
.

1 8 )

于是由 (3
.

1 7)
,

(3
.

1 8 )
,

(3
.

5 )和 (3
.

1 4 )容易推得

}!v
。

(。 )I}( [ 1 一‘(。 )(x一b (。 )a (。))〕}1夕
a _ ,

(。 ) }}

成[ 1 一 : 。

(。 )(1一b(。 )g (。))〕
e x p [ 一 (1一 g (。 ))t

。 一 ,

(。 )〕}}夕
。

(。 ) }}

( [ 1 一 : 。

(。 )(1 一b(。)q (。))〕
e x p〔(1一 g (。 ))

: 。

(。)〕
·

e x p〔一 (1一 g (。))t
。

(。)〕}},
。

(。 ) }l

< e x p〔一 (1 一 g (。 ))t
。

(。 )〕】{夕
。

(。 ) {{
a

.

e
.

又由(3
.

1 6 )
,

(3
.

1 8 )
,

(3
.

5 )和 (3
.

1 4 )有

{」协(。 )一 夕
。 一 ,

(。) }}(
: 。 (。 )11,

。 _ ,

(。 ) {】+ b (。)
: 。

(。 )g (。 )】}夕
。 一 ,

(。) }1

《 (1 + b (。 )q (。 ))
: 。

(。 )
e x p〔一 (1 一 g (。) )才

。一 ;

(。)〕}},
。

(。 ) }{

< 2 (1 + g (。))
e x p [ 一 (1 一 q (。 ))t

。 _ l

(。 )〕
·

(t
。

(。 )一 t
a 一 1

(。 )) }{双
。

(
o 。
) }{

a
.

e
.

再由 (3
.

12 )
,

(3
.

2 )
,

(3
.

5 )有

!1肠(口 )一二
a _ 工

(。 )}1(
: 。

(。){}厂(。
,

二
。 _ ,

(。 )) }{11,
。 一 ;

(。)}】

簇B (。)
e x p〔一 (1 一 q (。 ))t

a _ ,

(。 )〕(t
。

(。 )一 t
。 _ ;

(。)) }}夕
。

(。 ) }J
a

.

e
.

因此对第一类序数 a 有(3
.

4
。

)
,

(3
.

5
。

)
,

(3
.

6
。

)
,

(3
.

7
a

)和 (3
.

8
。

)成立
.

现在设 a 是第二类序数和令 t
。

(。 )二 li m t
,

(。 )
.

令笼
二二

}是一收敛于 a 的增序列
.

由(3
.

10 )
v
尹a

和 (3
.

1 1 )分别推得 {二
v

。

(。) }和 {夕
v

二

(。) }
a

.

e
.

是一 C a u e hy 序列
,

从 而 {二
,

(。) } 和 {,
,

(。) }

也 a
.

e
.

是一 C a u e hy 序列
.

令,
。

(。) = lim 二
,

(。 )
a

.

e
.

和 夕
。

(。 )= lim g
,

(。 )
a

.

e 二 因为P
,
夕‘ v

夕a

是一
a

.

e
.

闭值集随机算子故有场 (。)〔勿(P )
a

.

e
.

和夕
。

(。)〔P (。
,

二
。

(。 ))
a

.

e
. ,

且 , 。

(。 )是

Y
一

值随机变量
.

因为 夕
,

(。)满足 (3
.

5
,

)从而也有 夕
。

(。 )满足 (3
.

5
。

)
.

如 果 t
。

(。 )= + 二 a
.

e
.

此构造程序将终止
,

其中a为第二类序数
.

此时 (3
.

5
。

)产生 , 。

(口 )= 0 a
.

e
.

从而得到0〔P (。
,

‘
。

(“ ))
a

.

“二 由引理 2
.

1和 (3
.

12 )知 {二
,

(。) }是X
一

值随机变量
.

因此作为随机变量序 列的极

限 xa (。)也是 X
一

值随机变量
。

所以 介 (。)是非线性随机集值算子方程 (3
.

3) 的一随机解
。

定理证毕
。

注3
.

1 如果勿(尸)是一闭矢量空间
,

则尸的a
.

e
.

闭性可去掉
.

由尸的a
.
e

.

连续性推得结论成立
.

系 3
.

1 设 尸 : . x 勿 (尸)已口 x X 、Y是一 a
.

e
.

连续和 a
.

e. 闭点值随机算子
,

叨 (尸)是一

矢 量空间
.

对短
一

二〔勿 (尸)
,

存在有界线性随机算子 r (.
,

劝
: 口 x y 、X 使得对 , 〔犷存在

正实值随机变量 q (。 )< 1 和 。
(。 )=

。
(。

,
二

,

, )《 1 满足
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( i ) 厂(。
,

二)Y二勿 (P )
,

}}j
一

(。
,
二) !!( B (。) a

.

e
.

其中B (。)为正实值随机变量
。

(11 ) 1IP (。
, 二 + 。

(。 )I’ (。
,

二), )一 P (。
,

x )一
。
(。 )夕l}

( 。
(。 )q (。)m

a x { }}梦}}
,

}}P (。
, 二

) }1
,

}}P (
。) , 二 + 。

(。)厂(。
,
x )夕) }}}

a
.

e .

则存在X
一

值随机变量 尹 (。)〔勿 (尸)
a

.

e
.

满足

o = P (。
,

二关 (。))
a

.

e 。

即二关 (。)是随机方程尸(。
,

劝 == o 的一随机解
.

证明 当定理 3
.

1 中尸为点值算子时即得本系结论
.

注3
.

2 在系3
.

1中当。(。
, x ,

刃三 1时
,

我们得到〔门中相应结果的改进和推广
.

定理 3
.

2 设 尸 : 口 x 勿 (尸)〔口 x X , CB
,

Y ) 是一
a

.

e
.

连续和 a
.

e
.

闭集值随机算子
,

勿 (尸)是一矢量空间
,

假设u( 。)是任意给定的Y
一

值随机变量和对每一 x 〔勿 (尸)存在一有界线

性随机算子厂(
· ,

劝
: g x y , 勿 (尸)使得对, 〔Y 存在正实值随机变量 q (。)< 1 和 。

(。 )一
。
(叭

x
,

川簇1 满足

( i ) l!F (。
,

% )}!( B (。) a
.

e
.

其中 B (。 ) 为正实值随机变量
.

( 11 ) H (P (。
,

x + e
(。 )F (。

,
二 )夕)

,

P (。
,

二) +
。(。)夕)

( 。
(。 )q (。 )、n a x { }}夕}}

,

D (
u
(。)

,

P (。
, 二

))
,

D (
u (。))

,

P (。
,
、

一

告
一 。
(。 )厂(。

, x
), )) }

a
.

e
.

则非线性集值随机算子方程
u
(。 )〔P (。

,

x )

有一随机解
.

即存在X
一

值随机变量 尹(叫〔勿 (尸)
a

.

满足 “
(。 )〔P (。

,
二势 (。))

证明 令户(。
,

x) 一尸(。
,

劝 一 “(司
.

容易验证户满足定理 3
.

1内一切假设
,

a
.

e 二

从而由定理

3
.

1知存在X
一

值随机变量二关 (。)〔勿 (尸)
a

.

e
.

使得

o口 (。
, 二关 (。 ))一尸(。

, 二关
(。 ))一

u
(。 )

即得 “
(。 )〔P (

。) ,

二关 (。 )) a
.

e 二

注3
.

3 定理3
.

2是〔5
,

p
.

7门的厄理 3
.

1的改进
f卜推 )

‘ 一

到集吹随叽算子的情形
.

在定理3
.

2中当尸 为点值

随机算子时
,

相应结果也成立
.

我们不再陈述
.

下面我们给出非线性集值算子方程解的局部存在性定理
.

令X
。

是 Ba n
ac h空间 X 的一矢量子空间

.

对某给定 凡〔X
。

和正实数 r ,

令 S = S (二
。 , r

)~

{%〔X :
lx 一 x 。

}}< r }和U = X
。

门S
,

其中S是S 的闭包
.

定理3
.

3 设 尸
:
口 x U 、CB (y ) 是一

a
.

e
.

连续和 a
.

e
.

闭 集 值随机算子
,

对每一

正U
。
二 X

。

n s存在有界线性随机算子 厂(
· ,

劝
:
g x y o X 使得对 , 〔Y 存在正实值随机变量

g (。 )< 1和。
(。 )=

。
(。

,
x

,

双)( 1满足
:

( i ) 11厂 (。
,
x ) }{《B (。)

a
.

e
. ,

丫二任U
。

其中B (。)为正实值随机变量
.

(11) H (P (。
,
二+ 。

(。 )厂(。
, 二
)夕)

,

P (。
,

二) +
。
(。)夕)

簇。
(。 )a (。 )m

a x { }{, l{
,

D (o
,

P (。
, 二))

,

D (0
,

P (。
, 二 + 。

(。 )I
’

(。
,
二), ))}

(111) B (。)(i 一互(。))
一 ‘

舫夕
。

(。)}}(
r a

.

e .

其中, 。(。)是P (。
,
‘。

)的一 可测选择
,

q (。)< 互(口 )< 1 a
.

e
.

和

1 一 g (。 )< In (1 一 g 又。 ))(1 一可(。))
一 ‘



随机定向收缩及其应用

则非线性随机集值算子方程O〔尸(。
,

劝在U 内有一随机解
。

11 1 3

证明 利用定理 3
.

1中相同的证 明方法
,

我们构造实值随机变量 t
。

(。 )
,
a 〔刀

,

X
一

值随机

变量“
。

(。) 〔U
。

和y
一

值随扒变量肠(司 的良序序列
, 一

巨有才
。

(司 = O和“
。

(。 )是 尸(口
,

肠 ) 的一可

测选择
,

使得对一切序数
: < a

,

有 (3
.

4
,

)和 (3
.

5
,

)成立
; 对第一类序数v + 1 < a 有(3

.

6
, + 1

)~

(3
、

8
, 十 :

)成立
。

用定理 3
.

1证明中同样的论证
,

可证得对任意几<
, < a有 (3

.

10 )成立
.

因此对

任意v < a 有

}}·
,

(。卜
·。 ,.< (卜。(。))(卜。(。 ))一。(。) }},

。

(。 ) .}
!:

’

‘田 , 二p
卜 (卜

。(。 ))才〕、,

( B (。)(i 一互(。 ))
一 ‘l}夕

。

(。) }1(
r a

.

e
.

因此所有的二
,

(。)〔U
。 a

.

e
.

余下 的证 明与定理3
、

1的证 明相同
。

定理3
.

4 设尸 :口 x U 、CB (y )是一
a

.

e
.

连续和 a
.

e
.

闭集值随机算子
.

假设 u( 叫 是

任意给定的Y
一

值随机变量和对每一二〔U
。
一X

。

n s 存在一有界线性随机算子 厂 (
· ,

劝
:
口 x y

, X 使得对g 任Y 存在正实值随机变量q (。)< 1和。
(司 二。

(。
,
二

,

川( 1满足
:

( i ) llF (。
,
二 ){l《B (。)

a
.

e
. ,

V 二 〔U
。

其中B (。 )为正实值随机变量
,

(11) H (P (。
,
二 + e

(。 )I’ (。
,
二), )

,

P (。
,
x ) +

。
(。 ), )

(
。
(。)g (。)m

a x { }}, }}
,

D (
。
(。 )

,

P (。
,

二))
,

D (
u
(。 )

,

P (。
,
二 + 。

(。 )厂(。
,
二 ), ))}

a
.

e
.

(111) B (
。,
)(l一互(。 ))

一‘

}},
。

(。)11(
r a

.

e
.

其中 y。(。 )是尸(。
, 二。

)一袱。 )的一 可测选择
,

a(。 )< 互(。 )< 1 和 (z一 g (。 ))< In (1一 g (。 ))(1一可(。 ))
一 ’

则非线性随机集值算子方程u( 。 )〔尸(。
,

劝在 U 内有一 随机解
,

即存在X
一

值随机变量 尹 (。 )

〔U a
.

e
.

使得
u
(。 )〔P (。

,
二关 (。 ))

a
.

e 二

证明 令尸(。
,

x) = 尸(。
,

劝 一u( 。 )
,

利用定理 3
.

31 叮得本定理结论
.

注3
.

4 在定理 3
.

3和 3
.

4中当尸为点值随机算子时
,

相应结论也成立
.

因此定理 3
.

4 是 〔5
,
p

.

83 〕的定理

6
.

1改进并推广到随机集位算子方程的情形
.

定理 3
.

5 设尸 : 口 x U 、CB (y )是一
a

.

e
.

连续和 a
.

e
.

闭集值随机算子
,

对每一 二〔U
。
二

X
。

门S存在一有界线性随机算子厂 (
· ,

x)
:甜 x y o X 使得对 夕〔y 存在正实值随机变量

。
(。 )二

。
(。

,
二

,

夕)《 1满足 :

( i ) 朋厂(。
,
二 )l}( B (。 )

a 、 e
. ,

V 正U
。

其中B (。 )为正实值随机变量
。

(11) H (P (口
,
二 + 。

(。 )厂(。
,
二 )g )

,

P (。
,
二) +

。
(。 )y)

《。(。)[
a
(。 ) !{y }}

么
+ b(。)jlvl】〕

a
.

e
.

(3
.

1 9 )

其中 a
(。 ) 和 b(。 ) 是实值随机变量 使 得

a
(。 )> 0 a

.

e
. ,

b(。 )》0 a
.

e
. ,

o< q (。 )=
a
(。)

·

}}夕
。

(。 )l}+ b(。)< 1 a
.

e
.

和夕
。

(。 )是P (。
,
x 。

)的一可测选择
.

(111) B (。 )(i 一互(。 ))
一 ‘

I!g
。

(。 )l{《r a
.

e
.

其中 互(。 ) 是一实值随机 变 量 使 得 q (。 )< 互(。 )< 1 a
.

e
.

和 (1一 q (。 ))< In (1一 u(。 ))
·

(1 一互(。))
一 , .

则随机集值算子方程。〔尸(。
,

劝在U 内有一随机解
.

证明 利用类似于定理 3
.

1 的证明
,

我们构造实值随机变量 to (口 )
,

a 〔刀
,

X
一

值随机变



1 1 1 4 丁 协 平

量二
。

(。 )〔U
。

和y
一

值随机变量, 。

(。)的良序序列使得夕
。

(。 )是尸(。
,
二
。

(。 ))的一可测选择
.

令

t。(。 )= o
,
二。(。 )= x 。,

梦。(。)是 P (。
,

二。) 的 可测选择
.

同样假设对一切序数 , < a
,

t
,

(。 )
,

二
,

(。 )和夕
,

(。 )已构造好且满足
:

对任意序数
v < a

,

(3
.

4
,

)和 (3
.

5
,

)成立 ;

对第一类序数
, + 1< a

,

(3
.

6
, 十 ,

)~ (3
.

8
, 十 1

)成立
.

对第二类序数
v < a

,

(3
.

9) 成立
.

于是用同样的论证可证得 (3
.

10 )和 (3
.

1 1) 成立
.

现在假设 a 是 第一类序数
,

如果 o任尸(。
,

几
一 l

(。 ))
a

.

e
.

则显然定理结论成立
。

如果

0年P( 。
,

凡
_ ;
(。 ))

,

则由定理假 没知存在。(。 )簇 1 使得条件 (1 1) 内不等式对 二 = 为
一 ;
(。) 和

梦== 一夕
a _ ,

(。 )成立
.

令 t
。

(。 )一 t
。 一 ,

(。 )+
。
(。 )和令

: 。

(。 )=
。
(。 )= t

。

(。 )一 t
a一 :
(。 )贝,jT

。

(。 )满足

(3
.

8
。

)
。

定义
二

。

(。)=
二 a _ ,

(。 )一
: 。

(。)厂(。
,
x

a 一 ,

(。 )),
a 一 :

(。)

在 (3
.

19 )中用二
。 一 ;

(。 )代替
%和用一夕

。 一 l

(。 )代替 , 贝11得

H (P (。
,

二
。

(。 ))
,

P (
。〕 , 二 a 一 ,

(。 ))一
: a

(。 )梦
。 一 :

(。 ))

簇 : 。

(。)[
a
(。) }l,

。 一 ,

(。 ) 1{
“
+ b (。 ){}夕

。 一 l

(。 )}{」

= : 。

(。 )[
a (。)1}夕

。 _ l

(。) {{+ b (。)〕{}夕
。 一 ,

(。) l

注意到 (3
.

5
。 一 ;

)蕴含 }{,
a 一
戈。) }}簇 }}夕

。

(。 ) 1】a
.

e
. ,

因此有
a
(。 ){!夕

J 一 ,

(。 ) {!+ b (。 )簇
a
(。) {{夕

。

(。) {l+ b(。 )= g (。 )< 1 a . e
.

从而得到

H (P (。
, 二 。

(。) )
,

P (。
, 二 。 一 ,

(。 ))一
: 。 (。 )梦

。 一 1

(。))

( : 。

(。)q (。 ) 11夕
。 一 ,

(。 )}】

因为(1一
: 。

(。 ))y
。 一 ;

(。 )是 尸(。
, 二。 一 t

(。))一
丁。

(。)夕
。 一 ,

(。 )的一 可测选择
.

当选取实值随机变

量 e
(。 )满足

i< e
(。 )< m in 遥e x p [ 一 (1一 g (。 ))

: 。

(。 )〕〔1一
r 。

(。 )(1一 g (。 ))〕
一 ‘,

g (。 )
一 ‘

}

时
,

由引理 2
.

3 知存在尸(。
,

二
。

(。 ))的一 可测选测夕。 (。 )使得

}}夕
口

(。 )一 (1 一 : 。

(。 ))g
。 一 ;

(。) {{(
c
(。 )万 (P (。

,

‘(。 ))
,

P (。
,
二

。 一 ;

(。 ))

一 : 。

(。)夕
a 一 :

(。 ))(
e
(。 )

: 。

(。 )g (。){{,
。一 ;

(。) 1}
a

.

e
.

从而得到

.}夕
。

(。 )I}( (1 一
: 。

(。))l, 。 一 ;

(。) }}+
e
(。)

r 。 (。 )g (。 ) i{,
。 一 ;

(。 )}1

( [ 1一 : 。

(。 )(1一
e (。 )a(。 ))]

e x p [ 一 (1一 g (。))t
。 一 ,

(。 )〕{},
。

(必)l{

《 [ 1 一 : 。

(。 )(1一
c
(。)g (。 ))〕

e x p [ (1一 g (。 ))
: 。

(。 )j
· e x p [ 一 (1一 g (。))t

。

(。)〕11梦
。

(。) {{

< e x P〔一 (1一 g (。 ))才
。

(。 )〕11夕
。

(。 ) {{
a

.

e .

同样仿定理3
.

1的证明可证得

l{,
口

(。)一 夕
。 一 ,

(。 ){}( 2 (1 + g (。))
e x p [ 一 (1 一 q (。 ))t

。 一 ;

(。 )〕
·

(t
。

(。)一 t
a _ ;

(。)){{夕
。

(。) }}
a

.

e
.

和

}}二
。

(。)一 、
。 一 t

(。)}}簇B (。)
e x p〔一 (1 一 q (。 ))t

。 一 ,

(。 )j
·

(t
。

(。 )一t
a 一 ;

(。 ))19
。

(。 ) {{
a

.

e
.
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利用假设(111 )和 (3
.

10 )
,

仿定理 3
.

3 的证明
,

可证得对任意序数
v ,

一切 x
,

(。)〔U
。 a

.

e
. ,

余下的证明与定理 3
.

1的证明相同
.

因此存在 X
一

值随机变量二钊。 )〔U
a

.

e
.

使得 O〔尸(叭

尹 (。 ))
.

即尹(。)是随机方程。〔尸(。
,

x) 在 U 内的一随机解
.

注3
.

5 如果在定理 3
.

5 中令 找。)”找。
, x ,

刃 三 1
,

丫。(口
, “〔U

,

, 〔y
,

作为特殊情形
,

我 们 得 到

仁2 1的定理4
.

1的集值推广
.

定理3
.

6 设尸: 口 x U * CB (Y )是一
a

.

e
.

连续和 a
.

e
.

闭集值随机算子
,

对 每 一 二〔U
。
=

X
。

n s存在一有界线性随机算子厂(
· , %

)
:
口 x Y o X 使得对 , 〔y 存在正实值随机变量

。
(。 )=

。
(。

,
二

,

刃 ( 1满足定理 3
.

5中的条件(i)
、

(11) 和 (11 1)
。

则对任意给定的Y
一

值随机变量 u( 。 )
,

随

机方程u( 。 )〔尸(。
,

幼在 U 内有一随机解尹(。 )
.

即存在X
一

值随机变量 尹(。 )〔U a
.

e
.

满足

u
(。)〔P (。

,

尹(。 ))
a

.

e
. 。

证明 令户(。
,

幼二尸(。
,

劝一
。
(。 )

.

容易验证户满足定理 3
.

5的一切假设
.

因此存在 x
一

值

随机变量二” (。 )〔“
a

.

e
.

使得。〔户(。
,

x ‘ (。 ))二p (。
,

尹(。 ))一
u
(。 )从而

u
(。 )〔p (。

,

尹 (。 ))

a
。

e 二

下面我们利用定理 3
.

1证明一不动点定理
.

定理 3
.

了 令 F : 口 x 勿 (F )C 口 X X * CB (X ) 是
一 a

.

e
.

连续和 a
.

e
.

闭集值随机算子
,

勿 (F )是一矢量空间
.

假设对每一二 〔勿(F )存在有界线性随机算子 厂(
· ,

x)
: 口 x X o X 使得

对梦〔X 存在正实值随机变量叭。 )< 1和。
(。 )二

。
(。

, 二 ,

的( 1满足

( i ) }}厂(。
,

x ) }】( B (。 )
a

.

e
. ,

V 戈〔勿 (F )

(11 ) 万 (F (。
, 二 + 。

(。 )(, + 厂(。
, 二
), ))

,

F (。
, 二
) +

。
(。 )厂(。

, 二
), )

( 。
(。 )q (。 )m

a x { {}夕}}
,

D (二
,

F (。
,

二))
,

D (x + 。
(。)(夕+ 厂 (。

,
二)夕)

,

F (。
,

% + 。
(。 )(, + 厂 (。

,

二)彗)))}
a

.

e
.

则 F 在勿 (F )内有
一

随机不动点
.

即存在 X
一

值随机变量 尹(。 )〔勿 (F ) a
.

e
.

使得 尹 (甸 〔

F (。
,

尹(。 )) a
.

e 二

证明 令尸(。
,

劝 ~ , 一F (。
,

劝
,

X = Y 由假设 (ii )有

H (P (。
, 二 + 。

(。 )(, + 厂(。
, 二
), ))

,

P (。
,

二 )+
。
(。 ), )

= H (
x + e

(。 )(夕+ 厂 (。
,

二 )夕)一F (。
,

二 + 。
(。 )(夕+ I

’

(。
,

二 )夕))
,

二一F (。
, 二
) +

。
(。 )g )

= H (F (。
,
二 + 。

(。 )(, + 厂(。
, 二
)夕))

,

F (。
,
二) +

:
(。 )厂(。

,
二)夕)

(
。
(。)q (。 )rn

a x { }}, }}
,

D (o
,

P (。
, 二
))

,

D (o
,

P (。
, 、 + 。

(。)(, + 厂(。
, 二
), )))}

a
.

e
。

由具有 X = Y和有界随机定向收缩I 十厂 (。
,

劝
,

丫 x 〔勿 (F )的定理 3
.

1
,

存在一 X
一

值随机变

量 二关(。 )〔勿 (F )
, a

.

e
.

使得 o 〔P (。
,

二关(。 ))= x 共 (。)一F (。
,
二关 (。 ))

a
.

e 二 因此 二开(。 )任

F (。
,
%(。 ))

a
.

e
. 。

注3
.

6 定理 3
.

7是【5
,

p
.

7s] 的定理4
.

1改进并推广到随机集值映射的情形
.

显然
,

当必(F )= X
,

厂 (。
,

幻

三 o
,

和‘(。) = e(。
, x ,

, )三 1时
,

定理3
.

7也是Ito五[ 1 1〕定理的推广
.

四
、

对随机积分和微分方程的应用

在本节中我们将给出具有尸为点值随机算子的定理 3
.

7对随机积分和微分方程的应用
.

令(X
,

{卜}})是
一

可分B a n a e h空间和令
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C ,
(X )一 {。J o X } 二连续

,

协 平

}lx (t ) }}
J = m a x l{%(才) }}}

乙叱 J

其中J = 〔0
,

T 〕g R
.

则(C
J

(X ) }l
·

{l
了

)也是 一 可分Ba n a c h空间
.

引理 4
.

1 (〔8
,

9〕) 令 二口 x J、X 使得对每
一 。〔口

,

以。
, ·

) 连 续 和对 每 才〔J
,

城
· ,

t) 是X
一

值随机变量
.

则城。
,

t) 是一 C
J

(X )
一

值随机变量
.

引理 4
.

2 令厂(
· ,

才
,

劝
: 口 x X o X

,

V (t
,

x) 〔J x X 是有界线性随机算子且 厂关 于(t
,

劝

在算子范数意义下是连续的
,

则对任意C J
(X )

一

值随机变量以。
, :
)和以。

, ;
)

,

{:
r (。

,

一‘
。

, ·
, , / ‘。

, ·
’“

·

也是一 C J
(X )

一

值随机变量
.

证明 引理 4
.

2是〔8 〕中引理 4
.

2的一轻微变型
.

证明方法相同
.

故略去
.

引理 4
.

3 设 介口 x j x j x X o X 使得 对每一。〔口
,

l( 。
, · , · , ·

)连续和对每一 (t
, : ,

劝

〔J x j x X
,

f(
· ,

t
, : ,

劝是一X
一

值随机变量
.

则对任意C J
(X )

一

值随机变量x( 。
, ;
)

,

{;
, (。

,

‘
,

一‘
。

, ·
”“

·

也是一C J
(X )

一

值随机变量
。

证明 引理4
.

3是 [ 8 〕中引理 4
.

3的特例
.

令城。
,

t) 是任意给定的C ,
(X )

一

值随机变量
,

下面我们考虑非线性随机 V ol te r r a 积分方程

/ (。
,

‘)一(。
,

‘)+

!:
, (。

,

,
, ‘ ,

%(。
, ·
))d

·
“

·

‘,

引理 4
.

4 设 f: 口 x j x j x X 、 X 使得对每一 。 〔口
,

f( 。
, · , · , ·

) 一致 连续和对每一

(t
, s ,

二) 〔J x j x X
,

f(
· ,

t
, s , 二

)是X
一

值随机变量
, :

(。
,

t)是给定的 C
了

(X )
一

值随机变量
,

贝IJ

由下式定义的积分算子F :日 x C J
(X )、C J

(X )
:

F ‘。
, /
‘。

,

‘))一(。
,

‘)+

{:
, (。

,

,
,

一(。
, ·
))d

·
(4

.

2 )

是连续随机算子
.

证明 引理 4
.

4是〔9 〕中引理5
.

3 的特例
.

定理4
.

1 设了
: 口 x j x j x X , X 满足引理 4

.

4 的假设和有界线性随机算子厂(
· ,

t
,

劝
: 口 X

X * X
,

丫(t
,

劝 任J x X 满足引理 4
.

2内假设使得
:

( i ) 对一切 , (。
,

t )
,

梦(。
,

t )〔C
,
(X )存在正实值随机变量 K (。 )和

。
(。) =

e
(。

, 二
(。

,

才)
,

夕(。
,

t))( 1使得对一切。 〔口

m a x }}f(。
,

弓, 8 〔 J

‘ , “ ,
x 气。

, “) + “L。 )‘夕‘口
, ￡) + J

。注 火。
, r ,

x L。
, T ) ), 、田

, 丁 ’“ 丁”

一f(。
,

t
, s , 二

(。
, s
))一

。
(。 )厂(。

, s ,
二(。

, ;
))夕(。

, s
)l{

(
。
(。)K (。 )m

a x { 11夕(。
,

t) }j
, ,

l}F (。
,
戈(。

,

才))l
, ,

}}F (。
,

x (。
,

才)

+ ·
(。 )(, (。

,

‘) +

{:
r (。

, · ,
/ (。

, ·
)), (口

, ·
)ds )) !}

·*
,

V 口〔“ “
·

3 ,

(11) 对一切t 任J
,
二 (。

,

t)任C ,
(X )

l厂(。
,

t
,
二(。

,

t))l《B (。 )
,

V 。〔口

其中B (。 )是正实值随机变量
.

(111) T K (。 )= g (。 )< z
,

V 。 任貂
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则非线性 V ol ter ra 随机积分方程 (4
.

1) 有一随机解
,

即存在一 C
,

(X )
一

值 随 机变量

尹(。
,

t )满足

X ·‘。
,

‘)一(。
,

‘) +

!;
, (口

,

‘
, · ,

% ·(曰
, ·
))d

·

证明 由(4
.

2 )式定义连续随机算子 F : 口 x C
J

(X )* C ,
(X )

.

由 (4
.

3) 式 推得对一切

‘(。
,

才)
,

, (。
,

t)任C J
(X )有

}:尸(。
,

二(。
,

, ) +
。
(。 )(, (。

,

, ) + {
‘
r (。

, : ,

二(。
, :
)), (。

, :
)。
。
))一尸 (。

,
二(。

,

才))
J 0

一 (。 )
{:
厂(。

, · ,
X (。

, ·
))。(。

, ·
)ds .!·、

{
广 召

m a x }}f(。
,

t
, s ,

二(。
, s
)

0 启, 忿‘ J

+ “
(。 )(“(。

, “
)+ {

。

r (。
, ‘ ,

“(。
, ‘
))“(。

, ‘
)“

T
))一f(。

,

‘
, “ ,

‘(。
, “
))

一 。
(。 )厂 (。

, : ,
x (。

, ;
))g (。

, ;
)ld

s

( 。
(。 )T K (。 )m

a x { I}g (。
,

t) !}
, ,

l.F (。
,

二(。
,

t))l
, ,

!,F (。
,
/ (。

,

‘)+
·
(。 )(。(。

,

‘) +

l:
r (。

, · ,
二(。

, ·
))。(。

, ·
, d

·
, , ,,· ,

二 。
(。 )q (。 )m

a x { l夕(。
,

t) 1.
, ,

l{F (。
,

二(。
,

t ))I!
, ,

,,F ‘。
,
/ ‘。

,

‘, +
。
‘。 ,‘。‘。

,

‘, +

{厂(。
, s ,

, (。
, s
)), (。

, ;
)ds ))l}

, }
,

V 。 〔日

注意到在定理 3
.

7中当勿(F )~ X 时
,

F 的 a
.

e
.

闭性可去掉
.

于是在定理 3
.

7中令勿 (F ) ~ X 二

C J
(X )

,

F 为映C 了(X )入C ,
(X )的连续点值随机算子和令F 的有界随机定向收缩I 十 r (。

,

劝

为积分形式的有界随机定向收缩 (‘+

{;
随机变量 二权。

,

t) 为F 的一 随机不动点
。

现在我们讨论随机初值问题
:

厂(。
, s , 二

(。
, s
)))

.

于是由定理 3
.

7知存在 一C J
(X )

一

值

即二关 (。
,

t) 是随机积分方程(4
.

1) 的一随机解
.

d %(。
,

t )

d t
= g (。

,

t
,
、(。

,

t))
, t〔J

(4
.

4 )

二(。
,

0 )=
z 。

(。)

定理 4
.

2 设 少口 x j x X 、X 使得对每一 。 〔口
,

g( 。
, · , ·

) 一致连 续和 对每一 (t
,

x)

〔J x X
,

抓
· ,

t
,

x) 是X
一

值随机变量和存在有界线性随机算子 厂(
· ,

t
,

劝
:口 x X , X

,

V (t
,

劝

〔J x X 满足引理 4
.

2的假设使得
:

( i ) 对一切二(。
,

t)
,

, (。
,

t )〔C ,
(X )存在正实值随机变量K (。 )和

。
(。 )=

:
(。

,
二(。

,

t )
,

夕(。
,

才))《 1

使得
m a x {}g (。

, s ,
, (。

, s
)+

。
(。 )(梦(。

, s
)+ l 厂(。

, : ,
二(。

, :
))夕(。

, :
)d

r
))一夕(。

, s ,
二(。

, s
))

J 0

一 e
(。 )厂(。

, s ,
二(。

, s
)), (。

, :
) }}

( e
(。 )K (。)m

a x { l, (。
,

t)11
) ,

IG (。
,

二(。
,

t ))}}
J ,

肠G (。
,
二(。

,

t )

+ 己
(。 )(。(。

,

才)+

{:
r (·

, · ,

/ (。
, ·
)), (。

, ·
)d

￡
))、:

· } 、口 〔“
(4

.

5 )
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其 1”」 G ‘臼
, 况
‘功

,

‘, ,一(。) +

{:
和 : 。

(。)是给定的X
一

值随机变量
.

(11) 对 一切 t〔J和二(。
,

t)〔C
.

,

(X )

}{厂(。
,

t
,

二(。
,

t ))l}( B (。 )
,

协 平

g (。
,

s’
, 二
(口

, s
))d

:

丫。任口

具中B (。)是正实值随机变量
.

(111) T K (。 )= g (。)< 一
,

V 。〔 g

则随机初值问题(4
.

4 )有
一

随机解
.

即存在C
J

(X )
一

值随机变量尹 (。
,

约满足

d 二关(。
,

t)
d t

= g (口
,

t
,

x 苦 (。
,

t ))

尹 (。
,

0 )=
z 。

(。)
,

丫 t〔J
,

。〔口

证明 显然求解随机初值问题 (4
.

4) 等价于求解下面非线性随机V ol te r r a 积分方程

/ (。
,

‘)一 (。)+

!:
。(。

, · ,
! (。

, ·
))d

·

定义非线性点值随机算子 G :日 x C ,
(X ), C ,

(X )如下
:

G (。
, ·
(。

,

, ))一
。

(。 ) +

{:
。(口

, · , ·
(口

, ·
))d

·

(4
.

6 )

由具有
:
(。

,

t)=
: 。

(。 )和
,

f (。
,

t
, s ,

二(。
, s
))= 夕(。

, ; ,

二(。
, s
))

,

V t〔J 的定理 魂
.

1 知积分方程

(4
.

6 )有一随机解尹(。
,

t )〔C
了
(X )

.

即存在C ,
(X )

一

值 l植机变量广 (。
,

t)使得

% · (。
,

‘)一(。)+

{;
‘(。

, · ,

”(。
, ·
))d

·,

v ‘。J
,

。 〔“

从而 x 权。
,

t) 是随机初值问题 (4
.

4 )的一随机解
.

注4
.

1 定理4
.

2是 臼
,
p

.

7叼 的定理5
.

1 的改进和随机推广
.

我们也可仿照 〔5
,
p

.

8 2 ] 的注 5
.

2
,

对空

间(C J(X )(T
·

}{z )重新赋范
,

从而可将定理 5
.

1和 4
.

2中的假设 (11主) T K (。) = g (。)< 1
,

V 。(习 去掉
.

这里

不再陈述
.
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