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摘 要

木文综合报道有关弹性半无限体表面稳定性的若干工作
.

对于 不可压缩弹性半无限 体
,

概 述

在 双向受载下自由表面的失稳分析
,

给出失稳的临界条件
.

对于可压缩弹性材料情况
,

分析 了由

标准材料组成的半无限体的表面轴对称失稳
,

得到失稳临界参数对于材料参数的依赖关系
.

一
、

引 言

所谓弹性半无限体表面的失稳或屈曲
,

是指在载荷或变形达到某些临界值下
,

该半无限

体表面
一

可能不再保持通常的平面形状
.

研究半无限体
,

或者更一般的层
“
半无限体组合 的 表

面稳定性
,

除本身的理论意义外
,

还在一定程度上同诸如地质构造的褶皱
、

地壳的屈曲 (与

地震发生相关 ) 和史前的造山运动
〔‘’
等的探 讨有关

,

已经引起相 当的注意
.

早在三十年代
,

Bi ot 利用独创的
“

增量变形理论
” ,

开创性地对 M oo ne y 型弹性半无限

体作过表面失稳分析 (详见 1 9 6 5年出版的专著〔2〕)
.

1 9 7 3 年
,

B ru ne lle t ‘」对于 可压缩弹性

半无限体和
一

可压缩弹性基础上的弹性层
,

应用 N o v 。 : hi lo v在〔3 〕中为叠加在大变形上的小变

形 导出的场方程
,

讨论了同样的问题
.

1 9 8 0年
,

D or ri s 和 N e坦at
一
N as s e r 〔4 〕将半无限体的表

面稳定性处理为层
一

半无限体组合的相应问题的一种极限情形
,

考察了弹性或弹塑性的 层 和

半无限体的不同组合情况
.

在上述文献中
,

问题的处理途径虽各不相 同
,

但主要限于平面应变或平面增量变形情况

的研讨
.

本文拟介绍近年来我们在这方面的一些工作
,

其中
,

第三节的主要内容 未 曾 发 表

过
.

对于不 可压 缩弹性半无限体
,

应用
“

小变形叠加到大变形上
”

的分析方法
,

分别考察了

在平行 J
二

自由表面的两个互相垂直方向上
,

该类半无限体承受相同均匀压缩下的表面轴对称

和非轴对称失稳问题
‘5 , “〕,

以及双向承受不同均匀载荷下的表面失稳问题
仁7 〕,

得到各自的 失

稳临界条件
·

对于M 0 0 0 e y型弹性半无限体
,

〔7 」中导出的临界主伸缩比 (e r itie a l p r in e ip a l

S tr et c h r at io s) 关系与文献〔2 」完全一致
,

并且作为特殊情形
,

概括了〔5
,

6 〕中得到的结果
,

特别是确定和讨 沦了双向临界载荷之间的相互关系
.

对于
一

可压缩弹性半无限体
,

分析了由标

准材料 (
sta n d a r d m a te r ia l) 组成的半无限体的表面轴对称失稳问题

,

利用参数摄动和分离变

量的方法求得失稳临界参数同材料参数之间的依赖关 系
.

标准材料是线弹性材料 的 直 接 推

.

钱伟长推荐
.
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广
,

具有一定的典型性
.

对于 以标准材料为其特殊情形的谐和材料
,

(h盯 m o ni c m at e r ial )
,

其半无限体表面平面应变失稳的临界条件
,

在 [ 8〕中用复变函数方法分析若干谐和弹 性 体的

失稳问题时 一井得到
,

且与其中某些形体的失稳条件完全相同
·

在上述这些工作 中
,

都假定

弹性半无限体在表面失稳前的变形是有限的
,

且不计体力的作甩
.

二
、

不
卜

可压缩弹性半无限体表面的失稳

继上面已经提到的Bi ot 的奠基性工作
,

笔者 ‘5 ’首先考察了不可压缩弹性半无限体在轴对

称受压
一

『的表面轴对称失稳问题
,

对于 M o o ne y 型弹性半无限体
,

得到自由表面 轴对称失稳

时
·

沿压缩方向的临界伸缩比

凡
。
二 0

.

6 6 6 (2
.

1 )

而平面应变失稳下的相应值是 0
.

54 4 〔“〕
.

在〔6 〕中
,

吴建衡和笔者又进一步讨沦了不
,

叮压缩弹性半无限体在轴对称受压下的 表 l旬

失稳问题
,

变形不限于轴对称的
,

得到自由表面失稳的临界条件为

户 (“)nt 叮几)“
‘+

料
2护一 1一 。

P 气几 )
(2

.

2 )

其 l
一

户a( 幻
.

b (幻和夕(幻为与材料特性有关的函数
,

几为沿压缩方向的伸缩比
.

对于M o o n e y型

半无限体
,

(2
.

2) 变成

几
。+ 几

6 + 3几
3
一 ] = 0 (2

.

3 )

解出的临界伸缩比值同(2
.

1 )
.

不 同于〔5] 中的分离变 量处理
,

这里应用的是三维调和函数解

法
。

对于更为一般的情形
,

即不 可压缩弹性半无限体在平行 于表面的两个互相垂直方向上承

受不同均匀载荷下 自由表面的失稳问题
,

其分析和讨沦概述如下 (详见仁7 〕)
.

设Z ,和 z ‘
(I

,

‘二 1
,

2
,

3) 分别为弹性体内任一点在变形前后的直角坐标
.

在均匀变形状态

附近的变形可表示为一变换
z ‘= 击Z ‘十 u ‘

(2
1 ,

2
2 ,

2
3

) (不求和 )
,

其中几。为主伸缩比
, u ‘及其

导数 u ‘, ,
(下标中的逗号标记对其后相应变形前坐标的求导运算) 与有限均匀变形相比

一

可视

为小峨
.

略去二阶及一几阶以 上小量
,

由 Pi ol a 应力平衡方程 (无体力) 和不可压缩性条件得

到“‘和户 (增量静水压力) 应满足的线性偏微分方程组

A (几: )u ;
, ; , + B (几

3

)u l , : : + B (几
2

)u l
, 3 3

+ C (几
3

)
u : , 2 1 + C (几

2

)
u 3 , 。,一 之

:
几
3

户
, 1 = o (2

.

4 )

B (之
3

)
u : , 1 , + A (之

:

)
u : , : 2 + B (几1 )u

: , 。。

+ C (几
:

)
。1 , 1 : + C (几; )

u 3 , 3 2
一 之

3
几;户

, 2
二 o ‘Z

。

> o ) (2
.

5 )

B (几
2

)“
3 , 11 + B (元; )

u 。 , 2 : + A (几
3
)
u 。, 3 3

+ C (几
:
)u l , ; 。+ C (元1 )

u : , : 3
一 元1之

2

户
, :
= o (2

.

6 )

几
2
几
: u l , 1 + 几

3
几lu

: , 2 + 几1几
2 u 3 , 3

= 0 (2
.

7 )

在半无限体的表面
, “‘和户应满足无载荷的边界条件

B 归
:

)
。, , 。

+ (几
2

多一 2几
3
几1
砰

2

)
u 3 , ; = o (2

.

5 )

B 归
1 )u

Z
,
3
+ (只1

.

; 一 2几必
:

W
Z

)
u 。 , 2

= o (2
3
二 o) (2

.

9 )

〔D (几
2

)一 几
2

卢〕
u l , 1 + 〔D (几1 )一 几

1
; ]

u Z , :
+ 刀(几

。

)u
3 , 3
一几, 几

。

户= o (2
.

1 0 )

这吸
,

函数且(幻
,

B (幻
,

C (之)和D (幻以及W
:

都与材料特性和均匀变形状态有关
,

多为均匀



关于弹性半无限体表面的稳定性

变形下的静水压力
.

所谓不
一

可压缩弹性半无限体表面的失稳问题
,

就是方程组 (2
.

4 )~ (2
.

7 )连同边 界 条 件

(2
.

8 )一 (2
.

1 0)
,

在什么条件下存在非平凡解的特征值问题
.

引进函数话一功(Z
; ,

2
3

)
,

劝二势(Z
: ,

2
3

)

令
“, 二之1功

, 3 , 。2
= 几2劝

, 3 , u 3
= 一几

3

(功
, 1 + 势

, :
) (2

.

1 1 )

不 可压缩性条件 (2
.

7) 自然满足
.

代 (2
.

1 1) 入(2
.

4 )~ (2
.

6 )并消去乡
,

得功和 劝分别满足的方

程为

功
, 3 3 0 3 + 〔: (几

: ,

几
。

)功
, 3

川 + 几:几立功
,

川 1 ~ o

势
, 。3 5 3 + a

(几
1 ,

几
3

)势
, 。3 : 2 + 之l几璧势

, : : : : = o

其中

a (之
。 ,

之
。

)~
A (七

’

七
’
)一 2几

。

几;C (之
。

)+ 几二心A (几
。

)

B (凡
。

)

必二
e x p仁寿1112

3

〕s in 12 2 1 ,

功= e x p仁k
:
l
:
2

3

〕sin lZZ
Z

的形式求解此特征值问题
,

得 自由表面 叮能失稳的临界条件为

此A (几
口

) + 几孟A (之
:

)一 2几
。

凡C (几
。一 。

)

+ 几
。

(几
。

+ 2几
3
一几

3 _ a

几二)B (几
3 _ 。

)= o (a 二 1或2 ) (2 一2 )

在双向承受相同均匀压缩的特殊 情 形 下
,

几1 = 几
2
= 几

,

几
3
= 几

一 2 ,

条 件 (2
.

论 ) 即 变 为

(2
.

2 )
.

对于M o o n ey型弹性半无限体
,

应变能密度W 是I ,和I
:
(左C a

uc hy
一
G r e e n 变形张量的第

一‘和第二不变量 ) 的线性函数
,

由 (2
.

1 2 ) 可确定 自由表面失稳的临界主伸缩比应满足关系

式

又}
。

兄
2 。

二 0
.

2 9 6 或 元1
。

几;
。

二 0
.

2 9 6

这同Biot 的结果 仁“1完全一致
.

在平面应变
、

单向压缩和双向受相同压缩三种特殊情形下
,

自

由表面失稳时沿压缩方向的 临 界 伸 缩 比 分 别 为

0
.

5 4 4
、

0
.

4 4 4和 0
.

6 6 6
,

同文献〔2 〕
、

〔5 〕
、

〔6 〕中的结

果吻合
。

通过 计算
,

得到表面失稳的无 鼠纲临界载荷参

数
5

t l
。

二 一 1
.

8 2 5亡之袱一 2 0
.

8 8 9元:
。

t Z
。

二 (亡+ 之了忿)(0
.

1 7 5几丁是一 2 2
.

8 5 9之毖
。

)

这里
,

t ;
。

二 T , 。

/不
1 ; tZ

。

= T
: 。

/研
1 ; 亡= 研

:

/研
1 ; 10

研
。

二 口研 /。I
。 ; T l。 ,

T
: 。

为临界C a u e hy 应 力
.

t;
。

和 tZ
。

的相互关系如图 1 所示
.

由图 11 可见
,

至少对

于 M 。。 n e y型弹性半无限体
,

即使在一个方向上受

若干拉载的情况下
,

只要垂直方向上的压载适当
,

同样 可能出现 表 面失稳现象
.

还要指出
,

由于失稳临界条件 与 11
,

l
:

尤 关
,

芬二 2 0
.

5 0
.

10

一 50

�日�5一

l

!|曰

一
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所有波长都
一

可在解中出现
.

根据问题的齐次线性因而可叠加性
,

在临界载荷下失稳的自由表

面
.

叮能呈现任意的柱面形状
〔“」.

对于双向受相同压缩的临界情况
,

自由表面的失稳形状有可

能是任何一 对母线互相垂直的柱面的叠合
。

三
、

可压缩弹性半无限体表面的失稳

对于可压缩弹性半无限体
,

将以标准材料 (sta n d a rd m a t e r ial )组成的半无限体为典型
,

考察自由表面的轴对称失稳问题
.

我们将直接引用 S e n s e ni g 在 文献〔洲中关于有限变形标准弹性体平衡状态分叉的摄动问

题的表述
.

为节省篇幅和便于查考
,

符号标记亦尽星采取该文献中所用的
。

对于标准弹性材料
,

应变能密度

凡
伴 = ‘ S丈+ 拼凡

乙
(3

.

1 )

具中
, : ‘ (i二 1

,

2 )分别为应变张量特征值的f次幂之和
,

只和拼为两常量 (当它们是 L a m 亡常数

时
,

W 即为经典应变能密度)
.

按 [ 9」
,

在曲线坐标0
‘

(‘= 1
,

2
,

3) 下
,

应力与变形之间的关系为

Q ‘, = (几
: 、一 2拼)C

‘, + 2拼P 。,
(3

.

2 )

不计体力的平衡方程可表为

一
心 , , , , _ 、

, 、 , , . 。

。“ 口s ,

2“厂” }, 十 咬丸“ , 一 艺料少七 ” }‘十 几七
’ ‘

。
瓦“” (3

.

3 )

其‘J

匀= c “尸‘

户 3 (3
.

4 )

这 吧
,

Q‘, ,

二
, ,

尸
‘, 分别为 Pi ol a 应力

、

转动和变形梯度张量的0
一

分量 (曲线坐标分量 ) ,

尸
‘, 二 u ‘!, , u ‘为变形后任一质点的位置矢量的压分量

,

}, 标记对先的协变导数
.

假定失稳问题的屈曲解 可表示成某一参数 d> 0 的函数
,

当占= o时它对应于代表通常平衡

状态的简单解
,

在d> 0下则不 同于该简单解而从简单解中
“

分叉
’

勺匕来
·

再假定依赖于参数
。的诸量在。二 o处均存在关于“的导数

.

对于任一量A
,

约定用布诬分别标记该量及其对。的

导数在d二 。的值
.

对于标准弹性体
,

白
‘了的表达式和 公‘所满足的方程分别为

白
‘, = (几丢

: 一 2。)乙“ + 凡* ,
J

‘, + 2。户
‘,

(3
.

5 )

2。户
‘了}J + (, 号

1一 2 ,‘)价
‘/
}

, + 几

:之
价

‘了+ 凡

雪;:。
‘了+ “”1亡

‘, !了一 。
(3

.

6 )

对
一

于表面失稳的轴对称问题
,

宜用柱坐标

口z = r ,
一

0
2
二夕

,

8。= z

设变形前任一质点的直角坐标 为介
, 戈: ,

凡
,

由坐标变换

x z = r e o ss
,

x :
二 r sin 口

, x 3
= 之

得度量张量

(3
.

7 )

(3
.

8 )

: 。
‘, : 一

! ; )
2

:
{ 0 0 2

-

(3
.

9 )

对 于弹性半无限体(
z 簇0) 由自表面失稳的轴对称问题

,

边界条件
一

可表述为
.
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1
.

表面自由
,

或者说
,

不受任何外力作用
,

即

Q ‘s = o
,

s= 1 ,
2

, 3 ,

当之= o时

2
.

侧面只受径向均匀压缩
,

即

Q
Z ,
= Q , ‘二 o ,

当r” co 时

3
.

无穷远处的位移与均匀变形状态一致
,

即

u ,

~ 几一r
, u s

~ 几声
,

当斌 r Z + 之 2

。阅时

这里
,

几和礼分别为径向和轴向的伸缩比

⋯
首先

,

寻求对应于均匀变形状态的简单解
u l = 几lr

, “么= 0
, u s

= 只
s之

不难验证
,

(3
.

13 ) 满足平衡方程 (3
.

3 )
.

由 (3
.

2) 知〔。‘
勺呈对角形

,

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

Ql
‘
= 2 (几+ 川几

: + 从
3
一 3之一 2拌

。
2 2
一

异
。1 1

{ (3
.

1 4 )

Q 3 s = 2几几1 + (几+ 2声名”
3
一 3久一 2 2,

代(3
.

1 4 )入边界条件 (3
.

1 0 )
,

得

*
3
一

恕
- 2几

几+ 2 拌

l + , Zv
,

几 1 = 一
, 一 1一 , 几1 (3

.

1 5 )

这里
, v
为相当于Po isso n 比的常量

-

设 T 为 (母线平行于 之 轴的) 任一圆柱侧面单位变形后面积上的正压力值
,

则可算得

: 一 2“‘
{装聪:石

又1’一 ; ,

忍{烤入
,
)

(3
.

1 6 )

其中常量E 相当于Y o u n g 氏模量
.

我们的主要 目标是寻求轴对称的屈曲解
,

即令
“ ,
= u ,

(r
, 之 ,

占)= 几
; r + F

‘ , 。2 = o
, 。3 = u 3

(
r , 2 ,

d )= 久
3刁+ 厂

3

其中
,

兄1
,

兄
3 ,

犷
‘

和犷3均依赖于参数占
。

将 (3
.

1 7 )对d求导并在乃二 O处取值
,

_

得
。‘= 丸

: , + 夕
‘,

。’== 汽: : + 夕
3

代入(3
.

6 )
,

经过协变求导等运算
,

可得户和夕
3
应满足的方程组

(3
.

1 7 )

(3
.

1 8 )

丫,...eellwe、f!!‘eel!又(, + 。)

豁
+ ,

瞥
+ 。

黔
。 、

1
十 t几十 刀 )一

r

,

丁
十 (A + B)

溉
‘
一 (, + 。)异。

! 一 。

嘿
十。

黔
(3

.

1 9 )

+B 乡安 +A : 犷
一 。

其中

, 一 2“、泛、
3 ,

”一“+ 2。,
:

今
,

,

(3
.

2 0 )

设夕
, 和夕

3
可分离变量

,

即表

夕
, = a (r )

a
(: )

,

夕
,
= 夕(

,
)6(

:
) (3

.

2 1)
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代入 (3
.

1 9 )
,

得

(A + B )〔a
·

(
r
)+

)
a ,

(
r
)一二

a (
r
):
。
(
:
)

+ A a (
r
)
a “

(
:
)+ 那

,

(
r
)b

户

(
z
)= o

(A 、
一

B )。(
;
)“

·

(
:
)+ A 〔,

·

(
r )+

)
。

/

(
,
)〕“(

:
) (3

.

2 2 )

.

n 尸 , , 、

1
+ 刀 La

’

气r ) + r a 气r )」a
r

Lz ) = U

如取

a (
r
)= J l

(k
r
)

,

刀(
r
)二J

O

(掩
r
) (k> o )

J , 和 J
。

分别为第
一

类的一阶和零阶Be s sel 函数
,

则必满足相应的微分方程

(3
.

2 3 )

1
, .

了
, 。

1 \
、 。

,
.

1 。 ,
.

, , 。

a
’
‘

十
一

a
’

十 吸 R -

一
久 la 二 U ,

户
‘’

十 P
’

十 犷刀二 U
r 、 r 一 /

一

r
(3

.

2 4 )

以及关于 J
。

和J l的熟知的递推公式

1
, 。 。

,

a
‘

十 王哎= 尺p
,

p
’

二 一 榨a (3
.

2 5 )

利用(3
.

2 4 )和 (3
.

2 5)
,

(3
.

2 2) 各方括号中含有a 和 刀导数的表达式均可经 a 和刀自身表出
.

于

是
,

(3
.

2 2 )可分离变量得常微分方程组

A e ‘
(
z
)一九(A + B )d (

2
)二 o

,

(A + B )d
,

(
2
)一 九A

e
(
:
)二 o (3

.

26 )

其中
,

e
(
:
)==

a ,
(
:
)于寿b

,

(
z
)

,

d (
z
)二b

,

(二 )+ 几
a
(
z ) (3

.

2 7 )

(3
.

26 )的通解为
c
(
z )二 (A + B )(C

, e 点“ + D
, e 一 几z

)
,

d (
: )二A (C

, e 舟,

一D
, e 一 介,

) (3
.

2 8 )

C, 和 D
‘

为任意积分常数
.

代 (3
.

28 )入 (3
.

27 )并积分所得的方程组
,

得其通解为
a
(
:
)=

,

(C
: + C Z :

)
e 介艺 + (C

3
+ C

、二
)
e 一 ““

b (
:
)= 一 (C

, 一
雪。

,

。
、 _ ‘ , . ,

。 亡。
.

。
_ 、 _ _ ; ,

百妇
2 十 灿 ‘z ) c 一十 L七 3

十
一

k b ‘十 b 挤 )
“

’ - } (3
.

2 9 )

这甲
,

C ; ,

C
: ,

C
3

和C
4

为任意积分常数
,

; 一 1 、

梦 (3
。

3 0 )

由边界条件 (3
.

1 2) 知
,

当z 。 一二时必须有a( z)
一

) o 和 b (劝 * 0
.

这意味着 C
3
= C

4
= 0

,

则解

的形式应为

_ , 、 ,

。 。
、 。 , , , 、 ,

。 亡。
.

。
“ 气z ) = 气灿 , 十 七 2 2 )e

’

一 0 LZ ) = 一 又七 , 一 百七
2 十 七 2 2 ) e ’ - (3

.

3 1 )

边界条件 (3
.

1 0) 意味着

2。掩C , + 〔A + (A 一 2“)‘〕C
Z
二 0 飞

一 2拼kC : + (几+ 2拼)(立一 l)C
: 二 0 )

(3
.

3 2 )

此线性代数方程组对C : 和C Z
存在非零解的条件是其系数行列式等于零

,

即

A (雪+ l) + 几(或一 l) 一 2拼二O

或
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2 (2
v 2 + 2 , 一 1 )免}一 5 1 ,

(l+ ; )克
1 + (l 、

一 ;
)
“
一。

作为戈
: 的二次代数方程

,

(3
.

33 )的两个根

(1 +
v )(5

, 士斌9 ; “一 1 6 , + 8 )

4 (Zv
‘

+ Zv 一 1 )

中只有根号前带负号的那个根有意义
.

当沿压缩方向的径向伸缩比达到临界值

(3
.

3 3 )

(3
.

3 4 )

久l
。 业士业

-

(妙二宜豆左画乡士8)4 (2
v 2
+ 2 , 一 1 )

(3
.

3 5 )

或径向压力达到相应的临界值

T
。

E (1 一几
, 。

)
几1

。

(1 +
, 一 Zv 几;

。

)

(2
v 2
+ 2 , 一 1 )[ (1 +

,
)研 9 v 2

一 i 6 v + s + 3 , 2
+ 3v 一 4〕 。

二 (1 +
,
)
“

〔(3
v 2
一 2 , + 1 )心 。, “一 1 6 , + s 一 ,

(7
, ‘

一
s , + 9 )〕乙 (3

.

36 )

时
,

方程组 (3
.

3 2) 必存在非零 解 C , 和C
Z ,

因而有非

零的 a
(
:
)和 b (

: )
,

使由(3
.

1 8 )
、

(3
.

2 0 )和 ( 3
.

2 3 )确

定的“和扩 同时满足方程组 (3
.

6) 和边界条件 (3
.

10 )

~ (3
.

1 2)
.

这就是说
,

除了存在简单解 (3
.

13 )外
,

还
“

分叉
”

出屈曲解

又, 。 .

T
。

/ E
n丹7t

、龟
on甘

几01卜甘

:
n�n甘

u ’一久, r + d a (
r
)
“
(
“
) + O (d

Z

) 飞
。3

= 几
3 : + 塑 (

r
)b (

:
) + O (乙

z

) J
(3

.

3 7 )

这里
,

当占。 0时
,

几1。从
。 ,

几
3

、凡
。

(轴向临 界 伸
‘

缩

比 )
.

因此
,

( 3
.

3 5 )或 ( 3
.

36 ) 是标准材料所组成的弹

性半无限体自由表面可能失稳的一个临界条件
.

按 ( 3
.

35 )
,

对于 O< ; 簇 0
.

5
,

表面失稳的径向临

界伸缩比 灰
。

在 0
.

70 7与 0
.

75 之间取值
,

此临界伸缩

比几1。和临界压力T
。

同参数
v 的依赖关系如图 2 所示

,

不同于 B r u n e ll e 〔‘’在平面应变失稳下所得的结果
,

。

丹卜上州0 . 3 1 . . . .

⋯
⋯

。 .

~
. .

⋯l

0 0
。

1 0
.

2 0
.

3 0
.

4 0
。

图 2

最后要提及的是
,

对于以标准材料为其特殊情形的谐和材料 ( h
a r m o ni o m a te r ia l) 而言

,

所组成的弹性半无限体的平面应变失稳条件是

、‘·, 一 ‘H “”,

狱肠宾片H, ‘
r
’一 。

其中
, r = 几: + 几。

,

又1和几
2
分别为平行和垂直于表面两方面上的伸缩比

函数 〔. ’.

对于标准材料
,

(3
.

3 8 )

H 为表征材料特性的

; ; , n 、

1
』1 气丈( l : 二二 一三

艺

R
Z
一 1
二

2 , R +
(3

.

3 9 )

由失稳条件 (3
.

3 5) 解出的临界伸缩比为

2 一 v

2 ( 1 一 v
)

(3
.

4 0 )一一
.

几

119曰

一一
月

滩

所有这些结果
,

导文献仁1 0」中关于无限谐和弹性体在平行于裂纹面的压缩下裂纹面平面应变

失稳的结果完全相同
.
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四
、

讨 论

以
_

仁我们对不可压缩弹性材料和可压缩的标准弹性材料以至更广泛的诺和材料所组成的

半无限体
,

在多种受载和变形情况下自由表面的失稳问题进行了分析和介绍
,

给出了各自的

失稳临界条件
.

我们发现
,

在有些情况下
,

半无限体表面的失稳同其它弹性休的屈曲具有相

同的临界条件
.

例如
,

由M 。。 n
ey 型材料组成的弹性半无限体的表面和同一材料的无限体中

的裂纹
,

在平行于表面或裂纹的压缩下的平面应变失稳条件
, ·

都是沿压缩方向的临界伸缩比

几:
。

二 0
.

54 4 〔7 ’汇” ’; 由谐和材料组成的半无限体的表面和正截面为半无限条状区域或可保角变

换为圆或带圆孔无限平面的有限或无限谐和弹性体
,

亦具有相同的失稳条件 x (r) 二护日’,

等

等
。

尤其值得指出的是
, ,

弹性半无限体在失稳临界载荷下的屈曲解往往是完全任意的
,

或者

说对应于同一临界载荷存在无穷多个屈曲解
,

无从谈论对应的屈曲模式
.

既然无通常意义下

的屈曲模式可言
,

如何确定表面的失稳后(p os t
一

b u o kl in g )形状 ? 这一问题有待研究
.

笔者对于美国芝加哥伊利诺大学吴建衡 (Chi
e n H

.

W u) 教授建议这方面的 工 作
,

并提

供有益的讨论和合作研究的机会
,

深表谢意
.
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