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摘 要

本文研究了部分埋入水中椭圆柱体弯曲自由振动
.

首次给出柱水藕联体系振型函数的精确解

和以有限阶行列式表示的频率方程
.

指出水的效应等价于一个附加的分布质最
,

因此
,

水中柱休

的振动频率低于无水时柱体的振动频率
.

一
、

引 言

水中柱体的振动问题
,

过去人们均对圆柱体进行研究
〔‘’“ 〔吕’,

而且都假定水深与柱 高相

等
.

作者在〔7〕
、

〔8〕中
,

对水深和柱高不相等的一般情形
,

分别给出柱水藕联体系剪切和弯曲

振动振型函数的精确解
.

在本文中
,

作者进一步研究了部分埋入水中椭圆截面柱体弯曲振动

问题
。

首先解椭圆柱坐标系中拉普拉斯 (L
a pla c

e) 方程的边值 问题
,

给出流体速度场势函数

的解析表达式
,

然后利用拉格朗 日
一

柯西(L
a
gr

a n g e 一

C a
uc hy )积分和达朗贝尔 (D al e m be

r
t)

原理导出柱水偶联体系弯曲自由振动微分积分方程
,

最后给出椭圆柱体有水振型函数的精确

解和以有限阶行列式表示的频率方程
。

二
、

速度场势函数小值
, 勺, z ,

t) 的确定

假定椭 圆柱体一端 固定
,

另一端自由(图 1 )
,

其高为H
,

椭圆截面的长半轴 为
a ,

短半

轴为 b
,

水深为 h (h< H )
.

假定水是理想的不可压缩的不粘流体 , 运动是无旋的
; 不计表面波动

.

若柱体沿 y 方向振动
,

水被扰动
,

根据假定
,

流体速度场存在 一个势函数 功(占
,

刀
, 二 ,

t)
,

它满足拉普拉斯方程

V
Z

诱= o (2
.

1 )

其中

日2

V
一

= 。斤2

u 5

口2

十
一

叹丁
口刀

+

省
(
·hZ;

一
2。)
影

为椭圆柱坐标的拉普拉斯算子
,

而尹= 梦一护
·

功(君
,

刀
, z ,

t) 满足下列边界条件
:

补

钱伟长推荐
。
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其 中 v = g (
: ,

t ) = 夕(
:
)T “) 为柱体沿 夕方 向 的 位移

,

舀
。
二 th

一 ’

b/ 。为椭圆面坐标
·

令

功(占
,

。
, : ,

t )二万 (雪)‘(。) z (
:
)少( r ) ( 2

.

5 )

其中T (t ) = d T / d t
,

( 2
.

3 ) 代入 ( 2
.

1 )
,

得

Z “

(
:
) + a Z

Z (
z
) = 0

H
”

(占) 一 (几一 Zg e hZ雪) H 信) = 0

G l,

(叮) + (几一 Zq e o s Z叮)G (”) == o

(2
.

4 )

( 2
.

5 )

( 2
.

6 )
士
。

方程 ( 2
.

6 ) 是 马休方程 (M
a thi e u

M a th i e u E q u a t io n
)
。

其中 g = 一 , 2

梦 / 4
,

a 和 又为分离变量引进的待定常数
.

E q u a t i o n
)

,

方程 ( 2
.

5 ) 是修正的马休方程 (M o d i fi e d

由方程 ( 2
.

4 )和边界条件( 2
.

2 a
)及 ( 2

.

2 b )
,

得

( 2
5 一 1 )二

2h
(
: = 1

,

2
,

3
,

⋯

Z (
:
)二A e o s ( 2

5 一 1 )二

2 h
(
s = 1

,

2
,

3
,

⋯ ( 2
.

7 )

方程 ( 2
.

6 )的通解为
‘。」, 〔‘“’

G (刀)二 B , e e 。

(刀
,

q ) + B
Z
fe

。

(刀
,

g ) ( 2
.

8 )

或 G (刀) = C , s e 。

(刀
,

g ) + C Z g e 。

(刀
,

g ) ( 2
.

9 )

其中
, 为整数

,

B : 、B
Z 、

C , 、

C:

为待定常数
, e e ,

(刀
,

g )和
s e ,

(叮
,

g )是第一类
, 阶马休函数 (M

a thi e u

F u n e t i o n
)

,

fe 。 (刀
,

g )和 g e 二

(刀
,

q )是马休方程另外两个线性无关解
.

方程 ( 2
.

5 )的通解为

H (雪)且
:C e ,

(咨
,

a ) + 且
Z
F e ,

(占
,

口) ( 2
.

1 0 )

或 H (占) == C I S e ,

(舀
.

q ) + C
Z G e 。

(雪
,

g ) ( 2
.

1 1 )

其中 且
1 ,

且
: ,

口
1 ,

口
2

是待定常数
,

C e 。

(占
,

q ) 二
c e ,

( i占
,

q )和 S e ”
(雪

,

q ) 二 is e 。
( f占

,

g ) 是第一类
,

阶修正马休函数 (M
o d i fi e d M a th i e u F u n e t io n

)
,

F e ,

(占
,

g )和 G e 。

(占
,

g ) 是 修正马休方程另

外两个线性无关解
.

因为解关于 刀是周期的
,

所以 ( 2
.

8 )和 ( 2
.

9 )中的常数 B Z = o
,

C Z = o
, 。= 1

,

于是得到

功(古
,

,
, : ,

t ) = 犷( t )兄 {A ; 。C e :
(雪
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q ,

) + B , ,
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) }
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。,
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因为水动压力应满足条件

a苗 !
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U . 1勺一 D

所以 功(占
,

刀
, : ,

t )应取式 (2
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1 3 )
,
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.

2 e
)

,

(2
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利用边界条件 (2
.

2 d )
,

从 (2
.

1 4 )得
、.尸尹 、曰S e ,

(
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q
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其中 S e
了= d s e l

/ d省
,

G e
了二 d G e l

/ d占
,

B 皇票斗
;

的意义见文献〔9〕
·

三
、

椭圆柱体振动方程的建立

利用理想流体无旋运动方程的拉格朗日
一

柯西积分
,

由 (2
.

15) 式
,

不难确定沿柱体单位

高度上水动压力的合力在 , 轴方向的投影为
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其中 P 为水的密度
,

由达朗贝尔原理得 0 ~ h 段柱体弯曲自由振动方程为

E J
口49 (

z , 2夕(;爹) + 。:F 。兰
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其中 F 为柱体截面积
, p l 为柱体密度

.

因为自由振动时
,

各变鼠按正弦规律变化
,

尹
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.
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其中 Y l
( z) 为 。~ h段柱体振型

, 。 为相应的振动频率
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四
、

振动方程 (3
.

5) 和 (3
.
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(4
.

1 1 )

(万= 1
,

2
,

3
,

4 )

从频率方程(4
.

10 )求出频率后
,

代入方程组 (4
.

9 )确定常数 刀
‘

和 D ‘
(‘= 1

,

2
,

3
,

4 )
,

再

把确定的常数 (实际上是常数比值) 代入 (4
.

5) 和(4
.

6 )就得到振型 函数
.
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