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摘 要

本文将A MS A A 模型推广到多台系统进行同步开发的情况
,

给出了 W e ib ul l过程参数的最大

似然(M L )估计及平均无故障工作时间(M T B F )的区间估计
.

而C ro w tl ’的公式则是本文结果的特

例
.

一
、

引 言

对可修复的复杂系统
,

D ua ne 发现
〔“’,

在研制试验阶段 (或称开发期 )
,

它的累积失效

率的对数与累积开发时间 t 的对数
,

呈很好的线性关系
.

记 (0
,

月内系统的失效数为 N (t)
,

则累积失效率为 N (t)/t
.

D u a n e 假设
:

In 〔N (t )/ t〕‘In a + (刀一 1 )In t

故 N (t )= a t尹+ 。
(t )

式中 城t) 是均值为0 的误差
.

C ro w 用下述概率模型来描述 D ua ne 可靠性增长假设
:

1
.

系统在开发期 (0 , 才〕内出现的失效次数是含均值 函数 v( t) = E 〔N (t )〕二at 尹及瞬时

强度几(t )= d E 〔N (t)〕/ d t= 明t声
一 ‘

的非齐次 Po is s o n 过程
:

P {N (t )= n }=
〔,

(t )〕
.

称 !

一 e x P〔一 ,
(t )〕 (

, == 0
,

1
,

2
,

⋯

{N (t )
, t> 0 } 叫 W

e ib u ll 过程
.

2
.

若系统于 t。定型
,

之后对系统不再作改进
.

定型后系统的寿命服从指 数 分 布
,

则

几(t。)二 a 刀t护
一 ’ ,

系统的 M T B F 为M (t。)二 [叨t产
一 ’

〕
一 ‘
二〔之(t。)」

一 ‘

上述模型的统计推 断 工 作 主 要 是 由 A M S A A (A r m y M a t e r ia l S y s t e m s A n a ly s is

A ct iv it y ) 的 C r o w 进行的
,

故称为 A M S A A 模型
.

C ro w 〔”对单台系统可靠 性 增 长 的

W
e ib ul l 过程

,

给出了参数 a 及刀的 M L估计及定型时的M T B F的区间估计
.

在实际的研制试验中
,

往往对多台同型系统同步进行可靠性增长试验
,

这 时C ro w 的结

果 〔‘’不能照搬
.

本文将A M S A A 模型推广到多台同型系统同步进行可靠性增长试验的情况
,

给出了W e ibul l过程参数的M L估计及定数
、

定时截尾场合的M T B F 的区间估计
.

荟
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二
、

定数截尾数据的区间估计

将 k 个同型可修系统同步作可靠性增长试验
,

当诸系统的失效数之总和等于预定的次数

”时
,

所有投试的系统同时停试
,

这称为k个系统可靠性增长的定数截尾试验
。

第 f 个系统在

(0
,

门内的失效次数为N ‘
(t)

,

第i个系统的第j次失效的观测时间为场
,

‘二云
~

福
,

j二〔币;
,

n ‘是第‘个系统在停试前观测到的失效数
,

且 ”= 兄
”‘,

记截尾时间为t , ,

则 t。 = m a x t。5
.

‘, J

观测 笼t‘, , l
,

寿
,

j= 1
, n ‘ N .

(t。 )二
n ‘,

i= 1
,

掩}的似然函数为
:

f(t‘, ,

i= 1 ,
吞

,

j= 1
, , ‘; N

‘

(t” )= 。‘,

i = 1 ,

吞)

一

热j1(a
州、1

⋯卜只
_ , _ :

只‘才,

喇
ex p

}
一

丁
‘· : (才)d ,

」

(2
.

1 )
、、.了Z‘

.盈
�.

,J
门n

. .

t
二‘= 〔a刀」

” e ‘ p〔一 “一“〕(彝户
则a

、

刀的M L估计成
、

刀为

应= n/ 代
,

/ 咨 合
,

“’ ”

/ 台允
‘“

( 2
.

2 )八
�

tf,

系统于定型时 t。的M T BF M ( t
,

)的ML 估计为
:

后 ( t
。

) = (应刀t已
一 ’
)
一 ’= kt ,

/ n刀 ( 2
.

3 )

为了给出M ( t
。

)的区间估计
、

需要建立下面三个定理
.

定理 1 2月

鑫鑫
‘·

:几一
; (一 1 )

且
.

t,

与 夕‘, = t‘, / t
。

( i = l ,

左
,

j二 i
, 。‘, 夕‘, 今 1 ) 相互独立

.

( 2
.

4 )

证 f ( t‘, ,

‘= I丁福
,

j= I丁石; {N
‘
( t

。

) =
n ‘, s二了丁又 )

f ( *. ,
,

e= I不
,

j= 云不 , N ‘
(考

”

) ==
。‘,

‘二石
~

福)

1
〕

{N 。
(t

。

) =
。‘,

i = 1
,
吞}

= (刀/ t
。

)
”

n
。。I n (*

。, / t
,

) , 一 ‘

作变换
:

= t‘, / t
。

(‘= 1
,

寿
,

j= 1
, n ‘ g ‘j尧 1 )如份

r且、已、

变换的雅可 比行列式为 J = t:
一 ’,

则

g (g
‘, ,

‘=犷履
,

j= 百不
, 夕‘, 奔 1 ; t 。 IN

‘
( *

,

)二 n ‘,
i二石福 )

一

乃(兵
一 )户立(

”·‘、
’

) ‘”
。! ,

“’
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故 夕‘,
(i= 1

,

寿
,

j二 1
, n ‘, g ‘, 钾 1 )与 t。 相互独立

.

对任一个 ‘
,

上述密度中的因子
。‘! n (夕, 打

’
) 恰与

n 。
个 (若 i= l时

, tzn ,

= t , ,

因子中

的 n 。
要改为

一刀In 夕, j(宕=

。: 一 ’

)相互独立的密度为 刀少
一 ’

的随机变量的顺序统计量的联合密度相 等
〔‘’,

故

1 ,
寿

,

j= 1
,

价 ,
功, 今 l) 是

。一 1个相互独立的标准指数分布随机变量
,

则

2刀
亡会

In

:一
万 :

。一 1 )

‘一 i j - - . ‘了
证毕

。

由(2
.

4 )式
,

E ((
。一 1 )夕/

。
) = 刀

,

故刀的无偏估计为

百二
”一 1

弓署
, · ,

{{ (2
.

5 )

刀的置信度为 , 的置信区间为
:

一一

、Ll
r2

2 (” 一 1 ) 一 (l 一 夕) / 2

2 (: 一 1 )
< 刀< 厂

X ; (。一 1 ) , ‘, + , ) / 2

2 (
n 一 1 )

(2
.

6 )

式中x l
, ,

是 自由度为f的x 牡分布的, 一
F 侧分位数

.

定理 Z t。~ f(二)= 厂 (x !
, ,

ka ,

刀)

、
毕}艾{

“

二 , 一 ’
二p「一“a ·, 〕 ‘X > ”’

(2
.

7 )

I’ (二 !
。 ,

ka ,

刀)叫广义伽玛分布
.

f(
,

)= 厂(, }
n , a

,

当 k二 1 ,

有

。
) “

” 尹
‘
一
’“x p
卜

a ‘声〕 (
“> o ) (2

.

8 )

它恰是 W
e ib ul l 过程第 n次失效时间的概率密度

证 先证 (2
.

5) 式
,

设单台系统的观测的失效时间为
:

0 = t。< t l < t:

< ⋯ < t。

首次观测失效时间 t l的密度为f
l
(t:

)二
“
刀才f

一 ’e x p〔一at 梦〕
,

即 (2
.

5) 式在
。= 1时成立

.

设失效数为
。一 1时

,

(2
.

8) 式成立
,

则

f
” 一 ,

(t,
一

:
)

而 t。一 t, 一 : 的密度为
:

。) t黔
”夕

一 ’ e x p [ 一 a t:
一 ; 〕

f
。

(t。一 t。
一 : )= 叨才亡

一 ’e x p [ 一 a (t
卜

t君
一 :

)〕

由卷积可得 t ,

的密度
:

, (, 。 )一

{:
”

,一 (,一 ),
·

(‘一‘一 , “‘一

刀a ”

厂(
n

)
t: 夕

一 ’e x p〔一 a t三〕

(2
.

5) 式得证
。

对多台系统的情况
,

设 第l( 1成 l《寿)个系统的最后一次失效时间 tln
,

= ‘
,

f
‘
(t ,

)==
夕a ” ,

厂(称
:

*二
’夕

一 ’e二 p〔一 a t仁〕

其密度为
:

(2
.

9 )
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其余的 左一 1个系统有
:
八
。

< t。 (f = 1
,

气

源 泉

‘等 l)
,

则 ts, ,

(‘= 一,

寿
, i今l)的密度为

:

刀a n ,

厂(

子”‘尹
一 l。

瓜)
一 ‘

in ‘
x p [ 一 a t几

‘〕 (‘= 1
,

k
, ‘午 l)

第 ‘(‘= 1 ,

k
, ‘午l)个系统在 (t、,:、 ,

t。〕l勺不再失效的概率为
: e x p〔a (t异

: ,

i斗 l)
.

则第 i个系统 (蓄二 1 ,

k
,

萦今I)的 t。的密度为
:

交)」
,

(i= 1
,

九
,

,
‘
(, 。 )一

}:
”

a 打f

称成!

粼;) ‘:广一
p〔一

‘:
,、

〕⋯
p「·“;

、一‘“, 〕“‘f一

t份“
e x p「一 a tC] (‘= 双

~

诵
,

‘等I) (2
.

1 0 )

因 尸{ti
n *

= ‘
, ‘= 瓦飞 }= k

一 ’

及随机数 n ‘满足
: 0 ( n ‘( 。与乙

n ‘= 。 .

故k 个系统的总失
苗之 1

效次数为预定值 n且均于 t :

截尾
,

则壳个系统的 t。的联合密度为
:

“ !· ,一
。

篡
。

!‘
!
‘才

·

,

息
‘
、

‘亡
·

, 〕

〕
"

n一 , a · , : ,

一
p : 一。a 矛。〕

·

。。

全
1、

,

E
_

(一
1 ) !

/ l
(

, !一 1 ) !

0吸
”‘
乓

n

二户

一

饮艾{
”‘: ,

一 ‘

二 p
卜“·‘“〕

证毕
。

= 厂(夕 !
, , 1 / 2 )

XUUdd

系 2壳a t蕊~ x ;
。

证
’ . ’

t,

~ f(x )二厂(x }
n .

k a ,

刀)

贝21 2寿a t夏~ g (夕)= f [ 二(夕)〕
·

故 Zka t三一 x ;
。

定理 s ; 。“
·

对 (t。 )/ M (t。 )= z
·

s

Z 一X

证 由(2
.

2 )
、

、。 一 l ) ,

S ~ x 里
。 ,

民相互独 立
.

(2
.

3 )式
,

有

药“‘
·

, 一

梦
上 生

,

台允
‘“矛‘,

4n 2
·

后 (r。 )/ M (‘
。

)= (
2 ,

鑫井
‘·

;几)‘
2“一

由定理 l ,

月‘

2

自S垒 2刀乙 E
书一 ! J

一 1
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由定理 2 的系
,

Z垒 Zka t三~ 义 ;
。

由定理 1 知
,

S 与Z 相互独立
.

此定理表面上与 C r o w ‘“〕或 L e e a n d L e e 石5 了的结果形 式相同
,

事实上
,

〔2 」
、

〔幻 是 对

单台系统的 W
e ib ul l 过程给出的

,

即其结果是本定理在k = 1时的特例
。

由定理 3即得M (t ,

)

的置信 区间
:

尸福p ,前 (t
,

)< M (t ,

)< p :

后(t ,

)}== , (2
.

i r)

式中p : , p :

在 n
( 1 00 及不同下下之值

一

可见 C ro 记
‘

的表 1
.

当 , > 1 00 时
,

p , , p Z

的近似值 澎
, ,

万
: 分别为

〔‘〕:

万
1一

「
1 +

代 二
2 , , ) 2

,
:
一

l卜丫之二
1一 ) / 2

(2
.

1 2 )

、les刃L了eeeeee.
..二月且

��门

I
J飞welJ

式中“。是标准正态分布的d
一

F 侧分位数
。

三
、

定时截尾数据的区间估计

将 儿个同型 可修 系统同步作 可靠性增长试验
,

当各 系统的累积试验时间恰为预定值T 即

停试
,

称为 九个系统 可靠性增长的定时截尾
.

第 泣个系统在 ( 0
,

t] 内的失效次数记为N 。
( t )

,

在 ( O
,

T 」内第云个系统的观测的失效次数为
n ‘,

其失效的观测时间依次为
:

0 二 t‘。< t‘, < t‘2 < ⋯ < t‘。
:

< T ( i = 不且乙
n ‘= 。

)

观测 魂t
‘, , i 二 1 ,

九
,

j~ 1
, 。‘; N ‘

( T ) =
n ‘,

f ( t
‘, ,

i == 1 ,

k
,

j二 1
, n ‘; N

二 l ,

补的似然函数为
:

‘

(T ) =
n ‘, f = l ,

壳)

一‘·“,
一卜

“·T 夕:
(续立

才犷、
1

( 3
.

1 )

则 a
、

刀的M L估计橇
、

刀为

改二 n
/ T 声

/ 华
,

李
1 ,

T

一 / 台台
‘n “, } (3

, 2 )

若系统在T 定型
,

则系统的M T BF M ( T )的M L估 计为
:

应 (T) = ( &刀户
一 ‘

)
一‘
二好加刀

为了建立M ( T )的非随机化最优置信区 间
,

需要下述几个定理
:

( 3
.

3 )

定理 4
2”

薯薯
‘·

几一 X ;
。

( 3
.

4 )

证 具
一

证明方法同定理 1 ,

周延昆在 个内部报告中已给出了这个结果
.

f (t
; , ,

‘~ 一,
寿

,

j= 1
, 。,

}N
‘
(T )二

n ‘, f二 1
,

九)
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一

(癸)
”

慈卜
!

立
‘,
‘,

/丁, ”
一
‘

〕

作变换 夕‘, 二 t‘,
/ T (艺= 1 ,

g (夕
‘, ,

‘二 1 ,

k
,

j~ l
, 林‘

壳
,

j= 1
, ”‘

变换的雅可比行列式 J二 T
, ,

故

N ; (T )一
。、,

壳)

!

燕
‘““打”」拄

r.l
.

.J
"

n,-l
一一

故 一口In , . ,
(f~ 1 ,

k
,

j= 1
, n ‘

)是
。
个相互独立的标准指数分布

,

则

2 ,

鑫熟
‘·

几一
,
·

证毕
。

k 八犷

山定理 4 可得邵 ~ 乙 乙
‘二 l j 一 1

.

T
. _ _ 一 ’, , 、

一In t‘, ,
召
二

给足” 卜阴岔度

, (田 : 卜 1
1

(阴 ,一 刀)。

术
) ?

一
p〔一刀功」

(3
.

5 )

定理S M (T )的置信度为 , 的非随机化最优置信区间为
:

尸通二 ,
交(T )( M (T )( 二2

交(T )}) , (3
.

6 )

式中二
: 二 n 么

/ , : , 二: 二 n 么
/ , , , y : 、 , : 由下式确定

:

护I
一

女

j! (j一 1 ) 21 ,
(2汀 , ,

)

1 一夕

2

。乙间

(3
.

7 )

子
· v‘

一

蚤 二

粼 j , (j一 1 ) ! I , (2研 , : )

l一 下

2

I :
(

·

)是变形的一阶 B e s s el 函数
.

证 记 N (T )二乙 N ‘
(T ) = N

,

则
感一 1

f (
” , 、 {N > 0 )二f(* }

。)P笼N 二。 }/ P {N > O}

东
) ZD

一
p
卜”

田〕 乙 自
0‘叭喊

陀 书. 1 一

公
。 i一。

aT
尹)

”‘

月‘1

e x P〔一 a T 声〕〕

1 一 e x P〔一吞a T 刀〕

口
” .

_ _

寿
” _

_ 、

_ _
. _

z; (
。

) 叨
” 一 ‘“x p L一卢阴」

’

。 一 (a 了 ’

)
” e X p L一 “a J ’

」

一 1 一 e x p〔一吞a 犷, 〕

_ (功‘)
”e x p [ 一伽一功/刀〕

-
-

一
—

一

一
一

~ ~

一n ! (
n 一 1 ) !功(1 一 e x p〔一功/刀〕)

式中 功= ka
刀T 夕

.

在给定观测研 = 田及N > O 卜
,

有条件密度
:

(
n = 1

, 2
,

⋯
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f (j!。
,

N > 0 )“
(功。)

, 一 主‘么

了币‘1叭

(功。 )卜
: , :

jl (了一 1 ) ,

OOEj-1//

= (功田 )
, 一 ” 么

/ [ jr(j一 1 )一I
:

(2双 功。 )〕

故 功山 的非随机化最优置信区间由(3
.

7 )式给出
:

尸资y : < 功叨< ? :

}》 ,

必切 = n “
交 (T )/ M (T )

”

镖
“(

7’)< M( r )<

长
“‘丁 ,
卜

因故

即得(3

为
:

.

6 )式
.

与n 、

? 相应的二 : 、 二 :
值可见C r o w t ’〕的表 2

一

当 n > 1 0 0 时
, 二 : , , : 的近似公式

* ,

一 /(n
十

誓
+

丫奋丫)
“

(3
.

8 )
/ / 。么

/
。‘ ,

“ :
二”‘

八
”十 4 一丸

6 -r

n v 么

2 )
‘

式中
v “ u (1 十 , 。, 2

定理5中令k = 1 ,

即得C r o w 〔‘’
关于定时截尾数据区间估计的结果

·
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