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摘 要

对切短玻璃纤维毡增强聚脂层板的复合型断裂进行了有限元分析
.

采用八节点四边形等参元的

正规型式计算应力分布与损伤区扩展 ; 而用坍塌 (co lla pse d) 三角形四分之一点 (q u ar ter
一 poi nt )

奇异元计算应力强度因子K l与K l
.

用节点位移约束与释放技术计算了裂纹扩展过程
.

对决定应力强度因子 K l 与 K l的三种方法

进行了对比
.

对施加于裂纹顶点节点约束条件的影响进行了评价
.

最后基于实验测得的断裂 载荷

与临界裂纹长度
,

估算了材料在这种受力条件下的复合型临界应力强度因子K l。和K l 。
.

一
、

引 言

不少文章发表了研究裂纹问题的有限元方法〔‘’〔“’.

由四边形等参元蜕化成的坍塌 (co l
-

la Ps
e
d) 三角形四分之一点 (q ua

r te 卜Po in t) 元素已被公认为是计算断裂韧度的最好的元素之

一
,

证明是可以算出较好的结果的
〔“’〔‘’.

从裂纹近场位移计算应力强度因子的方法有许多种
〔3 ’〔“’。

施加于奇异元素三个重迭节点

的约束条件对该元素的应变场奇性有很大影 响
.

参考文献 〔6j 指出
,

三角形四分之一点元素

可能具有 1/ 斌
r 阶奇性

,

也可能具有 1/r 阶奇性 ; 这依赖于是否对三个重迭节点施加了相同

位移条件
。

参考文献 [ 7] 也给出了不同奇性的证明
。

虽然有大量文章研究各向同性材料 (如金属) 的裂纹问题
,

却只有很少文章用有限元方

法分析复合材料的裂纹问题
.

5 1护 吕’研究了复合材料断裂问题 ; 并指出在某些情 况 下
,

为金

属材料建立的断裂力学可以用于研究复合材料问题
.

W
a
ng 和合作者

〔。’研究了直线型各向异

性固体的复合型裂纹问题
; 作为例子

,

处理了E 玻璃纤维增强环氧板材中裂纹从圆孔放射传

播问题
。

本文对切短玻璃纤维毡增强聚脂层板的层间剪切断裂行为用有限元方法进行了研究
。

用

二维八节点四边形元素计算了双槽试件的变形和沿剪切面的应力分布
.

对裂纹起始点
、

开裂

方向以 及初始破坏强度进行了计算
。

采用迭代法计算了损伤区 (微裂纹) 区的扩展
.

对三个不同的破坏准则做了比较
.

用节

点位移约束与释放技术计算了裂纹扩展过程
.

并根据裂纹近场位移计算了复合型应力强度因

子K : 与K 卜
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利用计算结果评价了施加于奇异元素三个重迭节点的约束条件对K
, 与K , 的影响

。

基于

计算结果和试验测得的断裂载荷和临界裂纹
一

长度估算了材料的复合型断裂韧度K
: 。 与K . 。 .

二
、

有 限 元 公 式

1
.

二维二次等参元

本文采用二维八节点四边形等参元
,

该元素的位移形函数与坐标变换 函 数 是 同

(
a
) 坐标变换表达式

X = E N ‘
(占

,

。)X
‘,

y 二 E N ‘
(舀

,

。)Y
‘

(2

位移表达式可用下式表示
:

U == 兄 N ‘
(占

,

, )U
, ,

犷 == 乞 N ‘
(君

,

刀)V
‘

(2
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.

(b ) 应变位移关系式
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,

就是

{d}
e
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, v ,

,

碗
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珑
,

⋯
,

%
, v 。] r

矩阵〔B〕是应变矩阵
,

由下式给出
:
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(2
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其中 〔D 〕是本构矩阵
,

可 由下式表示
:

、11
.
�

J0oG!E
!

幼

甲F

[ D 〕

E 一

对称
( 2

.

9 )

( d ) 元素节点力向量为

{F }‘
. , = {F }‘二, + {户}‘二, + {F }‘吞,

其中笼F }‘二’是集中力节点力向量 ; {F }‘二’为体积力向量
,

可由下式计算
:

( 2
.

1 0 )

{F ; ‘: ) 一

I
。 〔N 。〕·、叨 , d “

(2
.

1 1 )

而 {F }‘二’为分布力向量
,

可由下式得出
:

{F } ( : ) 一

{
二〔N !〕·‘。}d ·

( 2
.

12 )

(
e ) 元素刚度矩阵可由虚功原理导出

.

由虚功原理我们得到
:

{F } ( ’ ) = 〔K 〕( . ) {占卜‘
. )

其中〔K 〕“ ’是单元刚度矩阵
,

(2
.

1 3 )
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J{
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其中 }Jl 是雅可 比行列式
:

为一此即如七一帖七勃

!J ! ( 2
.

1 5 )

2
.

特殊元素的构造

在表达式 (2
.

1) 与 (2
.

2) 中
,

若元素边上节点恰好位于该边中点
,

在这个元素中
,

坐标
r (用极坐标系统 ) 不具有 斌

: 项
,

那么该元素应变不具有 l/ 扩
r 的奇 异 性

。

但是
,

如果将

侧边节点移到用下式确定的位置
,

(斌rl + 斌凡
一

)
乞

4
( 2

.

1 6 )

于是
,

该元素将有 1/ 斌子 的奇性
,

并可以导出下式
:
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」
一

一
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卜一 一

卜一—

盛
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卜
一

会土会
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.
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图 1 特殊元素

其中卜
, ,

r : 与 r。分别为裂纹面上三个节点离裂纹顶 点的

距离 (请看图 1 ) , 当 r : = 众时 r : = r :
/ 4 ,

于是四 分 之

一点元素形成一
、
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三
、

灾力强度因子的确定

飞
.

各向同性材料模型

由线弹性断裂力学
,

可 以得到裂纹附近位移场与应力强度因子之间的关系式
:

U
,
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这里G 是剪切模量
,
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,

3 一 4 ,
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(对于平面应变问题 )

(对于平面应力问题 )
l
、万L

一一
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.

2
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其中拼: 与婉是方程 (3
.

4 )的两个不等复根
,

它们总是共辘成对出现
,

如内
,

月:与拼
2 ,

厚
2 .

a , ,拼4
一 Za : 。拼3 + (Z

a : : + a . 。

)拼
2
一 Za : .拼+ a Z :

== o (3
.

4 )

P‘与q ‘ 由下式定义
:

a , ,

P ‘= a , ,拼7 + a l: 一 a l。共“
,

q ‘= a , 2拼‘十 厂
“

一 a Z 。

抖‘
(3

.

sa
,

b )

内 j
为柔度系数

己‘= 乙 a ‘, a 夕 (3
.

6 )

3
.

由裂纹近场位移确定K
, 与K ,

式 (3
.

1) 与(3
.

3) 给出了位移U
,

与U 。和K : 与K , 之间的关 系式
.

利用两个裂纹面 (e= 士Jr)

上的位移计算应力强度因子 K : 与兀 : 是最方便的途径
.

对各向同性材料
:

Z G U 。
(
r 。 ,

二 )‘ 1
‘· , 一

六升
,

‘ 1
‘一 , 一

六卜

(
‘+ 1)

ZG U 。
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。,
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7 b )

K I K ;
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r
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2
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.

7 e )
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、二 , 一
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(0 = 二) (3
.

sa )

(口= 一二) (3
.

sb )

K I K .
(二 ) + K

,
(一二 )

2
(3

.

se )

对于各向异性材料模型
,

可 以得到与式 (3
.

7 )与(3
.

5) 相似的公式
。

只是式中的 (
、 + l) 将依靠

于各向异性
,

应 由式 (3
.

3 )到 (3
.

6)求得
.

并且对K , 与对K
:
有不同的数值

。

由式 (3
.

7) 与 (3
.

8) 看出
,

给不同的 r 。值可以算出不同的K
l与 K , 。

有如下三种方法确定

裂纹顶点
r。= O 的应力强度因子

:

(
a
) 令

r。 很小
,

约为裂纹长度
a的 1 / 1 0

.

(如取 r 。= a
/ 9 〔3〕)

,

用式(3
.

7 )与 (3
.

5 )计算

K l与K , 值
.

( b ) 用如下的公式进行计算
【“’:

毗一歌

K l =

K l -

ZG 刚 2二

仔 十 1

Z G 斌 2二

化 + 1

{
4U 。 }, 一U

e

斌万

4U
,

!
, 一 U

-

斌刃

⋯:{}
(3

一 只
卜\\

,

B 、、
“

4

互
4

其中U
,

}
, ,

U ,
}
。 ,

U
,

{
: 与U

,

}
。分别为B 点与C 点的周 向位

移与径向位移 (请看图3 )
.

四分之一点元素
C
) 外插法

文献〔4 〕利用线性外插法来确定K
。与K , .

选 系列的r ‘,

计算相应的 (K
:
)
‘与 (K I)

‘,

然后用直线外插到
r 。= O处

,

得到K ;与K l
值

.
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图 6 有限元网格(I )变形图
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破坏判据 汇’“’:

(
a
) 最大应力判据
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( b ) N o rr is 畸变能破坏判据
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a l/ a
·

a 打 c
a 上c

+

(
a

.

口 土 c )
“

+

(功
“

、 (4
.

2 )

其中a 。 ,
a 二

与 : 分别为平行正应力
,

垂直正应力和剪应力 ; J ‘。 ,

a 。

与 : 。

是它们的临界值
.

从有限的实验数据
,

我们假定
:

J 。 。
= 1 2 oMPa ,

a 二 。

二 9
.

o M Pa , : 。

二 9
.

S MPa
( 4

.

3 )

运用如下步骤
,

计算了损伤区的扩展
:

a
) 对每一载荷增 量

一

计算应力分布
,

寻找最大应力值 (或应力因数 们与最大应力点
;
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( b ) 用破坏判据 (4
,

1) 或 (4
.

2 )判断是否破坏
;

(
C
) 如果该点破坏

,

修改该点的本构矩阵〔刀〕的系数
,

例如

如果 T乒 : 。 ,

令 G 八= o

如果 a 二

》a 、 。 ,

令 E
: :
= v : 1= 0

如果 a ,

> a
, , 。 ,

令E ; ; = v l: = 0

如果 功) 1 ,

则令 E ; 1 二E
: 2
二 G I: = 0

(d ) 重算单元刚度矩阵
,

再计算应力分布
.

如此循环迭代
.

不同破坏判据预测了相同的裂纹起始点
,

就是双槽底部的内侧角点
;

预测了不同的初始破坏强度
。

请看表 1 结果
。

(4
.

4 a )

(4
.

4 b )

(4
.

4 。)

(4
.

4 d )

但是不同破坏判据

表 1 初 始 破 坏 强 度

破 坏 判 据 a : 《a , 。 a 上
‘a 上 。 :

《众 功‘1

初 始 强 度 2 0
.

2M Pa 2
.

4 6MPa 3
.

64 MPa 2
.

IMPa

由表 1 可见
,

畸变能判据功簇 1预测了最早的破坏
.

最大平行正应力判据 a 。

( a
。 。

预测了

最大的强度
.

这说明不可能由a ,

引起材料破坏
。

初始开裂方向可 以由寻找下一个最大应力 (或应力因数 功) 点的办法确定
。

三个破坏判

据 功簇 1
,
。、 ( a 二 。

与 r
(

: 。 预 测了相同的开裂方向
,

沿试件剪切面方向开裂
。

因为这里的计

算
,

材料在破坏点并没有完全分离
,

而仍然连在一起
,

所 以可以称它 为 微 裂 纹 (或损伤)

区
.

用最大剪应力判据
: ( T 。

计算的损伤区绘于图 9 ,

图中的号码表示破坏顺序
.

损伤区产生

后应力重新分布
,

用功《 1判据计算的应力分布绘于图10
。

由其他二判据计算的应力分布曲线

也有颊似的特点
.

相应的应力值在损伤区内减小很多
.

3
.

复合型应力强度因子

采用有限元网格(I )计算了裂纹扩展过程和应力

强度因子
.

在裂纹附近 有 2 4 个 特殊元素
,

这些元素

侧边节点是按公式 (2
.

1 6) 定位的
.

八个 四分之一点三

角形奇异元布置在裂纹顶点周 围
.

沿剪切面有一理想

裂纹
,

裂纹面上的节点都是多位移节点 (请看图 1 1 )
.

应用节点位移约束与释放技术计算并绘出了裂纹

扩展过程
,

图 1 2a 到图 12e 是裂纹开裂过程的五个阶

段
。

用图 12 e 表示的位移场计算了各向同性材料 模型

与正交异性材料模型的应力强度因子K
, 与K : .

图 13

表示利用外插法确定应力强度 因子的图线
.

对施加约束条件 (3
.

1 0) 与不施加这一条件两种情

况进行了对比计算
.

表 2 列出了这两种情况下正交异

性材料
,

用三种不同方法确定的K
, 与K , 结果

.

由表2看出
,

由公式(3
.

9) 计算的K
I 值

,

有约束

】】】 下一一
- ---

{{{{{{{
3 11111

22222226 300000

⋯
;;;222228 29999999

22222 3 2 7777777

111116 20000000

111113 15 2 5555555

111112 14 2 4444444

旧旧旧旧 10 11 2 222

⋯⋯⋯
岛岛岛岛 8 9 2 1111111

称称称称 6 7 19999999

2222222 5 18888888

1111111 4 1 7777777
一一

⋯⋯
333

一一
一丁丁 上上

图9 用
:

(
: 。

准则计算的损伤区

(住
。 = 4

.

9 7 MP a

)
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垂直正应力口二

3
_

0 a
.

0 9
.

0 1 2
,

0 另 (的m )

峨
.

0

3
.

0

勇应力。

介“口 .

f/ l

2
.

0

1
.

0

0
.

0
门舀~ ~ -一司 - 一一~ 儿一

.

3
.

0 6
.

0

~

一
-一- ~ . 占口~ 一 - 孟-

一
占

~
一

. ~ ~ 二- -

一一
‘. 甲 . .

9 0 1 2
_

O 戈 (m rn )

有损伤区后的应力分布师簇1准则)

、、
,

‘品“仙

1‘、、11
了/、一反�r甲产l

..

es一厂
‘‘

口口口门门门门口口口 正正比比 } }}} }{ } 1 }}}口口口口口口口口
厂厂甲甲「,, 广二二〔rrrrr ( } lll( 1 }}}l (柑艺

‘‘

} ( } ( ((( 〔二二〔二二匕二二〔二二
亡亡二二仁二二广二二厂二二1 } } } { { } } 1 1 111 曰曰 I lll }姆国国 1 { l } 1 }}} 1二

一一

仁二二1止止仁二二

门门门门门门门门门} ! ! } {{! 1 { { }}}团团田田田 川 ! { 111口口巨巨}
_ _ _

」」
口口

图11 有限元网格 (亚)
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笑笑笑笑笑笑笑笑笑笑笑笑笑产产产产产产产
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一

{{{{{
丫

-
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一了了
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尹尹尹尹尹

图 1 2 .

表 2 应力强度因子K l与K l的计算结果

计 算 方 法 对三个重迭节点的约束
K I/ (口 . 斌万) K l /( a . 斌

a
)

2
.

3 7 182798386
�‘厅已弓0.0

用r0 = a
阳 点处的位移值

哎dno
2848

2
.

2
.

公 式 ( 3
.

9 )

外 插 法

施加约束

不施加约束

施加约束

不施加约束

施加约束

4 61

2
.

0 0
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3
.

5

3
.

0

_

一
一

一
.

一

一
, 一

.

一 , ~ 一

K
l
( K

,

)

‘ 叼万

.1|LJ

I、l
曰 .‘trlJ

.

!
日才
r
r‘rJCU

a�
·

,

7�l勺尹
一

.

·

一\KK一\
尸OC口匕JO

.

⋯
妇口乃�,L.

z

与无约束两种情况的差别最大 为 8
.

2肠
,

这是

不 可忽略
.

关于确定 K : 与 K , 的三个方法的

L
一

匕较
,

外插法的结果与公式 ( 3
.

9) 的结果差另}I

最大
.

公式 ( 3
.

9 ) 是由特殊元素的构造公式导

出来的
.

能够算出较精确的结果 ; 而外插法具

有一定人为随意性
,

误差不可 避 免
。

至 于 用

r 。= a/ g的位移值确定K : 与K : ,

其误差产生的

原因是很明显的
.

最后
,

对材料的临界应力强度因子K : 。 与

K , 。通过K : 与K : 的计算值
,

并考虑到试验测

O
·

5}
。

.

。走
一、寸二卞二瑞

一、

一一
万

抵言荞言
U 。

土 U
。

‘ U
。

O V
。

任 U 刁 V
。

U U ‘ U
。

O U
一
口

图 1乙 确定万 l与K l的外插法

得的断裂载荷与相应的临界裂纹长度进行了估算
·

根据实验数据
,

断裂 载 荷 a . = 20 MPa,

临 界 裂 纹 长 度 a 。
= 6

.

5一 7 m m
。

得到了该材料在这种受力状态下复合型临界应力强度因子

K : 。与K : 。

的估计值
。

结果列于表 3
。

数值与文献〔8〕的可 比
.

临界应力强度因子

各向同性材料模型 正交异性材料模型

OJ民U八nQO口U,工

表 3

应 力 强 度 因 子

K I/ (口 二澎万)
应力强度因子 一

K ;
/ (a

二
以

a
)

K Ic

临界应力强度因子
K

皿 。

一 _
.

_ ⋯

_ —
4

—

_

2
.

8 0

6 6
.

4N / m m 号

z 4 6
.

3N / m m 圣

7 2
.

sN /m m 号

1lo
.

4N / m m 圣

注 K l与K l是由公式 ( 3
.

的计算的
,

请看表2
.

五
、

结 论

1
.

用有限元方法分析了 CS M 玻璃钢复合型断裂问题
,

假设了各向同性与正交异性两

种材料模型
.

二者均为均质材料模型
,

忽略其非均匀性影响
.

2
.

应力沿剪切面分布曲线在缺口 根部有很大的应力集中
,

这解释了为什么双槽试件所

测的层间剪切强度依赖于剪切面长度的原因
.

3
.

用节点位移约束与释放技术计算了裂纹扩展过程
,

这个技术可用于动态裂纹 扩 展
.

4
.

对三种由裂纹近场位移确定应力强度因子K ; 和K l 的方法进行了比较
。

如果网格分

割不是足够精细的话
,

三者之间的偏差不容忽略
.

对裂纹顶端三角形奇异元的三个重迭节点

施加位移相同约束条件与否
,

对计算结果的影响不容忽略
。

求线弹性应力强度因子的最好方

法
,

是使用公式 ( 3
.

的计算
,

并基于施加约束条件 (3
.

10) 所计算得到的位移场
.
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