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摘 要

本文是文 【1 1的继续
.

在本文中
,

我们将等嫡气体动力学方程组分成两类问题来处理
:

其一

为三维非定常无旋流 (因而也是等嫡流)
,

其二为三维非定常等嫡无散流 (即不可压缩等嫡流)
.

我

们应用Di rac
一Pau li 表象的复变函数理论并采用 L eg en d r e 变换

,

将此两类问题的方程组变换到速

度空间
,

从而得到了两种推广的C haP lyg in 方程
,

推广的 C haP ly g in 方程是一个线性偏微分方程
,

它的通解至多由超几何函数表示
.

由此
,

我们求得了气体动力学三维非定常等嫡流的一般问题的

通解
.

一
、

RlJ 吕

等嫡气体动力学问题是流体力学中的第二中心
.

在文〔1 〕中
,

我们应用 D irac
一Pau li 表

象的复变函数理论
,

将等嫡气体动力学方程组化成只有一个复未知函数的非线性方程
.

文 [ 1〕

中的声速 曾假定其为常数
.

在一般情况下
,

声速
c 是作为当地声速或局部声速而出现的

.

它

沿流线而变化
,

因而是流体速度的函数
。

本 文将一般地考虑气体动力学的三维非定常等嫡流

问题
,

即声速
c不是常数的等嫡流问题

。

速度矢量可以分解为无旋场和无散场
‘2 ’,

因而我们将气体动力学的三维非定常等嫡流问

题分解成无旋流和不可压缩流两类问题来处理
。

由文[ 3〕可知
,

无旋流必定是等嫡流
,

而等嫡

流未必是无旋流
, 所以在第一类问题中可以省去等嫡 条 件

,

而在 第二类问题中则不能省去
.

由于真实流体不可能是不可压缩的
,

因此无旋流尽管是很特殊的流动
,

但却具有很大的

实用重要性
.

难怪文〔4〕要将这类问题称为
“

可压缩气体的一般问题
” 。

处理无旋流问题有多种

方法
。

其中最原始的方法是引进速度势甲
,

将它代人无旋流的方程组
,

我们得到
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(i
,

k= 1
,

2
,

3 )

式中c为当地声速
.

方程 ( 1
.

1 ) 式是一个非线性方程
.

要想一般地得到其通解
,

是相当困难

的
。

处理无旋流的第二种相当著名的方法
,

是应用经典力学与量子力学的相似性
〔5 1 .

如果设

流体密度p = R
Z ,

速度势为切
,

并令波函数势为

功二Re
x p [ f中/方] (1

.

2 )

则无旋流方程组与单位质量粒子流在势场 (h + F )中运动的Sc hr 撇 in g e r方程相联系
:

、
絮

一

(
一

誓。
“+ 尸

》 (1
.

3 )

式中方为Pl a n c k常数除以 2二 ,

F为外场力的势函数
,

h为单位质量的热力学焙
.

在 方。 o的极限

情况下
,

方程 (1
.

3 )式的解退化为无旋流方程组的解
.

注意到方程 (1
.

3 )式中的热力学给在无

旋因而等嫡的条件下仅是密度p 的函数
,

而密度p 二 }叫
“ ,

因而方程 (1
.

3 )式是非线性 S o h r 6
-

d in g e r方程
,

并且

hoc !劝}
2 (卜

‘) (1
.

4 )

式中夕为比热比
.

实际上
,

方程 (1
.

3 )式
一

可由理想流体的能量关系式

。 一 才+ h + F

乙
(1

.

5 )

和经典变换关系

口
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, v今 一 名万v (1

.
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得到
.

式中、为速度矢量
, 。为单位质量总能量

.

要想一般地得到方程 (1
.

3 )式的通解
,

也非易事
。

只是在 ? ~ 2 的特殊情况下
,

我们才能

得到非线性 S c h r 6 d in ge r 方程的孤立子解 ‘卜
7 ’. 而且作为一种设想

,

我们可 以将这种孤立子

解与U FO现象联系起来
.

本文为了避免非线性方程的出现
,

而采用了 L e g en dr
e 变 换

,

将无 旋流问题从物理空间

变换到速度空间
,

从而得到了推广的线性Ch a p ly g i。 (H
a n 二 。 r 。 。

)方程
〔‘一。’.

对等嫡无散流 (不可压缩等嫡流)问题
,

我们也作了类似的变换
.

由于我们应用了 D ir a c 一

Pau li 表象的复变函数理论
,

不可压缩等嫡流的流函数的表现形式同样是十分简便的
。

以上两类推广的C h
a p ly g in 方程的通解是很容易求得 的

〔川
“’.

由此
,

我们可以 圆满地解

决上述两类问题
。

由于本文和文〔1 1〕的结果
,

使我们在求解流体动力学方程的道路上
,

迈出了初始然而是

坚实的一步
。

本文中凡重复指标按E ins te in 约定求和
.

二
、

E u le r 方程的广义 B e rn
ou lli

一
C a u eh y 积分

和一些力学关系式

三维非定常等嫡流中的动量方程即E ul e r方程为’‘2 ~ “ 1
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引入D ir ac 一P a ul i表象下的复变函数理论
,

设
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得
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式中h为单位质量的热力学熔
.

在等嫡条件下

dh 二 dP
P

(2
.

7 )

(2
.

6 )式要成立的充分必要条件是

(
·。

晶
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晶
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)一
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“一 ‘
,

2 ,
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及其共辘方程的成立
.

由于

dP 一

毅“汁 霆“
。

‘“一 ‘
,

2 ,
(2

.

9 )

我们可 以将方程 (2
.

5) 式点乘d 刃。
,

将(2
.

5) 式的共辘方程点乘d为
,

然后相加以得到dP
.

消去

点乘后为零的项
,

我们有
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将 (2
.

12 )式和(2
.

13 )式换为普通三维坐标系下的形式
.

此时(2
.

12 )式中的矿成为
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由 (2
.

1 6 )式可以导出C a o e hy积分
.

为此我们将 (2 一 6 )式代入(2
.

10 b )式
,

式
,

我们有

(2
.

1 6 )

并计及 (2
.
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留
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扮
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j’(t) ‘
佩

线 ,
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其中流线方程为

山
1 = 办

:
= 山
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U 2 U Z v 3

对照 (2
.

15 b) 式和 ( 2
.

2 0 )式
,

可以看出迹线方程与流线方程是不同的
,

与流线并不重合
。

由推导过程我们得到

定理 1 C a u ehy积分 (2
.

1 9 )式是广义Be r n o u lli一C a o c hy积分

u Z + h + F 二 e o n st (沿迹线)

而 目一般来说
,

.

2 0 )

迹线

;
。2
十“十F

一
n st ‘沿迹线 ,

的特例
.

广义 Be r n o u lli一C a u e hy 积分是E u le r 方程( 2
.

5 )式或 ( 2
,

l )式的首次积分 (能量积

分)
。

我们定义单位质量的总能量为。
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可压缩气体的三维非定常无旋流
,
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2
(3

.

1 9 )
2.

C
1一+

�
2护

一

e : =

及关系式 (2
.

1 4 b ) 式
,

我们有

一

(
。
: + l

)
一 2“

( 3
.

2 0 )

式中, 为比热比 ; 气为临界声速
,

通常吟对整个流场为一常数
.

设

c孟二
护+ 1 , : .

夕一 l
一丁

一
“ ‘ 甲一丁

( 3
.

2 1 )

则c 。亦对整个流场为一常数
。

由 ( 3
.

2 0) 式和 ( 3
.

2 1) 式
,

我们有

c 么== c 吞一 ( , 一 i )
“么

从而Ch a p ly g in 方程 ( 3
.

1 5 )式化为简单的形式
:

( 3
.

2 2 )

/
_ u 名 \ 口2苗 u 币 ,

口名苗
气1 一y一孟丁 】、二 万万 + 一戈二

一 ~
.

万万万万
、 ‘ o / 。晰。 “k ‘ o 。“尸“石

= O
、

(瓦l= 1
,

2 ) ( 3
.

2 3 )

方程 ( 3
.

23 )式的通解用超几何函数的特殊积分族来表示
。

这样
,

我们得到

定理 2 可压缩气体的三维非定常无旋流的通解
,

可以用满足推广的Cha p ly g in 方程

== 0 (寿
,

l== 1
,

2 )
丈公
.

�

头口J材

(卜苏)
-

(卜
,

戈)

瞥
‘

C 一

口2
汤

三一盆丁
一

+
0 “声材自

= 0 (存
,

l= 1
,

2 )
�“�沼。‘倒CU一
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的解
,

即超几何函数的特殊积分族来表示
.

需要注意的是
,

变换方程(3
.

1 4 )式可以认为是联系线性ChaP ly g in 方程的解和无旋流方

程组的解的简单B盆c k hi n d 变换
.

四
、

三维非定常不可压缩等嫡流的 C hap ty gi n 方程

等炳气体动力学的另一议题是三维非定常不可压缩等嫡流
.

三维非定常不可压缩等墒流

可用下述方程组来描述
:

连续性方程

日(P
v 。
)

口戈。

,

2
,

3 ) (4
.

1 )

不可压缩条件

(寿二 1

二 0 (k二 1
,

2
,

3 ) (4
.

2 )

能
_

量积分

1
。 ,

.

0
. ,

_

、。 、‘
, 、 、

人 口一

十 n 十 厂 = c o n st 叹渭世玫夕
‘

(4
.

3 )

等嫡条件 d P(P )

P

(4
.

1) 式
、

(4
.

幻式
、

(4
.

3 )式和 (4
.

4 )式共四个方程
,

含有四个未知函数
:

由于等嫡必有 P = P(p )
,

由 (4
.

4) 式
,

所以 h 也不是独立函数
.

我们引入 D ir ac
一Pa ul i 表象下的复变函数理论

,

设

(4
.

4 )

p 和v 、
(k二 1

,

z
,

3 )
.

】
: >

式中 ?
。

为 D ira c 矩阵 ; 则

1
二

。 夕
a

}x
a

夕, 1“夕
乙

1
二 几丁夕

。

乙

}
v a

) (a = 1
,

2
,

3
,

4 ) (4
.

5 )

(4
.

1 ) 式
,

(4
.

2 ) 式和 (4
.

3 ) 式分别化为

口(p
u。
)

a Z‘

a(p 反
*
)

口牙。
(4

.

6 )

忽
十

瑟、
。2
+ h + F = e o n st (沿迹线) (为= 1

,

2 )

首先
,

由 (4
.

8) 式
一

可知
,

因为 h = h( p )
,

所以

p = 户(
u * , 。、) (掩= 1

,

2 )

即流体的密度 p 仅仅是速度
u 。和 。。的函数

.

其次
,

对于不可压缩方程 (4
.

7) 式
,

我们引入流函数 叭

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(4
.

9 )

二
_ a劝

二
_ a势

月
_ a叻 二 _ a吵

“ 1 一 刁二 : , “ 2

一
。几 , “ I

一。, 2 ’ “ 2

一
a入 (4

.

1 0 )

关于实流函数 劝的全微分
,

我们有

即 = (
u , d :

2
+ “: d牙2

)一佃
Z
d : : + 。:

d 牙: ) (4
.

1 1)

我们对 (4
.

1 1) 式作 L e g e n d r e
变换

,

将 自变量
: 。和 牙。 改为自变量

u。和 a‘ (k“ 1
,

2 )
。

为此
,

我们写出

d沪= d (
。1 : 2

+ 反1夕:
一 u Z : : 一。

:牙;
)+ (

: , d u Z
+ 牙, d ;

2

)一 (
: Z
d u , + 牙Z dOI ) (4

.

1 2 )

引入函数



三维非定常等嫡流中的Clia ply g in 方程—
D ira c 一Pa ul i表象的复变函数理论

及其在流体力学中的应用(1 )

岁二 一劝十 (“, : :
+ 反1牙2

一“。z , 一凡乏1 )

我们得

d岁= (几如
; + 牙:面

1
)一 (八d

u Z 十牙: d 反
2

)

(4
.

1 3 )

(4
.

14 )

在这里
,

我们将少 看作是
“。和 取 的一个函数

.

口梦 口梦
勺 二 一 a “2 ,

几 = aul ; 人二一

由此得

a少

口。:
召 2
= (4

.

1 5 )

于是流函数 p 与函数 笋 之间的关系由下列简单的公式给出
:

a少
.

a少
势= 一 岁 十 协 东

卜
+ 岛 瓜

_

气左二 1
,

艺)
U “九 U “翔

最后
,

为了确定函数 岁(姗
,
瓜)的方程

,

们将 (4
.

6) 式的导数写成 Jac
o hi 的形式

创四
, 二 2

) _
_

夕(四、逻
,

乏
_

口(
: , , : 2

) a(
二 , ,

之 :
)

应该对连续性方程 (4
.

6)

(4
.

1 6 )

式换用新的变量
。

我

(4
.

17 )

、夕、Jr-l.L污‘�匕
J.一,上

及其共扼方程
.

将方程 (4
.

2 )的表达式 (4
.

式乘以 。(
: 1 , : 2

) / 口(
u : , u :

)
。

拆开 Ja e o bi 行列式的时候
,

对等嫡流
, p = p (跳

,
爪)

.

经过简单的变换后
,

8 2少
蕊一‘ 一 U .

口“艾

旦夕 尹笋、
口u z a u 至/

C h a p ly g i n

应以 。 (k = 1
,

得到 如下方程

0 ( 4
.

1 8 )
p姚口

�

a
材

奋了吸、

一

式代入
。

匹夕丝
:
) _

au -

口(p
u :

)
口“:

口2
岁

au i au Z

将 ( 2
.

2 6 ) 式和 ( 2
.

3 0 ) 式代入 ( 4
.

1 8 ) 式
,

即得推广的 方程

(
u Z反2

一 u l反:
)

0 么
梦

口“zau :

a
Z
少

+ “, 反2
一

。“ : 一 u Z。,

封2 幼自 反一u 介
aZ梦

au‘口u Z
= 0 ( k = 1

,

2 )

( 4
.

19 )

( 4
.

2 0 )

另一方程是它的共辘方程
。

推广的 c h a ply g in 方桂 (4
.

2 0) 式及其共辘方程都是线性方程
.

我们可以很方便地求得

它们的通解
.

值得注意的是
,

这更的方程与声速无关
.

扭口不可压缩流体的声速为无穷大
.

)

从而
,

我们又有

定理 3 三维非定常不可压缩等嫡流方程组的通解
,

可以用一个实未 知函数少来表示
.

这个实未知函数 岁
,

满足线性方程

a 么

少
a “ u “ au户u i 一 ‘lu “

口2
岁

au户u Z
二 0 (左二 1

,

2 )

及其共辘方程
.

需要注意的是
,

变换方程 (4
.

1 6) 式可 以认为是联系线性 C ha p ly g泣 方程的 解 和不可

压缩等墒流方程组的解的简单 B盆c kl u n d 变换
。

, ‘J�‘JltJ
J.1

Z
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