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摘 要

本文研究初值问题

“ , = 么“+ 夕(t)f(。) (云> o)
, 。 }

‘一。= 。。(二)

和初边值问题

u ‘= 么。 + g (才
, “)f(。) (亡> o

, 二(口)
, “ }

, 一。= 川
。。 = o

之解的整体存在性
.

如文献 〔6 〕中所作的那样
,

在非线性项中引进因子 或勺或 抓才
,

劝
,

是为了防

止解的爆破或熄灭现象发生
.

本文的结果表明
,

文献[ 6 〕的两个定理中对 f
,

奸口“
。
的大部分限制

可以取消或者减弱 ; 对 g 可以只要求它在 t 大时充分小 ; 在一定条件下
,

控制初始状态即可避免爆

破
。

目U 吕

由于应用的需要和理论的兴趣
,

半线性热方程解的爆破与熄灭问题日益为人们所注意
。

19 6 3年
,

K a p la 彭
‘’首先指出

,

若 当 “
充分大时

,

f( u) 为正值凸函数
,

且满足条件

f为 d u

j f(i) 咬 oo

则当初值或初边值充分大时
,

半线性抛物方程
u 。= L u + f(

。
)

的初值问题或混合问题的解
“ 必具爆破性质

,

即当 t 趋于某有限时刻T 时
, u 趋于无穷大

。

此

处
,

L为二阶线性一致椭圆型算子
.

其后
,

Fuj ita 〔“’和H a ya k a w a 〔“’
等对方程

u ‘== △u + “a

(a > i )

进行深入的研究
,

得到了相当完满的下述结果
:

当 a ( (
n + 2 )/

n 时
,

对任何非平凡的初值
,

相应的初值问题无非负的整体解
,

即任何非

负解都在有限时间内爆破 ; 而 当 a > (
n + 2 )加 时

,

则对充分小的非负初值
,

存在整体解
.

对更为一般的非线性项 f(u)
,

也有一些深入的工作
.

另一方面
, 1 9 7 5年

,

K a w a r a d a t 4 ’
发现

,

对混合 l’q 题

芳

钱伟长推荐
.
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u
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,
二 )= u
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士a
)= 0
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1 )

存在正数尹
,

当。< a < 尹时
,

相应的问题存在整体解
; 而 当 a > 广 时则发生 熄灭现象

,

即解

仅在有限时间内存在而且有界
,

但其导数爆破
.

对一般的非线性项j(
“
), A c

ke
r和W

a lte r 〔”’

进行了研究
,

揭示了非定常间题整体解的存在性与相应的定常问题解的存在性之间的密切联

系
。

为了避免爆破或熄灭现象的发生
,

陈庆益
‘”〕引进了防爆和防熄因 子

,

即 代 替 f( 刃而考

虑 g (t) f(u) 或 到 t
,

x )f(u)
, g (t) 或 g (t

,

劝在某种意义下甚小
.

这可能是一个 很 有 意思的想

法
.

不过文〔6 〕对 斌 t)
,

或 t
,

劝
,

j( u) 以及初值所加的条件太强
,

而且对混合 问 题 (1
.

1)

给出尹 的估值时计算上有所疏忽
。

这个短文打算改进文〔6 〕的结果
,

算是对该文的补充
。

本文的结果表明
,

文〔6 〕中两个

定理的条件可 以大大减弱 ; 对于防爆和防熄因子 g ,

可 以只要求它在 t 充分大时甚 小 , 在一

定条件下
,

控制初值即可防止爆破现象的发生
.

二
、

防 爆 问 题

考虑半线性热方程的初值问题
。。二△。+ 夕(才)f (

u
)

, t> 0 , : 〔R
”

u
(O

,
“)= u 。

(‘)
,

丫 〔R
”

定理 1 设 f(
“
)和 到 t) 都是各自变元的连续可微函数

,

{f(
u
)}( }

u
}

a , a > i

} (2
.

1 )

、..少、

,
尹、.声
‘

q自q曰月任

u 。
(x )是 二 的连续函数

,

而且

(2

O自Q自
‘

了.、,‘了、

{了
,。“, ,“‘一众

+ -

}
u 。

(‘ )}《M

于是
,

若K 或 / 和M充分小
,

使得

MK
·

二、(l
一

幼
。

六 (2
.

5 )

则初值问题 (2
.

1) 有对一切 t> o 定义的有界整体解
,

而不发生爆破
。

, , _
、

产
_

.
_ ,

‘
. _ _

、 二 , _

/
_

1\
, _

t _ , ,
_

一

证 记 r = (a 八 )
‘一 “ ·

按条 忏 ‘“
·

”) , 义以乓 . 一 a
厂

·

从P)l 热翔 , 初值回题

{
。。
二△叨士 r “

}g (t )1
,

功(0
, 二

)= 。。
(二)

,

t> 0 , x 〔R
“

戈任R
伟

有解

“ 土

(才
, 二

)

其中E 是热方程的基本解
:

一

{
*

。

E (‘
, 戈一“,一 (“)d“士:

·

I;
!。(

·
)、d

·

E (t
, 二

)= (4 二t ) 2 e x p〔一 lx {
“

/ 4 t〕

据条件 (2
.

3 ) 一 (2
.

5 )
,

V t> 0 ,

丫x 〔R 气
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,

! )r成对 + , ·兀一 r〔万 (“兀)
,

去
, + (aK )一尤〕

、

rfaa il(l
一

加气月一
因此

,

按条件 (2
.

2 )
, 功 土

(t
, %

)分别是问题 (2
.

1 ) 的上
、

下解
,

即

丁
切 ;》“山

‘
+ “(‘)f (阴

‘

)
, ’ ‘

(”
,
‘)一

“。

(“)

“

田寸( △脚
一

+ g (t)f (田
一

)
, 田

一

(0
,

x ), “。(戈 )

且 功
一

(t
,

x) ( 山 +

(t
,

x)
。

据关于上
、

下解方法的有关结果 (例如可参看 [ 7 〕)
,

初值问题(2
.

1)

存在唯一整体解
“ :

一 r
( 田 一

(t
,

劝《u( t
,

劝( 。 +

(t
,

劝 (
r 甲甲

注 飞 与文[6 〕定理 1 比较
,

本定理取消了

If(
u
)4》A !

u
l
“ ,

}f
,

(
u
) }( C !

u
}夕

,

C (M + K )K < i

等种种限制
,

而将条件

M + K < 1 (2
.

6 )

换成了条件 (2
.

5)
.

两者的不同之处在于
:

(2
.

6) 要求M和K 都小
,

而 (2
.

5) 只 要 求其

一甚小即可
.

特别
,

只要 g( t) 绝对可积
,

控制初始状态 即可防止爆破现象的发生
.

此外
,

若

(2
.

6) 成立
,

则 (2
.

5) 亦成立
。

事实上
,

非负函数

1

切 (
:
)= (i一 r

)
: “一 1 (o(

:
( i )

在
; 二 1/ a 处取 (2

.

5) 的右端为最大值
。

故M + K ( 1 蕴含K 〔〔O
,

1 〕
,

且
, , 。 、

生
_ , 曰

_
、 二

八上
, _

2 1 、 2
J

l 、
, 一

生
MK “ 一‘

创 1 一K) K
“ 一‘( 叭刽从1一孟少

“ ’一 “

如果我们有兴趣的只是初值 问题 (2
.

1) 的非负解
,

则关于以 t) 和
u 。

(劝的假设还可以减弱
.

定理 2 设 f(u) 和 以 t )都是各自变元的连续可微的非负函数
, 。。

(x) 是 x 的 非负有界连

续函 数
,

而且
f(

u )(
u a

(a > 1 ) 当 u > 0 时 (2
.

7 )

(a 一 1)
{了
。(‘)!!““

, ·

, ,,一
’d ‘《‘

“(‘
,
戈 )一

J
*

。

E (‘
,
二一 : )一 (: )d :

,

}}“(‘

(2
.

8 )

此处

于是初值问题 (2
.

1) 有对一切 t> O 定义的非负整体解 u’

h (t
,
二)成

u
(t

,
x )成C (t)h (t

,
二)

其中

·

) !!= s u p h(t
,

二 )
劣( R

”

且

C (,
卜l卜 (一 1)

J;
。(

·
) }!。(

· , ·

) !卜一、
·

]
1
三
·

证

(2
.

1 )

的解
,

根据上
、

下解方法的结果
,

为证定理
,

只须验证 C (t )h( t
,

劝和 h(t
,

劝分 别 是 问题

的上
、

下解
.

后者是明显 的
,

因为 h( t
,

x) 是初值问题

。:
= △切

, 。(o
,
二) = u 。

(% )

而 g (t)f (u) 》0
.

前者亦不难验证
.

事实上
,

C (t )h (t
,

二) I一
。
= u 。

(二)

〔C (t)h(t
, 二

)〕
‘
= C (t)八

:

(t
,
二) + g (t) !}h(*

, ·

) !l
“ 一 ‘

〔C (t)〕
a

h(t
,

% )

》C (t)△h (t
,
二 )+ g (t )(C (t)h (t

, 、
))

“
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梦△〔C (t)h(t
,
二)〕+ g (t)f(C (t)h(t

,
x )) 甲甲

注 2 当 f
,

g
, 。。都非负时

,

定理 1 由定理 2 推出
.

事实上
,

由条件 (2
.

3) ~ (2
.

5)
,

!】h(t
, ·

)l}( M
,

V t> 0

. 、

f为
, 、 . , , . 、 . , _ _ , , _ , 月 、

。
二 二 _ _ , _ /

j

l 、
口 , 曰

La 一 工)J
。 g 气不) }l“ Lr , ‘

) ,i
“ ‘

“ 丁气 又a 一 土)八 zVI
“ ‘

气以一 a
) 久

土

可见条件 (2
.

8) 成立
。

注 3 当 j( u) = ua
, g (t) 三 1 时

,

定理 2 和文〔8 〕的定理 3 就基本一样
.

但 正如该文所

指出的
,

对于 g (t) 三 l 的情形
,

条件 (2
.

8) 仅当a > (
n + 2 )/n 时才有可能实现

(因为 lim (4 二t) 2

卜
.

) 弓洲力
(

_ 。
二(才

, 二一 : )
“。

(占)、: 一lu
。

r一
: : )

J 尺
一

在防爆因子 g (t) 的参与下
,

对 a 则无此限制
。

例 容易验证
,

初值问题

“. = “二 二 + u
气

u
(0

,
二)= 1 ,

O< t< T
,
一 co < % < 十 co

一 co < x < + co

当 T ( 1 时有唯一解
u = l/ (1 一t)

,

它当 t, 1 一

时爆破
.

但另一方面
,

初值问题

u :
= “二二 + u Z

/ (1 + t)声
,

u
(O

, x
) = 1 ,

当刀》2 时
‘

存在整体解

t> O,
一co < % < + co

一 oo < % < co
} (2

.

9 )

(刀一 1 )(i + t),
一

,

1 + (刀一 2 )(1 + t)声
一 ‘

对于问题 (2
.

9)
,

文〔6 〕定理 1 和文〔8 〕定理 3 都无能为力
,

但用我们的定理 2 可 以 事先

判定整体解的存在性
。

事实上
,

此时

刁 、

f为
, 二 、 , . , , . 、 , _ _ , ,

fQO
, _

.

. 、 _ 。 , .

1
a = 2

,

h (才
,

% )= 1
,

g (t)= (1 + t)
一
尹

,

(a 一 1 ) 1 9 (t )佳h (t
, ·

) l}
“一 ‘

d t = l (1 + t)
一
声d t = 。 ‘ .

毛 1
一 ’ 一 “ 一 ’ ‘

一
’

“ 、 ‘ 、 一
’

“
、 一 ‘

J
。 “ 、 一 ‘ ’‘ 、

一
’

“
, 一

J
。 、 一

‘ 一 了

一 万一 1 丫 -

故条件 (2
.

8) 满足
。

若 刀》 5 ,

则定理 1 亦
一

可用
.

三
、

防 熄 问 题

设口是R
”

中
n 维有界光滑域

。

现在考虑混合问题
u :

= △u + g (t
,

x )f(
u
)

, t> o
, x 任口

(3
.

1)
u }

‘. 。
“ u }。 0 = 0

定理 3 设 j( u) 在
u = A (> 0) 处有奇性

,

!f( u) I( M ; 当 }uI 《
r

g (t
,

劝是连续可微函数
,

满足

但当 }ul 簇
, < 月 时连续可 微

,

且 f(0) 笋 0,

(3
.

2 )

i;{
。 G “

一
“, ’g ‘一“, ’“‘d

·簇K
(3

.

3 )

此处G 是相应的线性问题的 G r e e u 函数
.

于是若

K M簇
r

(3
.

4 )
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则混合问题 (3
.

1) 有对一切 t> O 定义的有界整体解
,

且具导数 亦有界
,

即 不产 生 熄 灭现

象
。

证 令

f(
u
)

,

f(
r
)

,

j( 一r)
,

当1
。
{(

r

当 “
>

r

当u
< 一 r

则了(
。
)是 L ip seh it : 连续函数

,

且 l了(
u
) !簇M

,

u :
== △。+ g (*

,
, )了(。)

,

t> o

V “ 。

代替 (3
.

1) 我们 考虑如下混合问题

(3
.

5 )
、七f

口任戈

u
l一

。== u
}
。。 = 0

容易看出
,

若以田(t
,

劝记混合问题

田.
== △功 + M }g (t

,

x ) !
,

功 !一
。
= , 1

。。 = 0

‘> “, ‘ 〔“

} (3
.

6 )

的解
,

则田》 O
,

土田(t
,

劝分别是问题 (3
.

5) 的上
、

下解
.

再次根据关于上
、

下 解方法的结

果
,

得知问题 (3
.

5) 存在唯一解 。 1川( 二
.

关于问题 (3
.

6) 的解 田(t
,

劝
,

熟知有表达式

脚(,
,
戈 )一M

{;J
。 G (‘

一
‘, ,。“

,

“, ,d“d
·

因此
,

据条件
,

(3
.

3 )
,

(3
.

4 )我们得到

I
。
(t

,
二)}( 田(t

,
x )( 尤对(

r ,

丫t > o
, x 〔霜

由于 !
。
}(

r 时了(u )= f(
“
)

,

故上式表明问题 (3
.

5 )的解 u( t ,

x) 也就是 问题 (3
.

1 )的整体解
.

由于 了(
。
)的性质很好

,

作为问题 (3
.

5) 的解的 u( t
,

劝 当然也具有很好的性质
,

特别其导数

不会在有限时间内爆破
.

甲甲

注 4 与文〔6 〕定理2比较
,

本 文不要求K < 1 ,

K M < 1 和K C < 1
,

其中 C = s u p 】f’(
。
) !

.

}
。
】(

r

注 5 文〔6 〕曾经对问题 (1
.

1 ) 给出产生熄灭现象的临界值 。劳 的估计式

a .
) 界

V 2
(3

.

7 )

其论证是
, a

< l/ 斌丁能够保证该文定理 2 的条件之一
:

K < 1
.

这一论证有两 个 明 显 的 疏

忽
:

一是没有考虑到该定理给出的保证不产生熄灭现象的其它条件
,

特别是 条 件 (3
,

4) ,

二是在估算K 值的第三步中不必要地将K 的界放大了一倍
.

若无此 放 大
,

则 按文 〔6 〕的算

法
,

应为K 《梦
,

而广》i ,

这当然不对
.

下面我们将定理 3 用于问题 (1
.

1) 而推出估计式 (3
.

7)
.

对问题 (1
.

1) 而 言
,

A = 1
,

M 二 1/ (1一 ,
)

, g (t
,

x )三 l
。

根据定理 3 ,

保证整体解存在的充分条件 (3
.

4) 此时应为

K 成r
(1一 r

)簇 1/ 4 (3
.

5 )

为估算K 值
,

我们首先注意
,

一J;{{
。
“(‘一

,
二

,

‘)dgd
·乃是混合问题

v 二二
+ 1 , t> o

,

1劣 }<
a

,

x )= 。
(t

,

士a )= 0

的解
。

利用极值原理容易证明
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。(
v
(

一

三(
。“一 二“

)《乏
。“

“
因此

一 a
C(t 一

“) !。(
· ,

绷dfd 一芡分
(‘一

, % ,

; )dfd 一
(‘

, 戈
)、扮

了..J
‘.n即了..J

这就是说
,

可 取 K == 砂 / 2
,
梦( 1/ 2便保证了条件 (3

.

8) 的成立
,

从而也就保证了问 题 (1
.

1)

不致产生熄灭现象
.

足见 尹> 1/ 斌 2 (3
.

17 ) 成立
。
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