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摘 要

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 e 的函数的条件下
,

利用 T r e sca 屈 服条件
.

定常运

动方程及弹塑性本构方程
,

我们导出了高速扩展平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析

表达式
.

将这些一般解析表达式用于具体裂纹
,

我们就得到高速扩展 I型和 I型平面应力裂纹尖

端的理想塑性应力场的解析表达式
.

一
、

HlJ 舀

关于高速扩
一

展裂纹尖端的理想塑性场问题
,

文献〔1〕~ 〔3] 研究过反平面和平面应变两种

情形
.

至今
,

没有人研究过平面应力情形
.

为此
,

我们采用 T r es c a 屈 服 条件来研究这个问

题
。

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 e 的函数的条件下
,

利用 T re s
ca 屈服条件

、

定

常运动方程及弹塑性本构方程
,

我们导出了高速扩展平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场的

一般解析表达式
.

将这些一般解析表达式用于具体裂纹
,

我们就得到高速扩展 I型和 I型平

面应力裂纹尖端的理想塑性应力场的解析表达 式
.

对于 I型平面应力裂纹
,

高速扩展裂纹尖

端的理想塑性应力场与静止裂纹尖端的相同
.

至于 I型平面应力裂纹
,

高速扩展裂纹尖端的

理想塑性应力场与静止裂纹尖端的不同 ; 但是
,

当扩展速度趋于零时
,

两者的结果相同
。

这

表明本文所得的结果是正确的
。

二
、

基 本 方 程

图 1 示一沿裂纹线高速扩展的平面应力裂纹
.

(x
l ,

, , , : :
)和(x

,

夕
,

z) 分别是静止和运

动坐标系
.

裂纹尖点是运动坐标系的原点
.

裂纹扩展速度为
c = dI (t )/ dt = co ns t

.

裂 纹作定

常运动
,

于是有
:

a a 口2 ,

口2

面
一

= 一 ‘ 一

J又
一 ,

刁了牙 = c 一

百死恋 (2
.

1)

补

钱伟长推荐
.
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取

a 一 “
/斌川p ( 1

这里
,
‘ = 斌拼/ p 为剪切波波速

; “为弹性剪切模
一

童; p 为材料的质量密度
.

(2
.

2 )

平而应力裂纹
泣二二二二二二二二二二二二二二 二兰

对于平面应力裂纹
,

相对于运动坐标系的基本方程为
:

定常运动方程

瓷
+ ”

翁
一Pc

艺

癸
一 。
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.

3 a
)

(2
.

3 b )一一
与扩口a

CP一
,
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了一d口

这里
, a 二 ,

a , , r 二 ,

为应力分量 ; u , v 为位移分量
.

2
.

T r e sc a 屈服条件

a 二
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)
2

一
(
“二

歹
口,

)
“
+ ·“

·

(a
二a ,

一丁呈
,
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一
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a 公
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2
+ r 二, (‘a , 一 : 委, ( 0) (2

.

4 b )

aaUa�2
z‘几、Z‘住、
、

这里
, a ,

为材料的屈服极限
。

3
.

与 T r es c a 屈服条件相关连的流动规律

‘里= 久(a
,
一a ,

)
,

‘言= 久(a
,

一 a 二

)
,

夕窦, == 2久
: 二 ,

(2
.

sa )

‘:
一

‘卜“今牙叹 此
, 一“玩

,

(2
.

sb )

( 2
.

5a )和 (2
.

5b) 分别是 与 (2
.

4a) 和 (2
.

4 b) 相关连的流动规律
.

这里
, ‘里

,

‘套
,

少里
, 为塑性应

变速率分量 , 久为非负的比例因子
.

4
.

弹塑性本构方程

理想弹塑性材料的本构方程为
;
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机叙巫勿aut彻

和

一犷丁
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一

黔户
十

县(釜一

了二 , +
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抓
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其中
, 。 二 = a“ / a劣

, 。二 = a v / a , ; E 是材料的弹性模量
; v 是材料的泊松 比

.

三
、

一般解析表达式

1
.

与( 2
.

4a) 对应的一般解析表达式

我们引用如下新变量
:

住,
一 J ,

2

利用基本方程 (2
.

3) 和 ( 2
.

6a )
,

我们导出如下的偏微分方程组
:

一 匹丫
“ ·

)+ 粤
口弄 O 万

r
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g口卜
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一
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,
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( 3
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。
爵]

一 0

卜即奴叙a--场一吐叮
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�

七一

〔。一‘口

一
, 〕奈

十 〔。
一

+ (。
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箭
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去
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一
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其中
, 拼, 二 E / 2 (1 一

v )
.

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 0 的函数的条件下
, a 十 ,

a
一 , 了。

是 0 的函数 〔“’.

如果我们取
:

a 一

= 一 ( 口
,
一口

+

)c
o s。

, : 二 , ‘ 一 (亡一
a +

)
s i n 由

·

则屈服条件 (2
,

4a) 恒被满足
。

这里
, 。 只是 口的函数

,

, u 二 和 口二

亦只

(3
.

3 )
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并采用如
一

F变换
:

d韶
e o so

r
(3

.

4 )一一

口彻dd0

将(3
.

3 )代入 (3
.

2 )
,

口

a戈

(3
.

2) 就变成关于新变量 d (a
,

一 a 十

)/ d o
,

d 。 / do
,

d u 二 / d口及 d y ,

/ d o 的方程组
:
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,
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)
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。 、

d 。
,

, .

。
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s

一 J + ) “0 5 又口一 口) ds 十尸
c 一 “‘n 口

〔c o s口一 。0 5
(口一口)〕

d (a
:

一。
十

)

d 0
+ (J

:

一 a +

)
5 in (。一 口)

d 。

d 0
一P e Zsin口

一一
场
一
n口口
一�红lt

�

dd
一‘

一 (a
。

一 口
十

5 i n o

子名

d 。

d口
+ e o s

(
。

卜夕)
d “二

d口
+ 5 in (。一 0 )

s in o e o s。

拼2

d (a
,

一 a ,

)
d0

J s

一a + s in ss i n 。

拼

、 , 、n 。( , 、 。。S。 )
价 + e o s口 ( 1一

e o s。)

墓引

{
‘3

’

5’

这里
,

1

拼1

一 生
一百

J.1

拼
+

1脚

根据 (3
.

5 )
,

我们得到下列两个应力区
:

( 1) 均匀应力区

方程组 ( 3
.

5) 的零解为
:

d( aa 一 a +

)
、

d o

d 。

d 0

d u 二 d y 二

J口 = J百 ( 3
.

6 )

积分得
:

a J
一口

+
= a l ,

。 == a 乞, u 二二 a 3 , 口毖 = a 名

这里
, a ‘

( i = 1~ 4 )为 四个积分常数
.

所以
,

应力分量 a 二 , “, ,

‘ , 都是常数
,

即

( 3
.

7 )

a 了 、
·

全二 U ,

一 。一气1 土 c o s a : )
, r : , 二 一 a ls ln a Z

CT
.

夕
子

( 3
.

8 )

(2 ) 非均匀应力区

非均匀应力区存在条件是方程组 ( 3
.

5 )的系数行列式为零
,

即

} s i n s一 s in (。一0 ) 一 e o s
( 。一 0 ) p c Zs in o

} e o s口一 e o s
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.
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0
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·
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拼
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或
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l

这里

f
, = a Zs i n 2 0 + 研a ‘5 1五

‘

口+ 刀
Zs in Z口( 1 一 a Zs in Z口)

显然
,

当 c = 0
,

或 e 二 o
, 二 时

,

了
: 二0 :

, .

( 3
.

9 )

(刀= 澎万云亏风 ( 3
.

1 0 )
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刘 。 求解(3
.

9 )得
:

sin 。二 (l一j
;
)
s in Z口士 e o s 2 0斌 2f

l一 f{

e o so = (1 一f
;

)
e o s2 0士s in 2 8斌 Zf

,

‘f;

利用 (3
.

5) 和 (3
.

1 1 )
,

我们就得到
:

。
,

一 a 了二 (。
,

一氏)
。。。 e x p [ F (口)〕

(3
.

1 1)

(3
.

1 2 )

这里

尸(。卜I:
2‘
}碑黔

〔‘
l

dll
十 斌2六一‘:

·

d0j (3
.

1 3 )

这样
,

非均匀应 力区的一般解析表达式为
:

a 二 、

十= U
s

一 沙
,

一 a
十

)气1 土 C o s口 )
, 丫 , , 二 一 La

*

一 J + ) s l n .

仃
. 夕
,

(3
.

1 4 )

式中的 a
:

一叭 及 s in 。 , e o s。 分别由(3
.

1 2 )及 (3
.

2 1 )给出
.

2
.

与(2
.

4b) 对应的一般解析表达式

利用基本方程(2
.

3) 和 (2
,

6 b )
,

我们导出如下偏微分方程组
:
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.

4b) 恒被满足
.

这里
, 。 只是 口的函数

.

将 (3
.

16 )代入 (3
.

1 5)
,

并利用变换招
.

4 )
,

( 3. 1 5 )就变成新变量 d 口 十

/ d o
, d 。/ d o

,

d 。
二
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根据 (3
.

17 )
,

我们得到下列两个应 力区
:

(l) 均匀应力区

均匀应力区的一般解析表达式为
:

口苦 、
,

_ J
: ,

口,
.

t

卜= o r +
一

。
’

c o s o : , 了, , == 一
。 s ln o

仃, ,

“
(3

.

1 8 )

这里
,

如和 b
:

为两个积分常数
.

(2) 非均匀应力区

利用前段的方法
,

我们得到非均匀应力区的一般解析表达式为
:

扮
一 (二 )

。

一戮
‘

豫代
2“ ‘一

。
“十 “八〕

干
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〔f
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一
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,

,

:
.

(3
.

1 9 )

、....护!、
卜

了.、...性..J

而极坐标 (
r ,

的中的诸应力分量为
:
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+

)
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一

,
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, “、。

一
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“。今

!

份斌 i二了飞
‘ { (3

.

2 0 )

、
卜J二再丙切

这里

了
: = 斌五喻石平干严砚砰丈I二压呢;矿石y (3

.

2 1)

3
.

。
,

= a ,
情形的一般解析表达式

当 a
,

二 。。 时
,

由屈服条件 (2
.

4 b )得
:

a 于

T. 口二 2 (3
.

2 2 )

而运动坐标系中的诸应力分量为
:

“·

卜
。

,
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, : · , 一令
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.

‘

eo s2 8 (3
.

2 3 )

将 (3
.

23 )代入(3
.

5)
,

并利用变换 (3
.

4)
,

我们就得到下列方程组
:
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.
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.
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:
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,
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这里

夕
: 二斌p 。‘/脚 (3

.

2 6 )

四
、

理想塑性应力场

将一般解析表达式用于 I型和 I型裂纹
,

我们就得到高速扩展 I 型和 I型平面应力裂纹

的尖端的理想塑性应力场的解析表达式如下
:

1
.

1 型裂纹

高速扩展 I 型平面应 力裂纹尖端的理想塑性应 力场为
:

( 1 ) Q( 8成二 / 2

a ,
二口 e = a , , 、

介。= Q
. ·

( 2 ) 二/ 2《口( 二

(4
.
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)

口 ’

卜冷(;士
。0 5。。)

, 二 , 。

一令
s ; n Z。

仃 e 少

“
(4

.

lb)

这里
,

0二二邝 是一根应力间断线
。

(4
.

1) 就是静止 I型平面应力裂纹尖端的理想 塑 性 应 力

场 〔福’。

2
.

1 型裂纹

高速扩展 I型平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场为
:

( 1 ) 0( 口( 0芳

a
,

一 。, -

一I
d e

1一刀受si
n 28 (4

.

Z a
)

而确定 0 苦 的公式为
:

d 0

1一口卜in叨 一 二 0 (4
.

2 b )

口肠簇8《二 / 4

汀a , 、

J ,
二介 = 一 2

,
介 口= J “ 名 (4

.

Ze
)

二/ 4簇口《 二

J ’

卜
一份(, 士。。 5 2。)

a 口 夕 ‘

、

、.产、.少
9曰几O

了‘.、、
扮

子.、

‘ , , 一

香
·

s‘n Z”
(4

.

Z d )

显然
,

当 c 二 0 时
,

尹二 1 /2
,

(4
.

2 )就变成静止 I 型平面应力裂纹尖端的理想塑性应力场
〔‘, 。
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e r a e
k tip

.

A pp lvin g the se g e n e r a l a n a lytie e x pr e ss io n s t o the e o n e r e te e r a e k
,

w e o b t a in

the a n a ly t ie e x p re s s io n s o f p e r fe e tly p la s tie st r e ss fie ld s a t th e r a p id ly p r o p a g a t io g t ip s

o f M o d e s 1 a n d 1 p la n e 一s tr e ss
、

e r a e k s
.


