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摘 要

本文证明乘法双准周期解析函数即使在区域边界上实部等于零
,

本身仍可能不恒 为 零
,

且指

出了出现这种情况的条件
,

并用实例说明确实存在这种情况
.

最后并讨论了乘数不 事先 指定时问

题的一般解
.

引 言

设 Im (。
2

/。
;
)> O,

L
。

为基本胞腔S
。
(以 士吻士。

:

为顶点的 平行 四 边形 ) 内部的 一 条

Li aP un ov 封闭曲线
,

取定反时针向为正向
.

把 L
。

及其周期合同曲线之拼记为 L
,

它所围的

无限连通外域记为 S
一 。

所谓 S
一

中的双准周期解析函数 了(
2
) 是指

〔‘’: 它在 S
一

中全纯
,

且满足条件

f(
: + 2 0, ,

)== f(
:
) +

a ,
(j== 1

,

2 ) (1
.

1 )

或者

j(: + 2。,
)= 6

,
f(

z
)

’

(b
, 铸 。, j== 1

,

2 ) (1
.

2)

其中 a , ,

句均为常数 , 前者称为加法双准周期的
,

后者称为乘法双准周 期 的
, a , 和句分别

称为加数和乘数
。

对于 S
一

中的双周期解析函数 f(z)
,

如果满足边界条件

R ef。)== o (*(L
。,

从而对 t〔L ) (1
.

3 )

则由最大模原理
,

立即可知 f(劝
J巨为一虚常数

.

这一事实在求解双周期的以及加 法双 准周

期的解析函数的 D ir io hle t 问题时起着重要作用
〔“, “’.

现在要问
:

对于 S
一

中乘法双准周期的解析函数 f( z)
,

如果满 足条 件 (1
.

3 )
,

但当然已

设 b , = 口
,
(j= 1

,

2)均为实数且不同时为 1
,

是否仍能导致f(对 二 0 于S
一

中? 无疑这一问题对

于求解乘法双准周期解析函数的 D ir ich let 问题会有重要的作用
.

这时由于 了(目 在 S
一

中一

般无界
,

最大模原理已无法应用
,

所以不能运用前法讨论
.

事实上可以证明
,

上述问题答案

是否定的
·

本文将说明正确的答案
,

并用实例表明确实存在上述问题有非零解 的 情 况
·

当

夕
: ,

几 不事先指定时
,

这里也给出了问题的一般解
.

资 周焕文推荐
.
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路 见 可

二
、

基 本 引 理

本节中来证明以下的基本引理 l).
-

引理 飞 设乘数 刀
: ,

夕
2

(手 0) 都是实数
,

且不同时为 1 ,

则满是零边界条件 (1
.

3 )的 S
一

中

乘法双准周期解析函数的 D ir ic hlet 问题
,

或者只有零解
,

或者有唯一的 非零 解 (允许有一

个任意实常数系数 )
,

且它根本没有零点
.

证 设原问题有一个非零解 f( 习
.

我们来证明
,

f( 习在整个闭区域S
一

上没有零点
.

为此
,

我们将L
。

所围的外域共形映照到单位圆周 川叫 = 1 的外域
,

并使无穷远点不变
。

设映照函数为
“ = 甲(“ ). 于是 j( 甲(田 )) = F (“ )在 }叫 > 1 中边界 l附近全纯

,

且在 l上其实

部为零
。

可见 F (, )可解析开拓到 }叫 < 1 的边界 I附 近
,

于是 F (功) 在 I上 解 析
。

由 此 可

知
,
F (二 )如果在 I上有零点

,

其阶数必为整数
,

且个数有限
.

设 其 总数 (连 同阶数计算在

内) 为M
。

设基本胞腔 S
。

的边界曲线为厂
,

它与L
。

之间所围区域g 苏在映照 : = 切(功 ) 之下成为单位

圆周 l和厂的原象 ? 之间所围的区域的象
。

设 尸(二 )在这区域中零点的总数 (连 同阶 数计算

在内) 为N
.

不失一般性
,

可以认为 f( 劝 在 厂 上没有零点
,

于是 F (, )在 ,
_

L 也没有零点
.

由推广的幅角原理知
‘弓’

F
尸

(切)
F (, )

1
a切 =

石 里姓 十 IV

乙
(2

.

1 )
尹.,.J1一

.

沼
O‘

其中 I上的积分部分要理解为 Cau ch y 主值积分
.

但

{
F

产
斤 产

(
F (

;

f f
,

(: )
一 a 田 = 弓

J 全了耳一a Z

J 厂 J 气Z )

川
一

时

而 f
‘

(z) / f(目 已是双周期的
,

所以此积分为零
.

另一方面
,

如果在 l上 F (二 ) 的每一零点左右各去掉一个充分小的
￡长的弧后 余下 的部

分记为 Ia
,

则有
·

F 尹
(。)

F (。)
d 田 = 1im

2

氛I
‘
。

d ‘。g F ‘? )
(2

.

2 )
产

I
J

:‘

司.�汀

,自

在 l
。

的每一弧段上
, F (。 )祷 。

,

而其实部为零
,

因此其虚部不变号
.

这样
,

ar g F (、 )在其上

为一常数值
.

由此可知
, :

(2
.

2) 左边积分的实部必为零
.

再从 ( 2
.

1) 立即可 知 M
「

= 皿= o (实

际上
,

(2
.

1) 左边积分整个等于零 )
.

这就证明了F (二 )在 l 和 ? 间所围的闭区域 上 没有 零

点
,

从而也证明了f ( : )在S
一

上耸有零点
.

今若 川劝 又是原问题的一个非零解
,

则可知 或劝/f (对 是 S
一

中的双周期全纯函数
,

_

巨

其虚部在L上恒等于零
,

故必为一实常数
.

引理 1 证毕
.

三
、

存在非零解的条件

本节中讨论
:

口
, ,

几要满足怎样的条件
,

才能使原问题有非零解
.

函数 f(劝为原问题的

劫 引理 l的证明中
,

吸取了黄孝军同志有益的思想
.
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非零解 (不妨设 Im f(t) > 。于 L
_

1:.)
,

当且仅当 劝(习 = 1。之仁一 if(习〕 (取定一 分 支 ) 是以

a ,
二 10 9几 (j二 1

,

2 )

(其中对数为某二确 定值 ) 为加数 (不同时为零) 的加法双准周期解析函 数 的 D ir ic hle t 问

题

R e {i劝(t)}二 0

的解
.

注意
,

虽然 刀
, 为实数

,
内

。 , 一 1。g ,
, 一

{

(t〔L
。

)

仍可为复数 , 一般
,

应允许

In }刀
,
}+ Zk , 二i (当刀, > o )

In }刀
,
l+ (Zk

, + 1 )二‘ (当刀
j< o )

(3
.

1 )

(3
.

2 )

这里 ln }刀
,
! 已取定是实数值

,
k , 为整数

.

记

, 一

分
; (。

: 。 ;

一
:

)
,

B一勇
* (

。2 0 1

一
。2

,

其中 刀, 二亡(。
,
)(互(

:
) 为 W

e ie r str a s s 亡函数 )
,

则由〔3 〕知
,

问题 (3
.

1 )的可解 条件为

R e {c l; A + e 1 2B } == R e {c
2 1A + e o Z

B }= o (3
.

3 )

其中 cj
。

(j
,

k = 1
,

2 )为某些只 与 S
一

的形状有关而和 刀
, 或 a , 无关的复常数 (见仁3 〕中 (3

.

4 )

式)
.

因此
,

原问题的可解条件为

Im {e f
、
10 9刀

: + e
丁

2
10 9刀

: } = Im {e f
:
10 9刀

1 + e 蜜
:

10 9口
:

}二 o (3
.

4 )

其中已令
. , 。 ,

、 ,

, ,
、

,
、

(;;: ;;: )
一
(;:: 玫)(

一

万
一。 -

刀1

根据以上讨论
,

我们得到

引理 2 在引理 1 的假定下
,

(1
.

3) 有非零解的充要条件 是
:

可 以 适 当 选 择 反:
,

k
:

如

(3
.

2)
,

使满足两个实的条件 (3
.

4)
.

四
、

非零解的例子

在二节中引理 1 从理论上证明乘法双准周期解析函数的零实部边界 条件 的 Di
r ic hle t 问

题即使实乘数不同时为 1 仍可能会有非零解
,

在三节中并给出了出现这种情况的条件
.

本节

将用实例说 明确实会出现这种情况
.

设在 : 平面中切
1 = a ,

叨:
== b‘ (

a ,

b> o)
,

而 L
。

为以O为中心
、 c为半径的圆周

, c < m in (
a ,

6 )
.

国百的右上角 l / 4 的区域记为 g (图 i )
.

a + b i
A + B f

一

回
一 A

卜卜 护 ‘‘

卜卜卜

rrrrr
rrr 口口
fffff
rrrrr

...

一
,
~ J

.

‘“
. J ~ J 奋奋

一一 C O CCC

急急
’

万万

一 bf 一 B i

图 2
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将区域 g 用函数 Z 二。 (z) 共形映照到Z 平面 中的矩形区域 G (图 2 )
,

使

a

令
一

) 月
,

b云
碱~ ) B 玄

a + b矛(一一》 A + B ‘

e东峨
- - ) O

适当调整 G 的模数即 B / A 的大小
,

这总是可以办得到的
.

这时 ‘ 必对应于线段 O A 上的某点

C (o< C < A )
.

利用对称原理
,

可把 Z = 。 (约 解析延拓到整个 S石上
,

使其象成为以 土A 士及为顶点的

矩形
,

但要挖去一直线段一C ( X ( C
,

记为刃石
.

再次利用对称原理
,

把 Z 二。 (习 解析延拓

为双周 期 区 域 S
一

到万
一

的 共形映照
,

这里 万
一

是 万石双周期延拓结果的区域
.

于是 cf) (劝 成

为 S
一

中的双周期单叶函数
。

考虑 刃
一

中的乘法双准周期解析函数

F (Z )二f e x p〔二Z /B 〕

它的乘数是

刀
: 二 e x p〔2二A / B 〕 (几= l) (4

.

1)

且 R o F (Z )= 0 于线段一C ( X 《C上
.

函数

f(
:
)= D ie x p〔二。 (

:
)/ B 〕 (4

.

2 )

就是 S
一

中的乘法双准周期解析函数
,

其中D 是一任意实常数
.

它是满足条件

R e
f(t )= o (!t }二

c
)

且以 (4
.

1) 为乘数的双准周期解析函数的一般解
.

这就是我们所要的例子
。

注意
,

在这个例子中
,

很明显应取

10 9刀; = 2 二A / B
,

10 9刀
:
== 2 二i

可见这时 (3
.

2) 中的 k l = O
,

k
。
= 1

.

五
、

乘数不事先指定的情况

前此的讨论
,

都已事先指定了实乘数 几
,

刀
: .

本节将讨论同一问题
,

但乘数不要求事先

指定
。

这时
,

在 (3
.

2 ) 中每取定一组整数 九, ,
k
Z ,

求解 (3
.

4 )
,

便可得出一组 In !夕
:
1

,

In !几1
,

从而获得原问题的一个解
.

为了说明这时问题一般解的结构
,

我们进行如下
.

先在 (3
.

2) 中取定 k , = 1 ,
k
Z
= 0

。

这时
,

对于加法双准周期间题 (3
.

1) 来说
,

相 当于

已给定 al
, a : 的虚部

.

故由〔3〕知
,

可 以求出唯一的一组 萝数 1川爪 {
,

1川凡 }使 (3 ;3) 或

即 (3
.

4) 成立
,

且这时加法问题有唯一解叻
:
(z) 满足 (3

.

1) (可相差一实任意常数项 )
.

对

于原乘法双准周期问题而言
,

这时有唯一解 (可有一实任意常数因子)

f
:
(
:
)二‘

e x P仁劝:
(
:
)〕

其乘数为

夕
: 二 一 I口f i

,

刀
:
== l刀f!

同样
,

在 (3
.

2 )中取 九, 二 0
,

及
:
= 1

,

则又可得(3
.

4 )的唯一解组 In !刀了}
,
In {月梦{

,

相应加

法问题有唯一解 劝
:
(z)

,

原 问题有唯一解

f
Z

(
:
)== fe x P〔劝

2

(
:
)〕

其乘数为
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因此
,

原乘法问题的

其 r}, 寿1 ,

壳
:

为任意整数

月
, = !刀了!

,

刀
:
= 一 ,刀了!

一般解为

f(
:
)二 D 落e x p {k ,劝1 (

: ) + 寿
2

功
2

(
二
) }

刀为一任意实常数
; 这时

,

乘数为

(5
.

1 )

二 (一 1)寿
‘

{口fIk
l

}刀丁l壳
,

二 (一 z )k
,

}刀 l夕犷{人
,

(5
.

2 )

渺

几几

因此我们有

引理 3 乘法双准周期解析函数满足条件

事先指定
,

则恒可解
,

_

巨一般解 以 (5
.

1 ) 给 出

有一实常数因子外
,

还倚赖于两个独立的整数
,

(1
.

3 ) 的 D ir ie hle t问题
,

其乘数以 (5
.

2) 给出 ,

如果对 其实乘数不

一般解 中除显然地

而乘数也倚赖于这两个整数
.

注 本文结果对求解双周期解析函数的 H ilb e rt 问题也极为有用
,

当在另文讨论
.
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