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摘 要

本文是 〔门的继续
.

在本文中我们对非线性随机 V ol t e r ra 积 分方程给出了解的另一存在性准

则
,

极值解的存在性定理和随机积分不等式的比较定理
,

这些定 理 分 别 推广 了 V au g han
〔2

,
3 ,和

L a k s hm ik a n tha m 〔‘ , s〕的相应结果
.

一
、

引 言

我们 已经知道随机积分方程和随机微分方程的理论在许多应用科学领 域 内 有
‘

广泛的应

用
,

它们已成为很多数学工作者研究的课题
。

在 〔1j 中
,

我们已经在某些紧性型条件下给出

了非线性随机 V ol te r ra 积 分 方 程和非线性随机微分方程解的存在性准则
,

推广了若千已知

结果
。

本文 目的是对这些随机积分和随机微分方程给出解的另一存在性准则
、

极值随解的存在
·

性和随机解的比较 定理
,

这些定理分别改进和推广了 V a u g h a n ‘’, 3 ’和 L a k sh m ika n th a m 〔‘ , , ,

的结果
。

二
、

预 备 知 识

、

设 (口
,

滩
,

川是一完备 a 一
有限测度空间

,

(X
,

卜 lj) 是一可分 Ban
a
ch 空间

,

CL( X )表 X

的一切非空闭子集的族
。

定义 1 称映射 二 :
口 , X 是可测的

,

如果对任意开集 A已X
, 二 一 ‘

(A ) 二 {。〔口
,

以。 )〔

A }〔并
.

称映射 E :口、C L(X )是可测的
,

如果对任意开集 A 泣X
,

E
一 ‘
(A ) = {。〔口 : E (。) n

A 笋姆〔并
·

令 G 为 X 的一开子集
,

J = 〔t。
,

t。+ al c= R 是实直线上一闭区间
.

记

C〔J
,

X ] = {x : J , X !二 连续
,

lx (t )路
J = m a x

“x (t)“卜
_ 一

婚
(C〔J

,

X ]
,

}f
·

l
,
)是一可分 B a n a e h 空间

.

又令

C〔口 x J
,

G ] = {二 : 口 又 J。口 }丫。(口
,

x (。
, ·

)连续和 V t〔J
,
x (

· ,

t )可测 }

朴

钱伟长推荐
.
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q 口 x J 只 J x ‘
,

G 〕二 {K
:
口 义 J x J 丫 G

一)

GI V 6〔口
,

K (。
, · , · , ·

)连续和

V (t
, s ,

, )〔J 火 J 义 G
,

K (
· ,

t
, : ,

二)可测 }
.

引理 1 〔” 设 叽〔C 〔口 x J
,

G 〕
,

如 果对每一 。〔口 存 在 a (。)> o 使 得 S (x
。

(。
,

t0 )
,

城。 ))二G (S(
二 ,

: )表J 内以 “

使得s (、
。

(。
,

,
。

)
,

, (。落)二台二
贝‘J刀(。 )》0 (。 ) (V 。〔口)

.

为心林
r

沙 )为半径的开球卜
一

则介在可溅函数
” :
。今 (“

,

? )

区若有某 氏口写 (0
,

~ )使S (九(功
,

几), 白(0 ))二G (V 。〔口)
,

个 , 、 ‘

气

引理 : 〔
1 」 设二

居〔。 又J, 自
,

一

斌劝, 扣
,

叫可侧
,

则
森

一

可测函数 。
:
。

一

, (0
,

oo) 使得

Ir一 t。}< d (。 )今 !!,
。

(。
,

t)一二。(
。, ,

t。) .{< 叮(
。)
)/ 2

引理 3〔”’ , 〔C〔J x 口
,

X 〕的充要条件是映射 。 ~ 双。
, ·

)被视为从 口 到 C〔J
,

X 〕的函

数时是可测的
。

引理 4[ ” 设 凡〔C〔口 x J
,

G 〕
,

冲:

口* (o
,

co )和 , :
口、 (o

,

a) 是 可 测函 数
.

令 J
。

(。) =

[ t
。,

t0 + : (。) ]
,

贝IJ由 E (。 ) = {正C 〔。 X J
。,

G 〕
:

!‘ (
‘” ,

t)一‘。

(。
,

t) }I
, 。、。 )成。(。)/ 2 } 定义

的映射 E
:
口

一

, C L (C〔口 丫 J
。,

G 刀是可测的
.

对于 Ba n a c h 空间 x 的每一有界子集妊
,

由面式子定义 A 的 K u

分
a to w , ki 非紧性测度a :

a (月) = in f{
e> O

:
A 能被有限个直径小于

己的子集所覆盖}

关 卜这 里所要用到的非紧性测度 a 的性质读者可参见〔2 〕的引理 2
.

1
.

引理 5 〔“〕 设 劣。

(。
,

t) 〔C〔口 x J
,

G 〕 (
。》l) 使得对每一。〔口

,

序列笼二
。

(。
, ·

)}臀
二 1是紧的

.

则存在一函数 x气。
,

t) 〔C〔口 又 J
,

G 〕使得对每一固定的 。〔口
, x 气。

, ·

)是序列 {二
。

(。
, ·

)} :
. :

的一聚点
·

三
、

存 在 性 准 则

在本节中我们研究下面形式的非线性随机 V ol to r ra 积分方程

: ‘。
,

, , 一“。‘。
,

‘, +

I:
.

K ‘。
,

‘
, ‘! 二

‘。
, ·
))d 。

(3
.

1)

其中 x0 〔C〔口 又 J
,

G 〕
,

K 〔C〔口 义J x j x G
,

G 〕
,

J = 〔t
。 ,

t。+ a〕和G 是X 内一开集
.

为了方便起见
,

下面我们列举函数K 的某些假设
:

(H
l
) 存在可测函数 M

: 日、 (0
,

oo )使得对每一 。〔日
,

}}K (。
,

t
, s ,

戈) }{( M (。 ) (丫 (t
, s ,

, )〔J x j x G )
.

(H
:
) 对每一 。〔口

,

Ic J和有界集B 已G
,

。 ‘

{耍(
S· p

{J
, .}K (。

,

,
, · ,

, (。
, ·
)卜K (。

, · , · ,

, (。
, ·
))},ds }, 。C〔“ x ‘

,

B 〕,卜
“

_

(H
3
) 存在可测函数 户口‘(0

,

co )使得对每一 。〔日和有界集 B c G
,

a (K (。
,

J
,

J
,

B ))成刀(
。)
)a (B )

(H
‘

) 对每 一
(。

,
t

,
: )〔口 只 J x J和对每一有界集B c G

,

a (K 恤
,

t
, : ,

B)) ( 夕(。
,

t
, s ,

a (B) )
,

其中 g 〔C〔口 K J 又 J 又R
+ ,

R
+

〕
,

R
+
= 【0

,

co )
,

对每一 (。
,

t
, s
)〔口 x j x J

,

g (。
,

t
, s , 。

)关于
。
单

徜非减和随机方程
·
(。

,

矛
卜}:

。。(。
,

,
, · , ·

(。
, ·

))d 。 有唯一解 。(‘
,

‘)! ” (、。〔“ ,
·

在〔1〕中我们已证明下面存在性准则
.

定理 1 设 二。〔C「口 x J
,

G 〕和 K 〔C〔口 x J 火 J 只 G
,

G 」如果条件(H
l
)

,

(H
:
)和(H

3
)成

立
,

则存在可测函数 , :口。(0
, a
)使得随机 V o lter r a 积分方程 (3

,

1)在 J。(。)= 〔t
。 ,

t。+ 下(。 )〕
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上有一随机解户〔C〔口 x J
。 ,

G 〕
.

下面我们给出另一存在性准则

定理 2 设 二。
〔C〔口 x J

,

G 〕
,

K 〔C〔口 x j x j x G
,

G 〕和 对每一 。〔口
,

K (。
, · , · , ·

)一

致连续
,

如果条件 (H
,
)

,

(H
Z

)和(H
‘

)成立
,

则存在一可测函数 , : 口” (0
,

a) 使 得 随 机 方 程

(3
.

1 )在 J
。

(。)= 〔t
。 ,

t。+ , (。 )〕
_

仁有一 随机解 二 . 〔C〔口 x J
。,

G 〕
.

证明 设 刀(。 )和 占(。 )如在引理 1 和 2 内一样被 定 义
.

令 , (。) == m in {a 消(口)
,

刀(。) /

ZM (。)}
.

贝IJv : 口、(o
, a
)是一可测函数

.

令 J
。

(。 )= 〔t
。 ,

t。+ , (。)〕
.

显然我们 有 戈。〔C〔口 x

J。
,

G 〕
.

下面我们定义序列{x ,

(。
,

t)卜丁
, ,
如下

:

“ ,

(。
,

矛)= 戈。(。
,

t。) (。〔口
,

t。一 , (。 )< t< t。)

戈·

‘。
,

‘,
一

‘。
,

‘, +

于:
。

K (。
,

‘
, · ,

二·

‘。
,

一 : ‘。, /
·
))d

·
(。““

,

“「‘
。 ,

‘。+ : ‘。, 〕, ‘3
.

2 ,

用类似〔2 〕中定理3
.

1 的论证
,

我们能证明对每一 。〔口
,

笼x
,

(。
, ·

) }T
一 ; 是等度连续和一致有

界的
.

由于凡〔C〔口 x J
,

G 〕
,

兀〔C [口 x J 义 J x 口
,

‘〕和 ? (。 )可测
,

故对每一固定的 (t
, :
)〔

J x J
,

K (
· ,

t
, : , 二。

(
· , : 一 , (

·

)/
,
))是可测的

.

于是作为可测函数有限和的极限
,

对每一( J
。,

J:0 补
,

‘
, ‘,

x0(.
,

一 卫

方
’
))

‘

ds 也是可测的
.

从而由 、二
。

(。
,

t)} ;
一 : 的定 义 知 X ,

(。
,

, )。

C〔口 X J
。 ,

G 〕
.

由于对每一。〔口
,

仁
,

(。
, ·

)}一致有界和等度连续
,

故对每一。〔口
,

序列

{K (t
, s ,

二”

(。
, s一 ? (。)/ 。))}:

. :

也是等度连续的
.

利用非紧性测度
a 的性质(〔2〕的引理 2

.

1)
,

我们有对每一 。〔。
,

a
({二

。

(。
,

, )}:
一 :
)一({{:

.

K ‘。
,

‘
,
。

,
二·

(
。

,

一
夕(。)
” ))《

. :

)
a

({
K
(
。

, ;

a

(
K
(
。

,

‘
,

,

一(
。

,

一
粤

一

))}:
. :

)
、·

一

{
二
(
。

,

一弯
,

一

)手:
. ;

))
d ·

成
。

,

,
, ·,

a

({
! ·

(
。

,

下(。)
O
-

-

一一一一一

一

)}:
. ,

))
d ‘

tt.t拓t份
尹..J了...
口
了‘1
.

镇=长

一

J:
. 。‘。

,

‘
,

一“, ·
’

‘。
, ·

, , : 一”“
·

所以对每一 。〔口
,

a ({x 。

(。
,

t )} :
. :
)(

r
(。

,

t)
,

其中对每一 。〔口
,

r (。
,

t )是方程
·
(。

,

‘
卜于:

。 。‘。
,

‘
,

一‘
·

, , d
·

的极大解
.

因此由条件 (H
‘

)有a ({二
。

(。
,

t )}:
. ,
)= 0 (V 口〔D )

.

由此推得 {二
.

(。
,

t) }:
. : 是 一

紧集
.

因为对每一。〔口
,

{x 。

(。
, ·

)}育
. : 是等度连续的

,

由 A sC ol i 定理
,

笼二
。

(。
, ·

) }丁
。 : 是紧

集
,

又因 二 .

(。
,

t)〔C〔口 x J。
,

G 」
,

从 引理 5 推得存在 {戈
.

(。
, ·

)}:
。 , 的子序列 {劣

。、
(“

, ·

)}7
. :

和一函数 x乍q 口 x J
。 ,

G 〕使得{为
: ‘

(。
, ·

)}介
: 一致收敛于二资(。

, ·

)
,

由有界收敛定理我们有

对每一 。〔口
,

J:
.

K (。
,

,
, ·,

二一(。
, ·
))d一 !:

.

K ‘。
,

‘
,
忍

,

二‘。
,
。, , d‘

因此由(3
,

2 )式推得
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! · (。
,

‘)一 , 。

(。
,

‘) +

):
。

K (。
,

‘
, · , 二·

(。
, :
))ds

即 二补〔C〔口 x J
。,

G 〕是随机积分方程 (3
.

1) 的一随机解
.

定理 3 设 、。: 口* G 可测
,

了
:口 x J 又 G 、G 使得对每一 。

,

l( 。
, · , ·

)一致连续和对每一

(t
,
二)〔J x G

,

f(
· ,

t
,
x )可测

,

假设

存在可测函数 M
: 口 , (O

,

co )使得对每一 。〔口
,

lj( 。
, : ,

劝l( M (。 ) (V (
s ,

劝〔

对每一 (。
,

s) 〔口 x J 和有界集 B c G
,

a (f(。
, s ,

B ))( g (。
, s ,

a (B ))
.

、

1,二11(G)(
J X

其中 夕〔C〔口 x J 义R
+ ,

R
+

]且对每一 (。
, s
)〔口 x J

,

夕(。
, s ,

。)关于
u
单调非减和随机方程

。(。
,

, )一

{:
。 。(。

,
:

, ·
(。

, ·
))d

·

有唯一解 “(。
,

t)笼 0 (V 。〔口)
.

则存在可测函数 护:口 , (0
,

a) 使得随机 C a
uc hy 问题

d x (。
,

t )
d t

一

= f(。
,

t
,
二 (。

,

t))

劣(。
,

t。)二 劣。(。)
} (3

.

3 )

在 J
。

(。)二〔t
。,

t。 + 下(。 )〕上有一随机解尹〔C〔口 x J 。,

G 〕
.

证明 为了求随机 Cau c hy 问题 (3
.

3) 的随机解
,

我们考虑 与它等价的随 机 V ol te rra 积

分方程

X (。
,

‘)一 (。) +

{:
。

, (。
, ·,

! (。
, ·
))d :

(3
.

4 )

在定理 2 中
,

对一切 屹J
,

令 二。(。
,

t) = 戈。(。)
,

K (。
,

t
, : ,

劝 = j( 。
, 。,

劝
.

则 容 易 验证由假

设 (i)
,

(ii )可推得定理 2 的条件全部被满足
.

因此方程 (3
.

4 )存在随机解 二朴〔C [口 x J。
,

G 〕
.

它也就是随机 C a
uc hy 问题 (3

.

3 )的一随机解
.

注 1 定理 2 是 [2 1中定理3
.

2和〔叼中定理 2
.

2 的随机推广
.

定理 3 是臼1中定理 2
.

5
.

1的随机推广
.

四
、

随机极值解的存在性

在本节中我们证明随机积分方程 (3
.

1) 的极大随机解的存在性
, 极小随机解的存在性可

类似地被证明
.

现在令 H 二X 是一真锥
.

H 的内部 H
。并必一 对 “,

屹X
,

我们说
:

“( 。 ,

如果
。一。〔万 和

u < “ ,

如果
“一眨月

。
.

令 H 言和 H
苦 分别表示下列泛函的集

:

H 言= {c

以 (X
,

R )}戈〔H
o今c

(劣)> o }

H
朴 = {c〔L (X

,

R ) !正H 今
c
(二 )> 0 }

其中 L (E
,

R )是一切从 X 到R 的连续线性泛函的空间
.

由 〔4〕的定理 3
.

1 我们容易得到随机积分不等式的下面结果
.

定理 4 令 K 〔C〔口 x J 火J x X
,

X 〕
,

x 。
, 。 , v〔C〔口 火 J

,

X 〕和对每一 (。
,

t
,

S )〔口 X J
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x J
,

K (。
,

t
, : , u

)关于
u
单调非减

.

如果对 t> t。

“‘。
,

‘, ( 戈。‘。
,

‘, +

l:
。

·
‘一 ‘’> ! 。

‘。
,

‘, +

丁:
。

K (。
,

t
, s ,

。(。
, s
))d

s
(V 。〔口)

K (。
,

t
, s , v

(。
, s
))d

s
(V 。〔口)

且其中之
,

一是严格不等式和
, ‘
(口

,

t。)<
。
(。

,

t。) (V
。( 口)

则我们有
u
(。

,

t)<
v
(。

,

t) (V 。〔口
,

t> t。)

定理 5 令 凡〔C [口 义 J
,

G 〕
,

K〔C〔口 x J 又 J x G
,

G 〕和对每一 (。
,

t
, s
)〔口 x j x J

,

K (。
,

t
, s j u

)关于
u
单调非减

.

如果条件 (H
:
)

,

(H
Z

)和 (H
3
)成立

,

则存在一可测 函数 勺: 口。 (o
,
a )

使得随机方程 (3
.

1) 在 J
。

(。 )二 [t 。 ,

t。+ , (。 )〕上存在极大随机解和极小随机解
.

证明 设 叮(。)和 J(。) 如在引理 l 和 2 内一样被定义
,

令 护(。) == m in {a 户(。)
,
刀(。)

4M (。)

b 、 二
, , _

, _ _ 、
_

.

_
, _ 、 _ 一几

.

_
_

~

口I 二入十 具甲 o七(U
,

1 )
.

少11」夕“沙今 tU
, a )是 叫侧呸I数

,

令
尸 、

‘口产 J

E (。 )= {硬C〔口 x J
。 ,

G 〕!I!二 (。
,

t)一二。(。
,

t )}!

定义 T
:

口 x C〔口 x J
。,

口〕, C〔口 x J
。,

G 〕如下
:

《勺(。 )/ 2 }
J。(。)

(V 。〔口)

T (。
,
二(。

,

t )) = x 。 (。
,

t) + :
。

K ‘。
,

‘
, “ ,

“‘。
, “

,’“
“

令 夕。(。)〔H
O

可测使 }}夕
。

(。) !}( 冲(。)/ 4 (V 。〔口) 和令 双,

(。) == 夕
。
(。 )/

n
(
n = 1

,

2
,

⋯ )
.

定义

T
。 ;
口 x C〔口 义 J

。 ,

G 〕* C[口 x J
。 ,

G 〕如下

T
。

(。
,
二 (。

,

t))= T (。
,
二 (。

,

t)) + , 。

(。 ) (丫。〔口
,

⋯ )
,

于是对每一。〔口有

!!T
·

(口
,
! (。

,

, ))一 (。
,

, ) }},
。
(。)、 。。

·

(。) +

{:
.

K (。
,

‘
, · ,

X (。
, ·
))d

·‘!,
。
(。)

( !一。
。

(。)一l+ 。 (。)(卜 , 。)、 ”

七)
一 + 、(。 ): (。 )(

一

,织)
任 J

“
趾

故有对每一。〔口
,

T
。 : E (。)。 E (。 )

.

利用〔2] 中定理 4
.

2 和 〔1] 中定理 3
.

1 的证明方法
,

我

们能证明 T
。

在 J
。

(。)二〔t
。,

t。+ 以
‘
习〕

_

仁有一随机不动点 介 (。
,

f) 〔C [口 x J
。,

G 〕
。

又因对每
,

一。〔口
,

二 ;
(。

,

t ) == x 。(。
,

t) + 梦
:
(。) +

> 戈。(。
,

t)+ 夕
:
(。 ) +

二T :
(。

,
戈 :
(。

,

t))

:
。

K ‘。
,

‘
,

一 “ 1
‘口

, “
,’“

“

:
.

K (。
,

‘
, “,

‘ :
‘。

, “
),“

“

r

l
,了...‘

和

二 :
(。

,

t。) = 二。(。
,

t。) + , ;
(。)

> 戈。(.
,

t。) + 夕
:
(。)= 劣 :

(。
,

t 。)

因此由定理 4 推得对每一。〔口有凡(。
,

t) > 绳(。
,

t) (V 龙J。(。))
。

类似可证对每一。〔口 有
劣。

(。
,

t)> x 。 (。
,

t) (V t〔J。(。) 和 m > n
)

利用类似于〔2〕中定理 4
.

2 的论证我们能证明对每一。〔口
,

{介(。
, ·

)手:
. : 是 一致有界和等度
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连续的
.

因此利用条件 (H
3

)有对每一。〔口
,

a ({ , 。

(。
,

t)} :
一 ,
)二a ({T (。

,
二。 (。

,

t)) + 夕
。

(。)}:
一 :
)

一({丁:
。

K (。
,

‘
,

一
(。

,

, ))d
·

}:
. :

)
( ·

():
。

K ‘。
,

‘
,

一 {X
·

(。
, ·
)}:

一 1
)d

·

)
( 丫(。 )刀(。)

a
({义

,

(。
,

J
。

(。))}丁
. ,
)

《 ba ({戈
。

枷
,

J
。

(。 ))}T
一 1
)

从而有
a ({戈

”

(。
,

J。(。 ))} :
。 :
)=

su P a ({二
。

(。
,

t)}丁
. ,
)

t(J一(。)

《6 a ({二
,

(。
,

J 。
(。))}:

。 :
)

因为b< l ,

故 a ({劣
。

(。
,

J
。

(。))}:
= ,
)== o (V 。〔口)

,

由此推得对每一。〔g
,

{二
,

(。
, ·

)}育
一l 是

紧集
·

因此由引理5
,

存在 {二
。

(。
, ·

)}:
一 :的一子序列 {x

。‘
(。

, ·

)}7
一 , 和一函数 二补〔C 〔口 又 J。

,

口〕

使得{‘
、

(。
, ·

) }介
: 一致收敛于 x气。

, ·

)
.

由有界收敛定理对每一。〔g
,

.

{:
。

K (。
,

,
,

一
‘

(。
, ￡
), d一{:

.

K ‘。
,

‘
,

一“
。

, ·
, , d

‘

因此 二权。
,

t) 〔C〔口 x J
。 ,

G 〕是随机方程 (3
.

1) 的一随机解
.

现在设 正C〔口 x J。
,

G 」是方程 (3
.

1) 的另一随机解
,

即有

/ (。
·

‘)一、。(。
,

‘) +

{:
.

K (。
,

‘
, ·,

二(。
, , ·
))d

·
(v 。印)

因为对每一。〔口
,

二一 (。
,

‘)一二。(。
,

‘)+ 。一 (。) +

!;
。

K (。
,

,
, ·,

X 一 (曰
, ·
))d

·

> 二。(。
,

‘) +

{:
。

K (。
,

‘
, ·,

义一 (。
, ·
))d

·

和 x (。
,

t。) = x 。(。
,

t。)< % 。(。
,

t。) + , 。
:

(。)= 翔
‘
(。

,

t。)

由定理 4 推得
二(。

,

t)< 翔
‘

(。
,

t) (V 。〔口
,

t〔J
。

(。 ))

这蕴含对每一。〔口和 t在〔t
。,

to + , (。 )〕

二(。
,

t)《 1im x 。 ‘(。
,

t )= x 朴(。
,

t)

因此 沪(。
,

t)是随机方程 (3
.

1 )在 J
。

(。 )= [ 才
。,

t。+ , (。 )j上的极大随机解
。

类似地
,

可证明极小随机解的存在性
.

注 2 定理 5 是【21中定理 4
.

2 和【5] 中定理 5
.

5
.

3 的随机推广
.

利用 【l] 中定理3
.

2的论证方法
,

我们

也能得到【3」中定理 4
.

2 的随机推广
,

这里不再陈述
.

定理 6 设 二丧C〔口x J
,

G 〕
,

K 〔C〔口 x j x j x G
,

G 〕
,

对每一。〔口
,

K (。
, · , · , ·

) 一致

连续和对每一 (。
,

t
, s
)〔口 x J 又 J

,

K (。
,

t
, : ,

“)关于
“
单调非减

.

如果条件(H
,
)

,

(H
:
)和(H

.

)

成立
,

则存在可测函数 件口 , (0
,

a) 使得随机方程(3
.

1) 在 J。(。 )= 〔t
。 ,

t。+ 以山)〕上存在极大

随机解和极小随机解
。

证明 设 刀(。) 和占(。)如在引理 1 和 2 内一样被定义
.

令 , (。)= m in {a
,

d (。 )
,

刀(。 )/



随机积分方程和微分方程解的存在性和比较结果 e0 3

〔4M (。 )〕}
,

贝IJ , :
口, (o

, a
)可测

.

令 夕。(。)〔H
O 可测 使 得 l夕

。

(。 )l( 刀(。)/ 4 (V 。〔口)和令

夕,

(哟 二 , 。
(。 )/

”
(

, = 1
,

2
,

⋯ )
.

利用定理 2 的证明方法可证得随机方程

X (。
,

‘)一(。
,

‘, + 。·(。 , +

{:
。

K (。
,

‘
, · ,

, (。
,
; ))d

·

在 J 。
(。 )

.

== 〔t。
,

t。+ v (。)〕上有一随机解 x ”

(。
,

t )〔C〔口 x J
。 ,

G 〕
,

利用定理 4 和类似于 定 理 5

的论证
,

容易证明对每一 。(口
,

劣 ,

(。
,

t )> x .
(。

,

t) (V 。〔口
,

m > 。
)

.

仿〔2〕中定理4
.

2的证

明
,

可证得对每一。〔口
,

笼二
。

(。
, ·

)}:
二 : 一致有界和等度连续

.

再利用假设 (H
‘

)和非紧性测度a

的性质
,

可证得对每一。〔口
,

{劣
。

(。
, ·

)} :
一 , 是紧集

,

从而存在 {二
,

(。
, ·

)}T
一 , 的子序列{殉

;

(。
,

·

) }T
一 , 和 尹〔C [口 x J

。,

G 〕使得{二
。、
(。

, ·

) }丁
。 : 一致收敛于 x 关(。

,

t)
,

且 二若(。
,

才) 是随机方程

(3
.

1) 的一随机解
.

用定理 5 证明中相同的论证
,

可证明沪 (。
,

t) 是随机方程 (3. 1) 在 J
。

(司

上的极大随机解
.

用类似论证
,

可证明极小随机解的存在性
.

注 万 用类似于定理 3 的证明和利用定理 5 和 0
,

我们容易得到随机初值问题 (3
.

3)的极值解的存在性

定理
,

它们可推广[ 5」中的相应结果
.

为节省篇幅
,

我们省去
.

五
、

比 较 定 理

在本节 中我们证明随机积分不等式的一比较结果
。

定理 7 设定理 5 的假设成立
,

“贬C〔g x J。
,

G 〕和对每一。〔口
,

埂J。(。)

。(。
,

‘)《二。(。
,

‘) +

{:
.

K (。
,

‘
,

一‘。
, ·

, , d 。

则对每一。〔口
,

t〔J
。

(。 )
,

有

m (。
,

t)( 二关 (。
,

t)

其中 二气。
,

t )〔C〔口 x J
。,

G 〕是随机方程 (3
.

1) 的极大随机解
.

证明 如在定理 5 的证明中一样
,

令 y 。

(。 )〔H
O

可测使得 i}夕
。

(。 ) }!( 刀(。 )/ 4 和 令 g 。

(Q, )

= , 。

(。 )/
n

(
n = 1

,

2
,

⋯ )
.

令 x 。

(。
,

t )〔C [口 x J
。,

G ]是随机方程

X (。
,

‘)一 x 。

‘。
,

‘, + 。· (。 , +

{:
.

K (。
,

‘
, ·,

! (。
, ·

, )d
·

的随机解
.

无妨设对每一。〔口
,

{x 。

(。
, ·

)}育
. :
一致收敛于 x 气。

,

t)
.

因为 tn (。
,

t。)《戈。(。
,

t。)< 戈。(。
,

t。) + 夕
.

(。)= “。 (。
,

t。) (V 。(习)

不口

X ·

‘口
,

‘, > X 。

‘田
,

‘, +

l:
。

K ‘口
,

‘
,

一 x ·

‘。
, ’

·
, , d 二 “

。““ ,

定理 4 蕴含 m (。
,

t)< 二 ,

(。
,

t) (V 。〔口
,

t〔J。(。)
, 。

> x )
,

因此定理结论成立
.

注 4 定理 7 是 [ 2〕中定理 4
.

3
,

[ 4〕中定理 4
.

1 和 [ 5 ]中定理5
.

5
.

4的随机推广
。
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