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摘 要

本文提出一个带边梁的组合型扁壳弹性动力学广义变分原理
,

对它与相应的基本方 程
、

脊 线

条件及边界条件的等价性作了论证
.

然后将这一变分原理应用于幕壳结构
,

利用多重级数 给 出幕

壳在常见的边界条件下的静动力学近似解析解
,

将本文解析解同有限元计算及试 验 值作了 比较
,

结果表明我们的解析解收敛性好
,

精确性令人满意
.

一
、

引 言

组合型扁壳是由若干个中面为光滑曲面的壳体连接而成的
,

其显著特征是
:

在脊线处
,

曲面的曲率或扭率发生突变
。

目前
,

有人对某些组合型壳体的静力学解做过研究
,

但对其动

力学问题的讨论却很少见
‘

钱伟长
〔

{
’
关于一般弹性体动力学广义变分原理已作了论述

,

并且

指出了广义变分原理在壳体分析 中的应用
〔2 ’.

G 盯ti n 〔”’的动力学广义变分原理包括了初始条

件
,

但他给出的卷积表达式难以用到壳体问题中
。

我们对前人的工作加以改进和拓广
,

利用 d 函数处理脊线问题
,

考虑边梁与壳体的共同

作用
.

本文提出一种实用的组合型扁壳弹性动力学广义变分原理
,

并论证了它与基本方程
、

脊线条件和边界条件的等价性
。

我们将这个原理应用于幕壳分析
,

利用重级数形式给出了常

见边界条件下的幕壳静动力学近似解析解
。

所考虑的边界条件有
:

(1 )泞5 55 (即四边简支 )
:

(z) cc cc (即四边固定) ; (3)s c s c (对边简支对边固定 ); (4 )四角简支带边梁
.

本文还将

解析解和有限元法计算及试验值作了比较
,

证实本文解析解不但收敛性好而且精确性也令人

满意
。

因此
,

这里提出的广义变分原理对一般组合型扁壳具有一定的实用意义
.

二
、

组合型扁壳的弹性动力学广义变分原理

本文仅处理扁薄壳
.

坐标系 (O x 梦习 如图1所示
,

挠度 。 沿轴向为正
.

在实际应用中
,

常略去戈
, y方向的荷载

.

惯性力及阻尼力
.

本文一方面利用扁壳中熟知

的应力应变关系和引进应力函数
:
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另 方面
,

利用 d 函数对脊线问题作特别处理
、

考

虑边梁与整个壳体共同抗弯
,

抗拉压
.

那么
,

组

合型扁壳的弹性动力学广义变分原理叙述为

若将 二
、

甲 视为彼此独立且变分不受任何限

~

Z

犷吓
-

汉\ 乏少宁

制的函数
,

则变分式

扩
。 , O

其中

/
,
/

一左

图 1 组合型扁壳坐标系统
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便和组合型扁壳的基本方程
、

脊线条件和边界条件等价
.

式 (2
.

幻 中

D f
_ , 曰 、

「a,功 a 么切 , aZ功 、2
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3 )

尸二a /。t及尸: 二。丫。产是一种算子
,

其意义是变分后再作用于 二 ,

例如

“
〔盯

。‘

沪
“。

〕
二

坑
‘

缪
‘“、

“

〔严几
‘

号一城叼
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瓜
,

p
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魂)

h 为壳厚
,

E 为杨氏模量
,

D 为抗弯刚度
, 拌为泊松系数

,
△(a 刁an)

吐

为脊线法向角增量
,

p 为

单位面积质量
, c为阻尼系数

,

Pe 为边梁的单位
一

长度质量
,

lj
、 e , 、

F ,
、

J
: , 及J

, , 分别表示边

梁长度
、

偏心距
、

截面积
、

平面内和平面外惯性矩
,

其余符号参见〔4 〕
.

对式 (2
.

2) 作一次变分
,

不仅可导出基本方程
、

脊线条件和边界条件
,

而且
一

可证明本文

的广义变分原理与它们的等价性
。
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其中兄 为对全部。
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求和

,

名为全部边梁求和
,

乙 为对边梁连接点求和且△是沿 s方 向增
‘ 了 j(I, )

量
,

乙为对全部脊线求和
,

△Q吉
、

△。吉分别为脊线法向剪力和位移改变量
.

其余符号参见〔4〕
.

注意到边梁上的变分区间相应地与 C 。、

G
.

和心
。 ,

的 区间重合
,

采 用 上 述 符 号
,

由
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.

5 )可得到下列

1
、

组合型扁壳基本方程

。_ , _ , _
,

护功
‘

口切
_

1
。 , ,

_ , J _ ~ ~
、 _ _ 、

D v Z V Z叨一 v孟切 + p 飞二 + c

了 == 户
: ,

矛
、 v Z V

Z切+ V 孟。 == o (在 口 .
内) (2

.

6 ), ‘ 了
’

r d 扩
’ 一

口亡 “
’

五
,

h
, v 了

“ v ‘ - 一 、 ‘
一 一 ”

J / “ ~
一

产

2
、

边界条件

C , : 叨二

C咨
: g ,

+

e
。 :
。。/ 。

。== 成
, ; e , :

汀
,
== 岔

”

口4切
z

厂J了

一

+ E 一F ,

令
“

,

一E F ,

〔(
·

卜“一)‘
,
+

(2
.

7 )

护
, , , 、

1
.

护叨
.

枷 _

+ “, 万班 又￡ ; 一烤 , 功 ) J+ p , 一百产
一

+ “ 百云 == q .



G3 2 倪 海 鹰 童 竞 显

C二
。

:

鱿 = 众
; C

, 、

:

心二针
、

心
。

: 切+ E 人川 = 币

C N 比 :

需一
E F

(咖+e
j

金
一

劝
一*

(2
.

8 )

在C。内
:

‘
.

_
, , ‘ , ,

、

(
.

口「一
,

护切 一 一
, . , 、

书 _

用点处 协‘VI , ·

)‘+ 气凸而L七
J

·‘
而

‘

一且 “‘ 尸“ “‘一 “
·

切 )
_

1全
‘’“ ‘ (2

.

9 )

边梁连接处

{
△

歇
“‘

· , 日2功

砰一
E 一F ,

‘
巴
‘一 “

, 。 ,〕}
, 一 ”

(2
.

1 0 )

[
“‘一

金
一“一尸,

‘
召
‘一“一 , ]:

一 ”

!
「 一

,

口
‘

田 一 。
, , . 、

〕一 _

l

L
乙 了‘ , 而

“
一 乙 “‘厂 , (“; 一“

·田 ) ]
、” ”

!

(2
.

1 1 )

在C
。 .

内角点处
:

(△时
。

), ‘
= 万

, ‘

(2
.

1 2)

又
、 。 :

‘
己
‘一“ ,“必ds +

I
。、

,

(吞f一补)d葵d
s + 乙 〔(△

。
乙小一万

*〕占葵‘== o (2
.

1 3 )
几(C

, ,

其中C‘
、

C二
。 、

以
.

分别为除角点外的边界C。、

C
。

。 、

q
。 .

(2
.
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,
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s求二次微分后是边梁平面外的弯曲平衡方程

,
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,
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13 ) 是引入甲 后对放松的边界约束产生

的补充条件
,

(2
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.
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由于上述变分原理在分析组合型扁壳时避开了广义函数
,

我们可以用普通的数学分析方

法处理泛函表达式和相应的基本方程
、

脊线和边界条件
,

所以具有一定的理论和实用意义
·

三
、

应用广义变分原理的幕壳静动力学解析解

幕壳结构由四块梯形斜板和一块矩形顶板的壳面与边梁组合而成
,

如图 2 所示
.

它可作

大跨度
、

大荷载结构的顶盖或楼盖
。

图 2 幕壳的几何图形
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术文利用重级数对常见边界的幕壳给出近似解析解
。

我们引入若干无鼠 纲 鼠
,

包 括 挠

度
、

应力函数
、

坐标以及有关参数
:
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四角简支幕壳的广义变分解法与四边简支相仿
,

在此略去
,

详见〔5 丁
.

2
、

动力学问题解

本文针对各种边界条件假设了振型函数及响应函数
,

用有限自由度近似代替无限自由度

体系
,

并解由变分得出的线性微分方程组
.

例如
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解完全相同
,
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。

当几* oo 时
,

式 (3
.

5) 为矩形板的频率精确公式
。

其

余边界条件的动力学解详见〔5 ]
。

最后
,

对本
,

文一系列解析解由电算考察其收敛性
.

图3~ 图 4表明
,

取代表性几组曲线按

级数项数不同计算
,

解析解经受了收敛性考验
.

乌三尸止十聋红迎六招毕二
0

.

4 0
.

任 0
.

白 1
.

0 叮

,

N , 5

、N 二 4

、W , 3

冲, 2

N 二 6

N 二 7

而
.

10
’ ,

万二

图 3 四角简支挠度“= 的 图 4 四边简支剪力“= 0)
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四
、

本文解析解与有限元法及试验值比较

共同的幕壳参数为? = 1
,
犷 = 0

.

5
, a = o

.

6 m
, 拼= 0

.

16 7
,

容重
, = 2 5 0 ok g / m

“ .

用混凝土

模型(E = 2
.

5
·

1 0
‘
k g /

e m Z
)作四边简支 (h = 6

.

se m
,

f = lo
.

se m
,

P
:

= o
.

s k g /
e m 名

)及四边固定

(h= 6
.

3c m
,

f= 10
.

so m
,

p
:

二 1
.

ok g /c m
念

)幕壳试验
.

文中解析解与 SA PV[ ”程序计算结果

比较很接近
,

同〔7 〕中的W ils o n 一
口法比较结果满意

.

解析解和实测值相比吻合
.

四边简支幕 壳前 6 个频率比较

频率H z

本 文

SA PV

2 4 1
.

2 4 2
. ‘

相对误差拓 一 0
.

6 4 一 1
.

25 一 1
。

3 2 一 2几3 4 一 3
.

9 6 一 4
.

8 3

图 5 四边简支幕壳均载下挠度值切= 1) ▲ 本文解析解 X W il so n 一 0法(部分节点无转动)

图 6 冲击荷载g (0 下四边简支幕壳中点挠度

表 2 幕壳解析解与实测值频率比较

5 5 5 5 C C C C

!对称
一
对称振型 对称

一
对称振型

一

jl一一H z

本 文

了
:

2 5 5
.

7 8

f
2

7 2 4
.

88

反对称
一

反对称振型

j
1

7 2 6
。

5 5

实 测 值 2 5T

相对误差% 一 一 0. 47

7 84 7 0 0 4 3 0 9 3 D
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表 3

倪 海 鹰 童 竞 晃

静动力荷载下幕壳中点应力值比较
. . 日. . 月. 门. , , . . . , , , , , . 护.

⋯
网.卜 , 门阳呀 , , , , , , 目 . 臼. . . . . . . , 护, 卜 , 二

臼 , . . . . , , 旧 . . , 翻-
. . . 日 . , . 叭. 曰. . . 勺. , . . . . . . . . , 目. . . 曰 , , ‘ , , . 尸, 甲甲田 , 勺r , . . ,旧 . . , . , , , 月. , . . . 口 n. . .

JJ 本 文 解 析 解

铮载 0
.

了kg /
c m Z

冲击荷载

有
一

限元法川 5 5 5 5 实测位

静载 0
.

了k g /
e m Z

kg /
em 冲击荷载

协关

习5 5 5 C C C C 5 5 5 5 5 5 5 5 C C C C

冲击荷载

5 5 5 5 签

静 载

D
.

了k吕/
em

戈

上表面

一

卜表}面

一 3 4
.

0 7 一 1 7
.

12 一 4 5
.

5 4 一3 4
.

9 一2 0
.

8

一
⋯

_
_ _

⋯
{

一 3 6
.

5 8 一 2 3
.

吕9 一3 7
、

66

1 1
.

3 3 8
.

8 2 4

荟 一些单 元的节点无转动
二

1 6
·

75 17
·

4
1

7
·

3 { 2 0
·

8 4
、

1 2
·

8 9 1 2 1
·

。2

用夹具使壳体不致跳动

本文作者得到了浙江大学 4 00 号研究室在试验上的帮助
,

谨致谢意
.
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