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摘 要

木文给出了一个新的四边形非协调元
,

利用广义分片检查
,

对其收敛性进行了研究 并给 出 了

应力和位移的误差估计
.

最后
,

对弹性力学平面问题做了数值计算
.

一
、

引 言

口
‘

元是最简单的一种四边形等参元
,

它适用于任意四边形网格
,

在工程中得到了广泛的

应用
.

但是
,

其数值结果不够理想
,

特别是不能很好地反映平面弯曲变形
. ‘

W ils on 等人通过对四边形等参元口
‘

增加 内部 自由度构造了 一个不协调的位移模式 Q
。〔”

,

它破坏了单元的协调性
,

却得到了很好的效果
.

然而
,

这种单元通常只适用于矩形或平行四

边形网格
,

在单元剖分不规则时
,

它不能保证收敛
‘) ,

这就限制了它的使用范围
。

关于非协调元的收敛性问题
,

许多学者进行过研究
,

Ir o o s 根据实际计算经验和力 学 背

景提出了分片检查 L3 ’,

对非协调元的发展起到了促进作用
.

S tr a n g 和 F ixt 们 对分片检查进行

过数学描述
,

认为分片检查是非协调元吹敛的充分必要条件
,

但是
,

、

理论和实际计算表明
,

分片检查并不是非协调元收敛的充分必要条件
f ’ , . 〕,

对此
,

‘

补
” tn m “1‘

s ’提出了广义分片检 查

并证明了广义分片检查是非协调元收敛的充分必要 条性
·

从能鼠检查准则 (Iro ns 分片检查的一种强形式) 出发, 工 1 1〕中构造了一个四边形非 协

调横式 口。 本文利用广义分片检查从理论上证明了这种新单元对任意四 边形部分都是收敛

的圈
,

并给出了应力和位移的误差估计
:

, -
. 、

}}
。一 u 、

}1
。二O (h) !}

u 一 。。
1}
。
= O (h

么
)

咋
·

本文最后给出了数值实例
,

计算结果表 明g 。元既改善了 吼元的数值性歹
,

又适用于不

规则网格计算
.

刘人怀推荐
.

文献〔10 1证明了Q‘若对剖分加限制条件是收敛的
.

弓47
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设G 是R
Z

中的多边形区域
,

限元剖分
. -

二
、

基本定义和引理

{K
“

卜是 ‘的一族凸四边形满足哪峰件 ([2 〕
,

P24 7) 的有

设K 是营四边形
,

顶点为 尸‘一冈尸‘)(l 铆到卜兮卜‘: ‘〕‘卜‘,

元
,

顶点为尸
.
(1( ‘《 4 )(图1 )则存在唯一的映射F K 〔(口

:
(义”

攀: K 、K

1〕是参考单

二 , = 乙
二
{N

。
(亡

,

刀) (j= x , 2 ) (2
.

1 )

使得
尸二

(P
‘
)= 尸

‘
(1《‘( 4 ); 尸二

(对) == 兀

其中

N .
(亡

, 刀)=

Q :
(玲)是片上的双线性多项式空间

.

立
一

(‘+ “
.“, “+ ”‘”, (l( ‘《4 )

对对对对
口口口碑 , 口口

因为剖分满足正则条件
,

由〔2〕可知
,

存在常数
c ,

cl
,
几

,

使得
c :
!
。
}

, , 二《 1仑{
: ,

企《 c :

1
。
}
: , 二

}右1
: ,

全《 chx
{
。
}
: , x

对 。(H
,
(兑)

, 。二小尸; ‘〔H
,
(大)成立

.

四边形非协调元Q , 。
定义如下

〔‘” :

在参考单元玲上
,
‘〔户 有形式

(2
.

2 )

(2
.

3 )

左(亡
.

刀)== 艺 左‘N ‘
(亡

,

。)+ {1 0以乙
4
一 1 )+ (粉

4
一 1 )〕一 9 [ (亡

,
一 1) + (,

z
一 l)〕}才 (2

.

4 )

在单元 K C K 。 上
,

u 二小F笼 (2
.

5 )

由此可知
, “ 由它在单元K 的结点尸

.
(1《‘《4 )处的值、和内部参举雌一决定

其中
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I f
二 _ , * ‘

。 _ , ,

=
一

f7 6 )
二J K 一 ’

乙”
’

厂 K
一

a 劣 , a x : (2
.

6)

令

窃 = 乙 ‘.N ‘
(亡

,

”)
, , = {1 0〔(亡

4 一 1) + (。
4 一 z )〕一。以梦一 l) + (冲

名一 r )〕}t (2
.

7 )

则

“二。 + 二
, 一

(2
.

幻

其中

功 = 白
·

F护
, 之= 乡 F护

‘

设犷、是有限元空间
, “。〔犷。限制在每个单元K 〔K 、 上是由(2

.

4 )
,

(2
.

5 )定义的形函数
,

对
。、任犷、,

由(2
.

5 ) 我们有
u 、= 却、 + 二、

(2
.

9 )

其中

田、
{
x == 功

, z 。
1
‘ = z

易知
, 山。限制在每个单元 K 〔K 。 的边F 上是由 u 。

在 F 的两端点的值唯一确定的
,

因此
, , 。

在 G 上连续
,

是 u 、的协调部分
,

都依赖于内部参数t,

在单元交界一般是不连续的
,

所以是 八

的非协调部分
。

对召〔H
“

(广)
,

定义插值函数力封如下
:

介*。(户
‘
)= 右(P

。
) (1簇‘簇4 )

、

{
* △ (”* , 一“)d“d 。一 。 (2

.

1 0 )

对 v 〔万
“

(K )
,

相应的插值函数刀尸定义为

(刀
二 v
)
八
二力*‘

, 。= c
‘

尸; ‘

下面给出三个引理
。

引理 1 对任意叨〔C
。

(G )
,

叻〔C
。为 (G )有

(2
.

1 1 )

乙 {
。二 , 功N 考d一 乙 (2

.

1 2 )
K ( K 、 K (K 。

乙 {
, , 切N ! d一。 (‘一 1

,

2 )

C JK

若 二 }
。。= 0 ,

引理 2

则 (2
.

1 2 )对任意协〔C r (R
“
)也成立

.

对任意单元耳 〔K
、,

设尸
。

是一线性算子

尸
。”一

告I
K ‘; !V d 二ld 二

2

{
d 二
(。一p

。·
)

Z
d ·、。:、二、

·
};

, 二

(2
.

1 3 )

则存在常数
‘,

使得

(2
.

1 4 )

对任意 v 〔H
‘

(K )成立
.

引理 3 对“。〔犷、,

我们有
’

}
u ,
}
。 十 1 , 二( “h艾‘!

u 、
{
。 , 二

(o《仍《 1 )

对任意单元K 〔K 、成立
.

(2
.

1 5)
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三
、

收敛性和误差估计

定理 1 由(2
.

4 )(2
.

5 )定义的四边形非协调元Q。对任意四边形剖分是收敛的
.

证明 根据肠」
,

对二阶问题只需证叽对任意有界序列uh 〔犷。
有

‘

1im T
,

(势
, u 、

)二lim 乙
K ( K * { 矽u

o

N
,

d : = o (
r = 1

,

2 ) (3
.

1 )

对任意势任C岁 (G )(在 D ir ic hl e t 边界条件 沪〔C矛 (R
“

)) 成立
.

对。、〔U
、,

由(2
.

的并注意到功
。

在G 上连续
,

利用引理 1 ,

我们有

T
,

(劝
,

心 ) = 0
,

T
,

(叭奸)“ T
,

(护
,

石)
气

义
, = 1

,

2 ) (3
.

2 )

翔‘
,

孙 , 一

总
、

I
。二

临戈 “犷
、 卜

.

’
一

’‘
-

一

总
,

{
。· “

。

‘二 N
·
“·+

篇
、

{
。‘ p 。, 一N

·

、·

= T ( 1 ) + 7
’ ‘“)

(3
.

3 )

其中
,

’

尸
。。是。的分片常致逼近

,
。

R0
。一 。一尸0v 是对应的余项

.

i) 利用 c a u c hy不等式和引理 2
‘
,

我们有

}了
、

‘, 。
{《乙

。。‘ }功l
, , 二

}, 1 (3
.

4 )

(2
.

6 )和引理 3 ,

我们有
’ ‘

It }(
c ;
}‘

。

]
: ,

* ( c : h二 }
“。
}
: , 二
礴

e
}

’

。、
f
l , 义

(3
.

5 )

}T
( ’)
1(

eh【势1
1
!l
u ,
!1
。

(3
.

6 )

卜匕 卜{:
, 二

由定义 (2
。

4 )直接计算
,

例如对
r = 1

义一

,专

一,自

{
: 。

、, 、; -

J 口K

式 一戈 ;
2 {

况

户、 (1
,

叮少d 刀+
-

!:
: , 。

卿博

+ “‘
了
’

{{
: ‘而(一 ‘

,

: )

dn+
’J

“万
“ ,

{ 才,
(亡

,

一 1) d亡二O (3
.

7 )

T( 幻 = 0
’

罗 (3
.

5)

综合 (3. 3 )
、

(3 .6 )
、

(3. 8) 可得
’

‘ -

一
}T

r

(劝
, u。

) !簇
e h !护{

;
{}
u

小 (
r = 1

,

2 ) (3
.

9 )

由此可知 (3
.

1) 成立
·

证毕

二
.

:
.

因为有限元空间 V
。

包含分段线性多项式
, “ 、〔F。在单元万〔K 。 的结点连续 , 所以逼近

性和强连续性成立
·

由〔7 工弓
‘

知
,

有限元空间 厂
,

逼近 一般的二次椭圆边值问题和相应的特征

值间题是收敛的
.
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F面给出有限元逼近的误差估计
:

现考虑二阶椭圆型方程的D ir ic hl et 问题
.

一△“二f (在 G 内)

““ o
·

(在 aG 上 )

f 〔L
“

(G )

问题 (3
.

阳)的弱解形式等价于
:

求。〔H 孟(G )

使得

a
(
u , 。

)二 (f
, v
)

对任意。〔万拭G )成立
.

.

一
,

;

其耳J 。(。
, 。)二 f

v 。
.

v 。d x :

d 二
, ,

(f
.

。 )二 f ,
.

。d ,
,

d 二
.

J 口
一

J G
-

} (3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

显然
,

对任意
“ , 。〔11 志(口)我们有

。
(。

, 。
)> }

。
{1

‘
·

l
a
(
u , 。

) }( }
u
}
:
}
v
}
;

(3
.

12 )

(3
.

1 3 )
所以

,

变分问题 (3
.

1 1 )有唯一解
.

问题(3
.

1 1 )的有限元逼近是
:

求 u 。C 犷
、 , 。 ,

使

a 、
(
“。, v 、

)二 (f
, v 、

) (3
.

1 4 )

对任意
。。〔厂

。 , 。

成立
.

其 ,
一

户

a 、
(
“‘ , 。、

)二 乙 { 、
。。、。、、二l、二

,

K 仁又 * J 工

厂* , 。
二 {v、〔 V

. , 。、
}

易知
,

对 v 、任厂、, 。

有

。、
(
。、, v 、

)》 }1
口、
!{孟

所以变分问题〔3
.

1 4 )是唯一 可解的
.

定理 2 设。〔万
2

(G )自万袱G )是 (3
.

11 )的解
’

!}
u一 u、

!卜《
e hl

u
!
:

证明 由〔2」
,

我们有

(3
.

1 5 )

琳是 (3
.

1 4) 的解
,

则有误差估计

(3
.

1 6 )

扮u一 u 。刃‘(
。
【in f 件。一 v 、作、+ s u p
口、( r : ,

a v ( v * , 。
(3

.

1 7 )

其中

d (
u

.

: , ;
)=

a 。
(
u , 。、

)一 (j
, v 、

丫
,

f 口“

~
J

‘曰 毯 。
_

V 合a 占

K J d 二 0 ”

= T , (沪, , v 、
) + 丁

2

(切
2 ,

城)

这里 沪‘= au/ 。
二‘

(‘= 1
,

2 )
,

l切
‘

八簇 }
、
}

, ,
’

利用 (3
.

幻可得

td (
。 , v 、

) }(
eh {

u
}
2

1
。‘
}!
。

由插值函 数的定义 (2
.

1 。)
,

(2
.

1 1) 和仁2〕
,

我们有
’

二默J
“*

l
、

簇 l“一 “X u }
丙

( “h !
U
{
2

(3
.

1 8 )

(3
.

1 9 )

(3
,

2 0 )
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综合 (3
.

17 )
,

(3
.

1 9 )
,

(3
.

2 0 )
,

我们 劝j得(3
.

1 6 )
.

引理 4 对u 〔H
名
(G )

, 。、〔犷、 , 。,

则存在常数
c
使得

!、(
。 , 。、

) }(
c *

Z

r
。
一
:

(艺 I
。。

l:
, ‘

)
’‘艺

、 K ,

(3
.

2 1 )

证明 由(3
.

4)
,

(3
.

5 )
,

(3
.

8 )
,

(3
.

1 8 )直接可得

{d (
u , v 、

)l《乙
c : h是I

u
!
2 , ‘

}
v 。

}
: , 二

《e、
:

}
。
!
2

(乙 l
。。

}:
, ‘

丫
‘2

、 1 1

定理 3 设G 是凸多边形区域
,

在 定理 2 相同假设之下
,

有误差估计
-

}}“一 u 、}}
。

( c h么!“ }
:

(3
.

2 2)

证明 因为 G 是凸多边形区域
,

由〔幻可知变分问题(3
.

11) 及其共扼变分问题是正则的

([ 2〕
、

p 1 3 s)
.

由〔2〕
,

我们有

!!卜、”
。

铆 , , P一
、

(
i可

一

四
丛 .

总黔恤当
切〔月

不
L行 )

、

卯
。
七7 人二

r

l, 丫 11 砂

(3
.

2 3 )

其中

E 、= (
。 ,

甲
, 。。 ,

甲、)==
a 。
(
u 一。。

,

中一甲、)一 d (
u ,

甲。)一 d (q7
, u 。

)

甲〔H
“

(G )门H 孟(G )是 (3
.

1 1 )的共扼问题

a
伙(卯

, 。
)二 (夕

, v
) (

。〔H 乙(G ))

的唯一解
。

由定理 2 和引理 4 ,

我们有

}
a。
(
“一 u 、, 甲一切、){簇c h

Z

{
u
{
:

}甲 }
:

(3
,

2 4 )

(3
.

2 5 )

l、}(。
,

* ‘) l《
e、

么

!
。
.
:

(乙 }*
。
l:

, 二

丫
‘2

(3
.

2 6 )

(3
.

2 7 )

!d‘*
,

一 , ‘、
·“

2

}、 }
2

(弓,一‘,
, ·

)
““

(3
.

2 5 )

又因为

乙 }甲
,
}孟

, 二镇 乞
、’

(}必
、

一几叫 :
, 二

+I 万砰比
, 二
)成

。
}叫 里

乙 }“
‘
{;

, 二簇 艺 (}
。、一刀: 。 {委

, 二 + }汀
二“! ;

, 二
)( e l

“
};

(3
.

2 9 )

(3
.

3 0)

所以

由(3
.

2 3 )
、

(3
.

2 4 )
、

}d (
u ,

切、) }《 c h
么

‘
u
{
:
l切I

:

!d (切
, u 、

) {簇
ch

么

l
u
l
:

}甲I
。

(3
.

3 1 )

(3
.

3 2)

(3
.

2 6 )
、

(3
.

3 1)
、

(3
J

32 )可得 (3
.

2 2 )
.

证毕
.

四
、

算
L

例

用Q。元对〔8」中所引的几个平面弹性力学问题的实例进行了计算
,

结果列于表 l
、

2 中
.
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剖分网格见图3 ,

图 4
。

由表 1 可见
,

Q。元不适用于不规则网格
,

而 口。在改善了Q
‘

元数值性

能的同时
,

又可以应用于非规则网格
,

再者 Q。只包含二对内部参数
,

其计算量显然比Q
.

元

刁、
。

载荷 1

1
‘

5

载荷 2

御, 目川. . 州口 ~
.州. 口门

夕只对载荷 2 加

图 2 平面应力算例

’”

集 1 ~ ~
‘

”一
‘ ’

Q’
)

本文解

载荷1(
“」

)

载荷2(一
。 ,

)

6
.

00

17
.

00

6
。

TO

1 9
,

66

6
。

0 0

17
.

4 0

理论解

6
,

0 0

1 8
.

00

载荷 2

l
‘5。

载荷 1

1 0 0 0

王

载荷 七

!
‘5 0

竺 !
, ‘。

! 1 0 吏

卜一一
‘

—
一
一一-

,

一一一~ 一叫

图 3
‘

。奋染鬓杯

表 2

载荷
: 。 *

载荷
1

人
B

载荷
2 。 滩

Q一 4 5
.

7

吼

Q , r (本文)

一
}一一丽

4

理论解

6 3
.

5

10 0

载荷
:

丙
,

一 2 4 47
.

6

一33 6 4
.

6

一 5003
,

3

一 4 0 5 0

本文得到石钟慈教授的热情指导帮助
,

作者深表谢意
.
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