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摘要:  将电磁场理论与弹性力学理论相结合, 建立了描述铁磁材料在正弦电磁场中的数学模型,

并对该模型一类的 4 阶非线性偏微分方程的解进行了讨论# 给出其一阶近似后得到的线性偏微

分方程的解析表达式和数值计算方法# 计算结果表明, 本方法是有效的# 
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引   言

电力系统中存在着大量的电力设备来生产、输送、分配电能, 如发电机和变压器# 为了减

少磁路中的涡流损耗,电力设备的铁心均用厚度为 0. 27~ 0. 30 mm的铁磁材料(硅钢片)叠制

而成# 在变压器的铁心中分布着正弦交变的电磁场,其作用在铁心铁磁材料(硅钢片)上的磁

场力将诱发硅钢片发生振动, 这种振动将产生噪声污染# 

电力设备的振动和噪声问题一直是电力工业生产中的主要问题,大型电力变压器和发电

机振动和噪声的研究始于 20世纪 20、30年代# IEEE Transactions 和其它学术期刊都刊载了

大量文献# 这些文献和专利涉及变压器和发电机振和噪声机理、声学特性、降噪措施等诸多方

面的研究,大多来自试验和经验总结# 

分布在电力变压器铁心硅钢片上的磁场力是导致硅钢片发生振动的主要原因, 所以建立

磁场力的表达式是解决问题的基础# 电力变压器铁心硅钢片是一种铁磁质,与顺磁质不同,铁

磁质具有复杂的磁致伸缩现象,因此如何确立一种表征磁致伸缩现象的磁场力公式成为问题

的关键# 为了解决这个问题, 一些学者运用能量法的虚功原理提出了自己的计算模型,这些模

型理论上比较完善, 但无法用于定量分析# 

变压器的铁心由硅钢片叠制而成, 由于每一叠片都与整个绕组交链,所以所有叠片中的场

都相同,因此分析单片硅钢片的振动特性具有重要意义# 

基于上述,本文选取变压器铁心硅钢片为研究对象, 将电磁场理论与弹性力学理论相结

合,建立了一组既能用于定性分析又能保证较高计算精度定量分析的铁磁质中磁场力解析公
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式# 并将这些公式用于描述正弦电磁场中铁磁材料的数学模型中# 需要说明的是, 文中的建

模方法不仅仅适用于电力变压器, 也适用于其它与变压器具有相似磁路结构的电力设备# 

1  磁场力的一般数学表达

1. 1  磁场力的一般数学表达式
基于简化的励磁模型,线性、各向同性的铁磁介质所受的磁场力体积力密度为[ 1]

  f = J @ B -
1
2
H

2¨L+ 1
2
¨ H

2S5 L5S , (1)

式中 f 是磁场力体积力密度矢量, J 是电流密度矢量, B是磁感应强度矢量, H 是磁场强度, L

是介质的磁导率, S是介质的体积密度# 文中所有变量的单位均遵照国际电磁量单位制# 

式(1)中的第一项 ( J @ B) 是洛仑兹力; 第三项(0. 5 (̈H
2S(5 L/ 5S) ) 用来表征磁致伸缩

现象# 对于线性、各向同性的铁磁介质, 可以认为介质的磁导率只与其体积密度有关 ¨L=
0# 

式(1)中的磁场力体积力密度为矢量形式,将其分解成沿直角坐标的 3个分量, 经推导可

得:

  f x =
5
5x LH 2

x -
H

2

2
L- S

5L
5S +

5
5y ( LH xH y ) +

5
5z ( LH xH z ) , (2)

  f y =
5
5x ( LH yH x) +

5
5y LH 2

y -
H

2

2
L- S

5 L
5S +

5
5z ( LH yH z ) , (3)

  f z =
5
5x ( LH zH x ) +

5
5y ( LH yH z ) +

5
5z LH 2

z -
H

2

2
L- S 5 L5S # (4)

图 1 硅钢片弯曲的坐标系

电力设备(如电力变压器)的铁心结构具有对

称性(可取为关于 xy 坐标平面对称); 由于铁磁材

料的磁导率很大,在忽略局部漏磁的条件下,可以

认为所有磁通集中在铁心磁路中通过# 基于上

述,如果选择坐标系(见图 1),使 x 轴与磁场方向

平行,可得

  H = H x( y ) , H y = H z = 0# (5)

将式(5)分别代入式(2)、(3)和(4),可得

  f x =
5
5x

H
2

2
L- S

5 L
5S , (6)

  f y =
5
5y -

H
2

2 L- S
5 L
5S , (7)

  f z =
5
5z

H
2

2
L- S5 L5S # (8)

磁场力 F 可表示为

  F = QV
f dV = iQV

f xd V+ jQV
f yd V+ kQV

f z dV =

    iQQQ5
5x

H
2

2
L- S

5L
5S dxdydz + jQQQ5

5 y -
H

2

2
L- S

5 L
5S dx dydz +

    kQQQ5
5z -

H
2

2
L- S

5 L
5S dxdydz# (9)

1. 2  表征磁致伸缩现象的磁场力的数学描述
试验验证推导铁磁质中的磁场力公式时必须充分考虑介质相邻粒子间的内应力, 即介质
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内部分子场的作用(有关分子场理论的讨论已超出本文的内容)# 为了解决这个问题, 一些学

者运用能量法的虚功原理提出了自己的计算模型
[2]
,这些模型理论上比较完善,但无法用于定

量分析,这点可从式(1)看出,从式(1)可知, 表征磁致伸缩现象的磁场力表达式为

  f c =
1
2
¨ H

2S
5 L
5S # (10)

可见要想求出 f c, 首先须求出 5 L/ 5S, 也就是介质的磁导率随介质的体积密度变化的规律,实

践证明
[2]
,无论从数学还是物理的角度考虑, 这都是一件十分困难的事情# 

磁致伸缩现象是一种发生在铁磁质中的独特现象# 从宏观上说,所谓磁致伸缩就是励磁

时,沿磁力线方向材料的尺寸要增加,而垂直于磁力线方向材料的尺寸要缩小; 从微观上说,就

是在材料的磁化过程中, 材料将从磁化程度方向各异的多磁畴状态变成与外磁场同方向的单

磁畴状态,与此同时,介质立体晶状体结构和原子间距发生变化# 

磁致伸缩现象通常用磁致伸缩率 E来表征,其表达式为

  E= $l
l
, (11)

其中 E是磁致伸缩率(无量纲) , l 是硅钢片任一方向尺寸, $l 是硅钢片该方向最大变形量# 

随着研究工作的深入进行,越来越多的研究人员认为单从理论分析的角度研究磁致伸缩

现象是不切实际的, 应该采用理论分析与实验研究相结合的方法# 本文基于这种思路,从能量

守恒的角度出发,引入弹性力学中的应变能体积密度概念, 用应变能来表征磁致伸缩现象引起

的能量变化,即消耗在使介质立体晶状体结构和原子间距发生变化的这一部分能量,从而给出

一种能用于定性分析又能保证较高计算精度的定量分析的铁磁质中磁场力解析公式# 从式

(1)可以看出,磁致伸缩率 E实际上就是材料的最大应变, 由于铁磁材料(硅钢片)沿 z 方向, y

方向与x 方向发生磁致伸缩,所以在计算应变时忽略剪切应变# 
由弹性力学理论可知,弹性体发生形变时, 将具有应变能, 单位体积的应变能(应变能密

度)可以表示为[3]

  U(�E) =
1
2
�ETD1�E, (12)

其中:

  �E=

Ex

Ey

Ez

, (13)

  D1 =
E(1 - M)

(1+ M) (1- 2M)

1
M

1- M
M

1- M

M
1- M

1 M
1- M

M
1- M

M
1- M

1

, (14)

E 是材料的弹性模量, M是泊松比# 就是说,这部分磁场力对铁磁质所作的功转化为应变能储

存在铁磁质中# 

磁致伸缩现象具有周期性,对于圆频率 X的正弦交变电磁场, 它的变化频率是2X# 可以

假设表征磁致伸缩现象的磁场力也按这一频率变化# 即

  Fc = Fcmaxsin2Xt# (15)

这样的假设有其理论和试验上的依据# 从理论上说,任何一个周期函数,只要其满足狄利
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克雷( Dirichlet)条件,总可以展开为以基频及其倍频为频率的傅立叶级数; 同时大量试验表

明
[4]
,在变压器等电力设备的磁路振动谱中励磁电源频率的两倍频占有很大优势; 因此, 将两

倍频取为主部是合理的# 

从宏观上讲,外加的交变电磁场对铁磁材料所作的功(指有功部分,无功部分在一个变化

周期内不做功)可以转化为三部分能量:一部分转化为磁滞损耗; 一部分在铁磁质内产生感应

电势和涡流,转化为涡流损耗 (上述两部分能量所对应的磁场力可用式( 1)中的 J @ B -

015H2¨L部分表示)# 第三部分能量用于使铁磁质发生磁致伸缩现象# 
当正弦磁场从零变化到四分之一周期时,磁场强度达到峰值,铁磁质的磁致伸缩率也达到

峰值,此时铁磁质内所具有应变能最大# 由功能转化关系, 可知

  QV
L(�E)dV = QV

1
2�E

T
D1�EdV =

    Q
T/ 4

0 Q
$l
x

0
Fcx dlxdt + Q

T / 4

0 Q
$l
y

0
Fcy dlydt + Q

T / 4

0 Q
$l
z

0
Fcz dlz dt , (16)

其中: T 为时变磁场的周期# 考虑到此处 E是弯曲问题中的线应变,则 dlx = Edx , 其它方向

亦然# 

取出式(16)等号右边任一项进行积分, 则任一方向的磁场力可以表示为

  Fcx = Fcxmaxsin2Xt =
Xsin2Xt
$lx QV

L( Ex)d V =
Xsin2Xt
$lx QV

1
2
EE3xdV, (17)

  Fcy = Fcymaxsin2Xt =
Xsin2Xt
$ly QV

L( Ey)d V =
Xsin2Xt
$ly QV

1
2
EE3ydV, (18)

  Fcz = Fczmaxsin2Xt =
Xsin2Xt
$lz QV

L( Ez )dV =
Xsin2Xt
$lz QV

1
2
EE3z dV# (19)

下面对磁场体积力 3个方向分量的大小进行讨论# 由于铁磁材料(硅钢片)的厚度( z 方

向尺寸) 和长度( x 方向尺寸)、宽度( y 方向尺寸) 相比甚小,所以 $lz 亦是小量# 由式(17) ~

(19) 可知, 3个分量中 z 方向的磁场力占优势# 也就是说, 按图1选取坐标系,铁磁材料(硅钢

片) 在励磁状态下的形变将以 z 方向的弯曲变形为主要特征# 这点已经在工程中得到验证# 

2  数 学模 型

2. 1  铁磁材料的几何特点及其力学模型
为了减少磁路中的涡流损耗, 电力设备的铁心均用厚度为 0. 27~ 0. 30 mm的铁磁材料

(硅钢片)叠制而成, 其厚度与长度和宽度方向尺寸相比,数量级通常在 10- 3~ 10- 4; 铁磁材料

的材料属性是弹性体,所以它的振动问题可以归结为弹性薄板的弯曲振动# 如图 1建立坐标

系,基于板的厚度( z 方向尺寸)比其它两个方向尺寸小得多, 以及挠度比厚度又小得多的假

设,弹性薄板理论在分析板的弯曲问题时,忽略厚度方向的正应力; 认为薄板中面内的各点没

有平行于中面的位移;薄板中面的法线在变形后仍保持为法线# 利用上述假设可以将薄板的

弯曲问题简化为二维问题且全部应力和应变可用中面的挠度 v 表示# 

求解挠度 v 的微分方程[3, 6]

  D0
54v
5x 4

+ 2 54v
5x 25y 2

+
54v
5y 4 = q ( x , y ) , (20)

其中: D0 = Eh
3
/ [ 12(1- M

2
) ] 是板的弯曲刚度# E 是材料的弹性模量, M是材料的泊松比, h

是板的厚度# 式中 q ( x , y ) 是作用在板表面 z 方向的分布载荷# 
2. 2  数学模型
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由麦克斯韦的电磁场理论可知

  ¨@ E = -
5B
5 t # (21)

其中: E为电场强度矢量# 也就是说对于一个按EcosXt规律变化的电场,将感生出一个按正

弦规律变化的磁场

  H x( y , t ) =
H x( y )

X
sinXt# (22)

此时,铁磁材料在磁场力的作用下发生弯曲振动, 式(20)变为

  D0
54v
5x 4

+ 2
54v

5x 25y 2
+

54v
5y 4 + Q

52v
5t 2

= q ( x , y , t ) , (23)

其中: Q为材料的单位面积质量# 对于线性、均匀、各向同性的铁磁介质,可以近似认为磁场体

积密度处处相等,将式(19)式与式(9)结合并代入式(23),可得

  D0
54v
5x 4

+ 2
54v

5x 25y 2
+

54v
5y 4 + Q

52v
5t 2

=

    sin
2
Xt

X2
-
LH

2

2
+
Xsin2Xt
$lz Q1

2
EE3z dz , (24)

其中, Ez 具有如下表达式:

  Ez = Ez0+ Ez( v, z )# (25)

Ez0 是未发生形变时的磁致伸缩率, Ez ( v , z ) 是板发生形变导致的磁致伸缩率变化量# 式(23)

是一个四阶非线性偏微分方程,根据铁磁材料(硅钢片) 的紧固方式,可将两端面( x = ? lx / 2)

的边界条件确定为两端固支, 即

  
vi = 0   ( i = 1, 2) ,

5v i
5 n = 0,

(26)

其中 n 为断面的外法线方向# 
两个自由边 ( y = ? l y / 2) 的边界条件为,

  

52 v
5 n2

= 0,

5
5 n

52v
5 n2

+
252v
5 s2 = 0,

(27)

其中 s 表示边界断面的切线方向# 

初始条件: t = 0时,
H = 0,

v = 0# 
(28)

3  数学模型的解

3. 1  解析解的讨论
下面对式( 24)进行一些讨论# 经典电磁场理论建立的时变电磁场中的磁场力模型是基于

下述假设[ 5] : /这些结果的推导是以可逆变化这一假设为基础的, 并且我们假设场的建立是如

此之慢,以致它可以用一连串的稳定状态来表示# 0式( 24)中 52v /5 t 2项的物理意义是板的法
向加速度, 在上述假设条件下, 可以认为板的法向形变速度近似于匀速, 法向加速度近似于

零# 式(24)变为:

  D0
54v
5x 4

+ 2
54v

5x 25y 2
+

54v
5y 4

=
sin

2
Xt

X2
-
LH

2

2
+
Xsin2Xt
$lz Q1

2
EE3z dz# (29)
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严格地说式(29)不再是一个振动方程, 而是一个位势方程# 从数学的角度讲, 它不再是一

个波动方程,而是一个定常方程# 给定不同的 t 值就可以动态地描述在正弦电磁场作用下铁

磁材料随磁场变化而发生的形变过程# 这正是本文所关心的# 式(29)是一个两维偏微分方

程,但仍是非线性的,寻求它的数值解并不容易# 这里假设对于线性、均匀、各向同性的铁磁介

质,可以近似认为

  Ez = Ez
0
+ Ez ( v)# (30)

将 Ez ( v) 写成两阶泰勒级数形式,则

  Ez = Ez
0
+ v0+ c1 v + c2v

2
+ O( v

3
)# (31)

将式(31)代入式(29), 并忽略高阶项, 可得

  D0
54v
5x 4

+ 2
54v

5x 25y 2
+

54v
5y 4 =

sin2 Xt
X2

-
LH2

2
+

    1
2
EX( Ez0+ v0+ c1 v + c2v

2
)
2sin2Xt# (32)

这里需要说明的是, 通常铁磁材料的使用状态远离初始饱和阶段, 此时, 铁磁材料的磁化

比较容易并跟从易磁化方向, 板的形变与强感应阶段相比较小, 可以近似认为 Ez = Ez 0, 于是,

式(32)可写成

  D0
54v
5x 4

+ 2
54v

5x 25y 2
+

54v
5y 4

=
sin2 Xt
X2

-
LH2

2
+

1
2
E( Ez0)

2 Xsin2Xt# (33)

式(33)是一个四阶线性偏微分方程,可以简化写成如下形式

  $
2
v = v4x + 2v2x2y + v4y = c

c
1sin

2
Xt + c

c
2sin2Xt , (34)

其中: c
c
1 = - LH 2

/ 2D0X
2
, c

c
2 = E ( Ez0)

2
/ 2D0# 在讨论式(34) 的解之前,先求一个两阶泊松方

程 $
2
v = c 的解,可以尝试用行波法求其定解# 

假设 v = v( x + ay ) ,代入式 $2v = c则

  

v
(4)

= 2a
2
v
( 4)

+ a
4
v
( 4)

= c,

( a
4
+ 2a2+ 1) v ( 4) = c,

v
(4)

= c{ a
4
+ 2a2+ 1} - 1 = c0# 

(35)

其解的形式为:

  v =
c0

4!
N4+ a1N

3
+ a2N

2
+ a3N+ a4,

  v( x + ay ) =
c0
4!

( x + ay )
4
+ a1( x + ay )

3
+

        a2( x + ay )
2
+ a3( x + ay ) + a4# (36)

式(36)中共有 5个待定常数,可以利用边界条件下其值# 问题在于, v 的低阶偏导数是有

其对应的物理意义的,可以很容易地给出这部分边界条件;但是, 其高阶偏导数往往没有对应

的物理意义,所以无法给出式(36)的所有定解条件,也就无法得到其定解# 

对于式(36),由于时间 t与坐标 x , y 无关, 同时系统满足线性叠加原理, 其具有如下形式

的解,

  
v = v1( x + ay ) sin2Xt + v2( x + by ) sin2Xt ,

v = v1( x + ay )
1 - cos2Xt

2
+ v2( x + by ) sin2Xt ,

(37)

其中 v1, v2分别具有式(36)的解析形式# 式(37)说明频率为50Hz的电磁场将诱发铁磁材料产

979顾  晓  安    曾   进    沈  荣  瀛



  图 2  涡流引起的板变形

生频率为 100Hz的形变, 这和试验结果是相一

致的# 

3. 2  数值计算
选取一台单相三柱变压器旁柱上的硅钢

片为研究对象, 按图 1 建立坐标系,其片长 ( x

方向) 为300 mm,片宽( y 方向) 为 25mm,片厚

( z 方向) 为 0. 3 mm# 材料特性 E = 1. 95 @

1011Pa, M= 0. 25, E= 0. 6 @ 10- 6
; 励磁条件为

标称额定工作磁通密度 1. 6 Tesla, 励磁频率

( X) 为100 P/ s# 

图 3  板在涡流和磁致伸缩共同作用下的最大变形

( a)  t = 0. 002 5 s

对于形如式(29)的两维四阶双曲型偏微分方程, 可以按下式构造差分格式:

  20ui , j - 8( u i+ 1, j + u i- 1, j + u i, j+ 1+ u i, j- 1) +

    2( u i+ 1, j+ 1+ ui+ 1, j- 1+ ui- 1, j+ 1+ u i- 1, j- 1) +

    ( u i+ 2, j + u i- 2, j + u i, j+ 2+ u i, j- 2) = f i, j @ h
4
,

其中: 步长 h = 0. 002 5# 采用 Gauss_Seidel迭代对由上述差分格式构成的线性方程组进行求
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解,求解结果见图 2~ 图 4# 

( b)  t = 0. 007 5 s

( c)  t = 0. 008 75 s

图 4  板在涡流和磁致伸缩共同作用下不同时刻的变形

将 Xt = P/ 2, Ez0= 0代入式(33) 可得图2所示结果,它表征铁磁材料单纯由感生涡流而引

起的变形;图 3表征感生涡流和磁致伸缩现象引起的板的最大变形# 将上述三张图中的数据
进行比较可知, 铁磁材料在磁场中的形变主要取决于磁致伸缩率 E# 图 4描述正弦电磁场中

铁磁材料的变形过程,时间 t分别取为 t = 0. 00 25 s, 0. 007 5 s, 0. 008 75 s# 

表1给出了数值计算与试验结果的比较,其中数值均为不同励磁条件下板的挠度的峰值# 
表 1

B / (Tesla) 1.4 1.5 1. 6 1. 7 1. 8

计算结果 vmax/ m 2. 6@ 10- 6 3. 4@ 10- 6 4. 7@ 10- 6 5. 8@ 10- 6 6. 4@ 10- 6

实验结果 vmax/ m 2. 1@ 10- 6 2. 7@ 10- 6 3. 9@ 10- 6 4. 9@ 10- 6 5. 1@ 4. 9@ 10- 6

  比较结果表明, 由式(33)求解的值的精度完全可以满足工程应用的需要# 

4  结   论

电磁振动和噪声是工程中常见的复杂问题[7, 8]# 本文将电磁场理论与弹性力学理论相结

合,建立了描述铁磁材料在正弦电磁场中力学特性的数学模型# 虽然模型是建立在铁磁材料
是线性、均匀、各向同性介质以及简化的励磁条件基础之上的,数值计算结果与实验结果的比

较表明数学模型是有效的,其解的精度完全可以满足工程应用的需要# 
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Mathematical Models Arising From a Survey of

Ferromagnetic Materials Under Magnetisation
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Abstract: Sinusoidal alternating magnetic fields established inside the cores would cause vibrations of

silicon steel sheets and make noises. The mechanical behavior of ferromagnetic materials must be

modeled for such complicated problems. Mathematical models describing the mechanical behavior of

ferromagneticmaterials under magnetization were focused on. Through combination of the electromag-

netic field theory with the theory of elastic mechanics, several nonlinear systems of fourth_order partial

differential equations were deduced. By making further assumptions, the first_order approximation of

the above equations was established. Although the models were deduced based on assumption of lin-

ear, homogeneous, isotropic materials and simplified magnetization model, the results, which the for-

mulations give, are proved to be good enough for engineering application.

Key words: sinusoidal magnetic field; ferromagnetic material; methanical behavior; mathematical

model
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