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摘 要

本文按照严 格的办法
,

从纳维斯笃克斯方程出发
,

经过雷诺平均得到了两相流动的雷 诺 方程

组
,

从更犬的程度上包含了一些物理量的湍流脉动乘积的平均项
.

木文还讨论了两相 之 间的相互

作用力
,

分散相的压力和 压力以外的应力以及两相之间能量交换项的表达式
.

一 己 ! 谧犷
、 护 . 下二J

远在一百多年前
,

即上一世纪末
,

人们就讨论了大量质点 (物体或颗粒) 在流动介质 中

的运动问题
。

本世纪三十年代开始的泥沙运 动理论是没有质量交换的两相流理论
。

至于有化

学反应 (包括燃烧等现象) 的两相 流动的流体力学理论则出现得更晚
,

要到本世纪六十年代

才开始
.

至今
,

已经有 许多学者讨论了非定常两相流的微分方程组
〔‘’“, “’‘’,

并且
.

分别提出了

不同的简化模型
.

应该指出
,

在两相流动中
,

尽管两个相也可以表现为层流
,

但是大多数流

区仍表现出脉动现象
.

因此层流形式的方程组在 两相流动的应用 中是受有很大限制的
,

湍流

问题则显得很重要
.

目前求解两相流问题在很大程度上仍多用经验方法处理
,

但是随着大型

计算机的发展和对多相流动物理本质的认识
,

求数值解也 日益显得方便和重要起来
.

两相流

问题数值求解的成功 与否
,

主要取决于两个方面
,

即数学模型的合理建立和选用合理的计算

方法 〔“压 ’。

两相 流问题的数学求解
,

从准备开始到现在虽已经历 了一段很
一

民的时间
,

但是直到现在仍

没有一个完好的基本方程组
‘“”’.

在建立一组基本方程组问题上仍然存在着不少争论
.

争论重

点主要集中在两相之间的相互作用力和压力在两相之间的分配问题上
.

R u d in g e r和Ch a n g t. ’

等人只在连续项考虑存在着压力梯度项
,

5 0 0 〔4 ’,
P a i〔

7 ’和 Pa t o n 『’0 ’,
H s e ih 〔7 ’等 人 引用分

压梯度的概念
,

W al li s 〔“’和 S p al di n g 〔。’等人采用
“

压力分担假设
” .

本文采用先写出层流两

相 流动的基本方程组
,

然后按1 8 9 5年雷诺采用的方法取雷诺平均
,

来得到两相流的基本方程

组
.

在处理两相之间相互作用力问题时
,

对分散相体积浓度小的情形
,

我们取 圆球在流体 中

运动时所受到的力代入
,

这样得到的结果和通常的写法有不小的差别
.

在压力于两相之间的

分配问题上
,

我们采用分子运动论的观点来解释分散相的应力
.

这一观点和其它一些人的看

法也有所不同
.

至于分散项浓度很大
,

固体颗粒相互接触 形 成 骨 架能承受力和传递力的情
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形
,

这时流体流动由外问题转为内问题
。

我们不在此讨论
.

范 正 翘 陈 越 南

这种问题属于多孔介质或松散体力学的讨论范围
,

二
、

.

层流两相流的基本方程组

以后的符号
,

我们用指标
c
代表连续相

,

指标 d 代表分散相
.

符号 p 代表密度
,

a ‘代表

单位体积中某一相所占的体积份数
, v ‘代表速 度

,
P代表压力

,

山 ,
代表压 力 以 外 的 应力张

量
, g ‘为重力加速度

, e
为单位质量的内能

,
价为热流

,

O 。
为单位体积中的生成热

.

R ‘。为单

位体积中从分散相变到连续相的质量
,

R
。‘ 为单位体积中从连续相变到分散相 的 质量 (例如

气液两相就能相互转换 )
.

F“‘
为连续相对分散相的作用力

,
F。‘

为分散相对连续相 的 反作

用力
。

如
。

为分散相传给连续相的热量结余 , qc ‘
为连续相传给分散相的热量结余

.

根据质量守恒定律
,

则可得两相各自的连续方程式为

日一

万工一 叹p
c a o

) +
U 奋

一

念
‘。

一
’一“

d

一“一
(2

.

la
)

(p
‘a ‘) +

瓷(P
d a ‘。‘, )== R

。‘一R ‘。

(2
.

l b )
a
一

毋

由牛顿第二定律
,

可得两相各自的运动方程式

口
‘了

一

吸P
e v c ‘a 。

) 十
U 奋

(p
o v c ‘a c 。。 ,

)= R ‘。。‘。一R
。‘。 , 。

a
。

为
OO

办
�
比a

�

口
+ P c a c g ‘一

口口
。‘,

a戈,
+ F ‘。‘

(2
.

Za
)

(p
d 。“ a d

) +

曝
一

( P
‘。“a ‘。‘,

) = R
。。。。‘一凡

。。d ‘
a一毋

aP
‘

个 尸 d “‘习‘一 万无i
口丙

, ,

a戈 ,
+ F 。“ ( 2

.

Z b )

根据能量守恒定律
,

可得 两相各自的能量方程式如下

一

景
一

「(
二 +

告一)
p一」

+ 。

影〔(
二 +

合
二。一

)
。

一〕
一 * d 。

(
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合
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)
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(
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;
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)

+ P 。a o g , v 。, 一
a

。石
一

( p
““ ·

, ) +
a

两
LU c‘, v “ )

。 口
_

~

+ 厂 ‘· , 口 ·, 一

瓦
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· ( 2
.

3a )

备
一

l(
一 +

告
,

一)
。‘、
〕
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簇
,

〔(
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p d
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(
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一兄

·

(
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专一)
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+ 。‘a 。。, 。‘, 一

荟
一

(, ‘。‘, ) +

荟
(。“

, 。。, )
。汤 J 甘内 I

.

一 口

二
。

+ 厂“ , U ‘ , 一
两

一

q d , + q 。‘+ 切‘ (2
.

3 b )

式中 a 满足如下关系式

a 。
+ a ‘二 1

相互作用力项满足反作用定律

F ‘e ‘+ F
e a‘= 0

互相传递的能量结余则满足能量守恒定律

q d 。 + q c ‘二 0

如果在能量方程中需要考虑辐射热交换
,

则也不难处理
。

在多相流动中
,

在不少情况里

表现为多组元体系
,

这样当然还应补充一组分守恒方程
,

补充这一方程没有很大困难
,

为此

不在此作专门讨论
。

把式 (2
.

1 )~ (2
.

3 )化简
,

旦恒一
口x , 一

我们就有

1

P 。口c [。
。

一 *
。

一且
(。

。
a 。

)〕

「
*
一。

。

一昙
(。

‘a ‘)〕

(2
.
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1

P d 口‘
(2

.

4 b )

。ca
。

(绘
生一 + 。叮

一

鲁
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·
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一
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‘
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助一幻
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(
·

今
,
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口口“

口x ,
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e‘
(
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)

. _ _ _
a如

.

a丙
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斤

下脚“
洲一 饭

‘ 下 一

两一甲
名

’

‘d ‘ (2
.
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。。·。
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‘

一
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凡
·

‘
·‘,

一
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一
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,
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a.D八b乃O

:
日t)
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石
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一
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瓦
一
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口x ,
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三
、

两相流的湍流平均流方程组

我们用才代表某一物理量A 的雷诺平均值
,

用月‘代表物理量A 的脉 动值
,

则有
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A = 万 + A /

把 (2
.

1) 式取雷诺平均
,

则可得到平均后的连续方程式

(3
.

1 )

a _ _ 、
.

口 _ , _ 二 、

口 _ _ _ _ _ 。 .

_

二
_

。t (p
“a ·

) + 丽
’

(p 二a ‘)+ 。面, 叉p
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吴
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泥
,
‘石

d‘d ”d 了+ 厄d“, ”,
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, 元

十乃二反二云
d , + 厄二心毗

,
)二凤

‘一左‘
。

如不把式(2
.

1) 取平均
,

而把式(2
.

4 )取平均
,

得

(3
.

Zb )

a云
e , _

口x ,

即
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0 劣了

1

P 。a e !
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多
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.

3 a
)

1

P ‘口‘
(3

.
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把式(2
.

5 )取雷诺平均
,

再用 (2
.

4 )式化简以后
,

就得到平均后的两相流的运动方程式为

a 石
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c
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4 b )aPa飒

把式 ( 2
.

6 )取雷诺平均
,

化简以后
,

则得两相流的能量方程为

, .Jlee
、.尹

CaCP
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‘
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一。‘ 一 工 R
。‘

p d 口d

。 。 刀
式时一八d c

一一。丫

』J 不

(。
‘a d

小
一

概 (
e 。
一 e ‘

)

R
c‘

P d 口d
(
v 。 , 一 v ‘,

)(
v 。 , 一。d , )

P‘ au ‘,

P ‘a ‘} 口x ,

a ‘。, a刀‘-

P‘a ‘ 口戈z

1一2
+

1

P d 口d 叙
, q d , + 外 d

P d 仅‘

+ 一鱼
P‘仪‘

(3
.

sb )

另外还有关系式

云‘ + 压
c

= l
,

a 弓+ a 二= O (3
.

6 a )

F ‘c ‘+ 尸
c 。‘二 o

,

F 二
e 。+ F 匕d 。= o (3

.

6 b )

互
。‘+ 互‘

。
= 0

,

q‘d + q 二
。
二 0 (3

.

6 e
)

(3
.

a) ~ (3
.

6 )就是两相流的基本方程组
.

以上的讨论都是普遍适 用 的
,

和 R
c ‘ ,

R ‘。 ,

F cd ‘,

qc ‘ 等的具体形式无关
。

而且两相也还处于平等地位
。

至于多相流动的方程组
,

只 需 将分散

相的方程式相应增加
,

这并不具有原则性的困难
.

全于分散相粒径不同
,

则也可以把它作为

不同的分散相来处理
,

也没有什么原则性的困难
.

四
、

两相之间的相互作用力等物理量的性质

二十多年前
,

我们曾推导了小圆球在运动流体中运动时流体对它的作用的表达式“ ”

f
‘一

:
二

asn洽
一 g ‘

〕
+

扮成会
一

会)

+ 二a 3o v
““, +

;
二a 3

R ‘p

式中 “‘
为水流速度

, v ‘为圆球速度
,

体对小圆球的阻力
.

在雷诺数很小时
,

a 为圆球半径
,

它的表达式为

肠

拌为流体的粘性系数
,

(4 / 3 )二护p凡为流

, .

IJ
了d

4 汀a 3 n - 一

「
, 、 .

a f
‘

P八‘= 。兀拼“ 以 u‘一 U ‘)一万 l
L

产

、
r

兀y J O

Dt

刀u

D t

斌公二云

因为粒子间的相互作用影响是浓度的高阶小量
〔‘“’,

在 分散相浓度极稀的时候
,

我们 可 以用

这一结果
。

但是由于分散相颗粒并非圆球
,

浓度等影响或多或少地存在
,

我们在相应的项上

添上修正系数k : ,

寿
2

和风来考虑形状因子和浓度等
〔‘”’的影响

.

我们假定

F
·
“

一
F

一
。·a ·

(
- D 口。‘ 、

.

1
,

/

一 g ‘ j十
。 总一P c a ‘ 飞

/ ‘ 、

D v 。‘

D t 刀t
伪“ 、
D 才 /

3
, _ 。 .

n

十
, R : a d拼V

一v 。 ‘十 P。a ‘式‘
任

(4
.

1)

式(4
.

1) 中的第一项为运动流体加速度项和浮力力项
,

第二项为附加质 量 项
,

第三项为流体

速度分布不均匀影响项
,

第 四 项 (4 / 3 )二护Pc R 。
为单个粒子上所受的阻力

.

不沦粒子能否变

形
,

对粒子的雷诺数很小时

誉
二。8。·

R ‘一 6二刀
。。(

。

一
。“ )
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乡“
’。。

R ‘一 6 二几。
·

【‘
·

一
卜 、
认

·

J
肠

。‘ 刀内‘

压 肠
斌t
听

’

一

d :

〕 (4
。

Za
)

或在雷诺数较大时
,

用

4
,

n

万汀口
一

P c式‘=
Q 通

C ·
(‘二

·“
)(
一

、‘
, “ (瓦两石)

一

阮‘孤
)

(4
.

2 b )

至于分散相的压力九和压力以外的应力内
‘j 的来源

,

我们可以参照分子运动论中多种气

体成份时所用的办法
.

气体分子的压力和应力为
〔’们

一 件m C‘c,

和该表达式中 n m 相应的量为

称协~ p d 口‘

c’ 相应于每个粒子具体速度偏离于平均速度 内
‘的值

.

所以分散相的压力 P‘ 和压力以外的应

力 a “ , 是由于粒子速度偏离平均值 儿
‘
引起的

,

并不是由于粒子在界面上占有一定 面积引起

的
,

至于粒子截面积的影响则通过式 (4
.

1) 第一项由流场加速度和浮力来实现
。

那 种 认为压

力应该按照界面上的截面来分配的说法是不正确的
.

当然在颗粒浓度很大
,

颗粒之间互相接

触以后
,

情况就不一样了
.

这时流体在固体颗粒之间流动
,

由原来的外问题变成了现在的内

问题
.

而且在颗粒互相接触以后
,

就要形成骨架
,

它能承受力和起传递力的作用
.

这 时即使

颖粒完全静止
,

也有一定的应力存在
。

至于两相之间的能量交换
,

我们可以按照通常的办法引入

。。‘ = 一。‘
。
== 尤 , 匈 (T

。
一 T ‘) (4

.

3 )

式中 T
。

和T ‘
为连续相和分散相各自的温度

,

K ,
为换热系数

.

当两相之间相对速 度 小 的时

候
,

K , 的数量级为

K ,
~

P c 公C F

而「
-

?
为连续相的运动粘性系数

, c ; 为连续相的比热
·

在两相之间的相对速度大的 时 候
,

K , 的

量级为

扩 P o C r ,

一
一

J 、少~

—
一丫 “ , ‘

口 一

式中斌 7 r 为脉动速度的代表值
.

至于连续相 P
。

和 p 。

之间的物态方程
,

仍和通常情形一样
。

但必须注意
,

如果分散相为

汽泡
,

如并非汽泡 内的压力
.

至于 R
。‘和 凡

。 ,

它们和温度等量都有密切关系
,

不能写出一般的表达式
。

但 它们有一

个普遍的性质
,

就是和比面成正比
,

也就是

R
。‘,

或 R ‘。

一
n
(4二

a ‘
)一令

-

即 R
。‘或 R ‘。 和 内 /a 成正比

。

五
、

引入两相之间相互作用力以后的运动方程式

把两相之间相互作用力式(4
.

1) 代入 式(2
.

2 )后
,

运动方程式就变成
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1 + 乞a d 总,

) / 。夕a

-

一

—
一玉

-

一 一

—吸 - 凡 尸
叫

了
,

P 。
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a为 口为 )

,r龟、
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( 5
.

2 b )

从式 ( 5
.

2 b )
,

我们可以看出
,

当 a ‘“ 0 ,

连续相的运动方程式 (5
.

2a) 中的加速项
、

重力项
、

压力和压力 以外应力项都和单项的运动方程式并没有两样
,

这就保证了即使颗粒的相对截面

不等于零
,

也能回到单相流动的方程式去
.

同时我们可以看出在 寿; 不 等 于零时
,

即 使固体

颗粒密度比周围气体密度大许多倍时
,

带 k ; 的附加质量项还是不能略去的
,

因 为 式 ( 5
.

2b)

中 (一。p
。

/ ax ‘+ a“
。‘, /a‘ ,

) 前面有因子 (l + k , / 2 )
.

在 存; 量级为 1 时
,

略去附加质量 项 将导

致应力项产生百分之五十的误差
。

把式 ( 5
.

2 )取雷诺平均后
,

就可分别得到两相的运动方程式为
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至于能量方程
,

因为只要把式 ( 4
.

3 ) 代入就行了
,

程也没有变化
,

不再作重复
。

( 5
.

3 b )

所 以在这里就不重复了
。

另 外 连续方

六
、

结 论 和 讨 论

从以上方程式可以看出
:

(l) 基本方程组的实际项数远较一般写出的为多
.

(2 )把两相之

间的相互作用力只考虑阻力项的做法是不妥当的
。

因为还有连续相加速度和浮力项
,

附加质

量项
,

连续相速度不均匀引起的修正项等都要出现在两相之间相互作用 力的表达式中
.

(3) 把

压力按两相截面积来分配的办法也是不正确的
,

因为颗粒截面的应力是通过两项之间相互作

用力传递的
,

不必重复计算
.

(4 )不管连续相密度如何小
,

附加质量的作用是不能略去的
.

因

为略去它将使应力项产生百分之五十的误差
.
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