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摘要:  采用 Bingham弹性_粘塑性模型对反平面剪切动态扩展裂纹尖端的应力应变场进行了渐近

分析# 给出了适当的位移模式、推导了渐近方程并且给出了数值解# 分析和计算表明对于低粘性

情况,裂纹尖端场具有对数奇异性# 对于高粘性情况,裂纹尖场具有幂奇异性# 对于临界情况, 两

种奇异性可以相互转换# 揭示了粘性在裂纹尖端场研究中的重要作用# 

关  键  词:  裂纹场;  动态扩展;  粘塑性
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引   言

裂纹尖端的应力应变场是断裂理论的核心课题之一# 对于线弹性材料, 由于应力强度因

子的引入裂纹尖端场的属性已被完全揭示# 然而,对于非线性弹性材料,裂纹尖端场是非常复

杂的,场的属性对材料的行为和裂纹状态非常敏感# 

对于塑性材料,扩展裂纹尖端场的早期研究是由 Chitaley 和McMlintock[1]给出的 Ó型问

题解# 对于准静态Ñ型扩展裂纹, 在M= 0. 5情况下,裂纹尖端场的解由 Gao[2]给出# 通过认

真研究,我们发现对于扩展裂纹仍存在着许多进一步发展理论的空间# 与准静态解相比,动态

具有更加合理的属性[3~ 5]# 但是,一些动态解含有塑性激波[ 3] ,这是令人置疑的问题# 

文[6]建议了一种弹性_粘塑性模型,由文[6]给出的 Ñ型扩展裂纹尖端场的解消除了过去
弹塑性解的所有缺陷# 此外,由文[6]给出的解是单参数解# 对于Ñ、Ó型裂纹的应变奇异性

方面的研究由文[7] ~ [ 10]给出# 本文采用 Bingham 提出的弹性_粘塑性模型, 对反平面剪切

动态扩展裂纹尖端场进行了渐近分析# 通过分析,我们发现对现低粘性情况,裂纹尖端场具有

对数奇异性# 对于高粘性情况,裂纹尖端具有幂奇异性# 对于临界情况,两种奇异性可以相互

转换# 

1  本 构模 型

Bingham弹性_粘塑性本构模型如图 1显示,模型由 3个元件组成, 即弹性元件、塑性元件
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和粘性元件# 以 E, Ee , Ep表示总应变、弹性应变和塑性应变, R, Rv, Rp表示总应力、粘性应力和

塑性应力# 则, 我们有

图 1  Bingham模型

  

E= Ee+ Ep,

Ee =
R
E
,

ÛE= K* Rp# 

(1)

  

R = Rv + Rp,

Rv = GÛEp,

Rp = F( Ep)# 

(2)

这里 K* 是流动因子, E是弹性模量, G是粘性系数, F ( Ep) 是塑性加载函数, / #0表示对时间 t

的导数# 

  ÛE= ÛR
E

+ K* R*
, (3)

  R*
=

1
1+ GK* R, (4)

  Ep = E-
R
E
, (5)

  K
*
=

1
G

R
f ( Ep)

- 1   ( R > f ( Ep) ) ,

0        ( R [ f ( Ep) )# 
(6)

由(3)~ (6)式有

  

ÛE= ÛR
E

+ KR,

K=
K*

1+ GK* =
1
G 1 -

F ( Ep)

R
,

Ep = E-
R
E
,

(7)

对于三维情况, 我们以张量形式重写(1)、(2),则有

  

ÛE= C: ÛR+ KS ,

K=
1
G 1 -

F ( Ep)

�R
\ 0,

ÛEp =
2

3G
�R- F (�Ep) # 

(8)

这里 S 是 R的偏量, C是四阶柔度张量, �R是等效应力,�Ep是等塑性应变# �R和�Ep由下式定义

  
�R =

3
2
S: S

1/ 2

,

�Ep = Q2
3
ÛEp: ÛEp dt# 

(9)

2  基 本方 程

让 X i ( i = 1, 2) 表示固定的笛卡尔坐标系统# 我们考虑沿X 1方向以常速度 V 扩展的 Ó

型裂纹# 以 x , y 表示随裂纹一起运动的正交的坐标系统# 则有
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X 1 = x + Vt ,

X 2 = y ,
(10)

图 2 运动和静止坐标

这里 t 表示时间(见图 2)# 

稳恒扩展裂纹是指如果在 x , y 坐标观察应力

和应变场, 场将不随时间而改变 # 对于任意量

5 , 我们有它的率为:

  Û5 = - V
5
5 x 5 =

    V
sinH
r

5
5H- cosH

5
5r 5 , (11)

这里

  
5 = 5 ij ,keiej ,ek ,

Û5 = Û5 ij ,keiej ,ek# 
(12)

以 Sij , Cij 和W分别表示应力分量、应变分量和位移分量# 则,有运动方程和几何关系为:

  
5Sr
5r +

1
r

5SH
5H+

1
r
Sr = Q&W, (13)

  
Cr =

5W
5r ,

CH=
1
r
5W
5H# 

(14)

这里 Q是质量密度# 

现在, 我们考虑塑性单元呈现理想塑性这种特殊情况# 利用方程(8), (9),我们有极坐标

系下的本构关系# 

  
ÛCA = 1

L
ÛSA+ 1

G
SA 1-

S0

S

S = ( S2
r + S2

H)
1/ 2

  ( A= r , H) , (15)

这里 L是剪切模量, G是粘性系数, S0是剪切屈服应力, S等效剪切应力# 现在我们给出一种

人工粘性分布, G由下式定义:

  G=
G0   ( r > R) ,

G0
r
R

  ( r [ R) ,
(16)

这里 G0为常数, R 是特征尺寸# 对于渐近解,我们仅仅考虑 r < R 的区域# 则方程(15)可写

为

  ÛCA=
1
L
ÛSA+

R
G0r
SA 1 -

S0

S
,   ( A= r , H)# (17)

3  对数奇异性

我们假设位移模式为

  W = r �AsinHln
R
r
+ g( H) , (18)

这里 �A 是常数,则有

  &W =
V

2

r
sinH �A cos2H+ ( gd+ g) sinH , (19)
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  ÛCr = 0, ÛCH =
V
r
�A cos2H+ ( gd + g) sinH # (20)

设

  
Sr = Tr ( H) S0, SH= TH( H) S0,

S = T ( H) S0,
(21)

从方程(13), ( 15)我们得

  f d+ f +
A

sinH
cos2H-

ATH
1- M

2sin2H
1

sinH
1-

1
T

= 0, (22)

  

dTr

dH
- TH+

A
sinH

T r 1-
1
T

= 0,

dTH
dH

+ T r-
AM2sinH

1 - M
2sin2H

TH 1-
1
T

= 0,

(23)

这里

  

A=
2LR
GV

, f =
L
S0
g ,

A =
L
S0
�A, M = V

Q
L

1/ 2

# 
(24)

进一步,我们引进新函数 W和�K:

  

T = 1 + �K
A
,

T r = - T cosW,

TH = TsinW# 

(25)

则方程(22), ( 23)变为

  f d+ f +
A

sinH
cos2H-

�KsinW
sinH

1

1- M
2sin2H

= 0, (26)

  

1
A

d�K
dH

+
�K

sinH
cos2W- M

2sin2H
1 - M

2sin2H
= 0,

1 + �K
A

dW
dH

- 1 -
�K

sinH
sinWcosW

1 - M
2sin2H

= 0# 
(27)

边界条件为

  Sr | H= 0 = SH | H= ? P= 0# (28)

则有

  W(0) =
P
2
, W(P) = P# (29)

f ( H) 是奇函数# 在 H= 0处,解的正则性要求:

  �K(0) = A# (30)

常数 A 是满足条件 W(P) = P的待定常数# 

数值解由图3( a, b)给出# 对于固定的 M,存在一个 Acr(M )的临界值, 仅仅当 A> Acr时解

存在# Acr和 M 之间的关系由图 5表示# 

4  幂奇异性

正如上面所提及的, 对于固定的 M,当 A< Acr 时,对数奇异性解不存在# 因此,我们试图

找到其他类型的解# 我们假设
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(a)                ( b)

图 3  W_H曲线

  W = h ( H) r
1- D

, (31)

这里, D是一个待求量, 则有

  &W = r
- 1- D

V
2
{ hdsin2H+ Dhcsin2H+ (1- D) 1- (1 + D) cos2H h} (32)

  
ÛCr = - DVr- 1- D

hcsinH- (1- D) h cosH ,

ÛCH= Vr
- 1- D

hdsinH+ DhccosH+ (1- D) hsinH # 
(33)

让

  Sr = S r( H) S0r
- D

, SH = S ( H) S0 r
- D# (34)

由(13), ( 15)得

  sinH(1 - M
2sin2H) ( hd + h ) + DhccosH(1 - 2M 2sin2H) -

    DhsinH 1 - M
2
(1- D) - DM2sin2H - ( A+ DcosH) SH- DS rsinH= 0# (35)

  

(1 - M
2sin2H) ( Sc

H+ Sr ) - DS r - DM 2
SHsinHcosH-

  AM2
SHsinH- M

2DcosH hcsinH- (1- D) h cosH = 0,

( S
c
r - SH) sinH+ Sr ( A+ DcosH) + D hcsinH- (1 - D) hcosH = 0# 

(36)

我们引入新函数 S 和 W即

  
Sr = - S cosW,

SH = ScosW
(37)

方程(36)变为

  

Sc+ ( DcosH+ A) ( cos2 W- M
2sin2H)

sinH(1- M
2sin2H)

S +
DcosWsinW

(1- M
2sin2H)

S -

  D cosW+ M
2sinHsin( W- H)

sinH(1 - M
2sin2H)

hcsinH- (1- D) hcosH = 0,

S( Wc- 1) - ( DcosH+ A) sinWcosW)
sinH(1 - M

2sin2H)
S -

DcosW
sinH

sin( W- H) S +

  D sinW+ M
2sinHsin( W- H)

sinH(1- M
2sin2H)

hcsinH- (1- D) hcosH = 0# 

(38)

边界条件为
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  W(0) =
P
2
, W(P) = P# (39)

H= 0处的正则条件要求

  hc(0) = 1 +
A
D# (40)

数值计算显示对于固定的 M# 当 A< Acr时,解总是存在, 而且当 Ay 0时 Dy 1/ 2# 当 Ay

Acr时 D y 0# 则 W_H曲线由图 4(a, b)给出# 

( a)            ( b)

图 4  W_H曲线

5  极限情况

由(40),我们发现当 D y 0( A y Acr ) 时

图 5  临界曲线

  hc y ] # (41)

如果我们设

  h( H) =
H ( H)
D + h0( H) + Dh1( H) + ,

(42)

将方程(42)代入到方程(35), (38),比较 D, D2
, ,,

的系数,我们得

  H = CsinH, (43)

  sinH(1 - M
2sin2H) ( hd

0+ h0) +

    C cos2H(1 - M
2sinH) -

    Csin
2
H(1 - M

2
) - aSsinW= 0,

(44)

  
Sc+ A( cos2W- M

2sin2H)
sinH(1 - M

2sin2H)
S = 0,

Wc- 1 -
AsinWcosW

sinH(1- M
2sin2H)

= 0# 
(45)

进一步,我们考虑 Km 1的情况且令 K= S, 则方程(27) 将与方程(45) 具有相同的形式# 
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因而,对数奇异性( Ky ] ) 与幂奇异性( D y ] ) 具有相同的极限# 

6  结   论

1) 对于弹性_粘塑性材料,反平面剪切动态扩展裂纹尖端场由粘性所控制# 当粘性系数

G0较小时,解具有数奇异性# 当粘性系数 G0较大,解具有幂奇异性# 对于临界情况, 两种动

态解相同# 

2) 本文结果显示,当考虑粘性时,动态解与弹_塑性解具有本质的区别# 
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Elastic_Viscoplastic Fieds Near The Tip of a

Propagating Crack Under Anti_Plane Shear

LI Fan_chun
1
,  ZHAOWen_sheng2

,  TANG Long_sheng
2

( 1. Mar in e Engineer ing College , Dalian Ma r itim e Un iver sity ,

Dalian 116026, P . R . China ;

2. The 31th Institute of CASIC , Beijing 100071, P . R . China )

Abstract: The elastic_viscoplastic model proposed by Bingham was used to alalyse the stress and

strain surrounding the tip of a propagating crack under antiplane shear. The proper displacement pat-

tern was given; the asymptotic equations were derived and solved numerically. The analysis and calcu-

lation show that for smaller viscosity the crack_tip possesses logarthmic singularity, and for larger vis-

cosity it possesses power_law singularity. In critical case, the two kinds of singularity are consistent

with each other. The result revealed the important role of viscosity for crack_tip field.

Key words: crack_tip field; dynamic propagating; viscoplastic
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