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摘 要

本文主要研究强迫力
、

变阻尼系数和变弹性恢复系数之间关于振荡解的相互制约关系
,

并结

合实际问题的讨论
,

从而得到了一些新结果
.

一
、

引 言

陈庆益在文献 〔1〕中研究了具有球对称性的约化波动方程的振荡解问题
,

本文利用该文

类似的方法
,

以及关于常微分方程 的经典 S tur m 理论和 W K B 逼近法
,

进一步讨论 了 更 一

般的情形
,

即存在变阻尼系数项的二阶线性非齐次方程

夕11
+ P (二), ‘

+ a (二), = f(二 ) (1
.

1)

的振荡解存在性问题
,

以及阻尼系数P (x)
,

恢复系数 q (x) 与强迫作用项 f( x) 之间关于振荡

角牟的相互制约关系
.

二
、

振荡解的存在问题

考虑方程 (1
.

1)
,

(一 co
,

+ co )
·

利用 L io u v ille

并设 P(劝
,

创 x) 是区间 (
a ,

b) 中的连续函数
,

且区间 (
a ,

b) 可 以是

变换

。
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%
)
·
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, ‘X )d /

〕
可以得到关于 z( 劝 的不显 含 了 (x) 的方程

z “ + 尸(二)
二 二F (x )

其中

(2
.

1)
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p
尸

(劣)一 {
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%
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F ‘X , 一f‘X ,一 p

[;丁
, (X )d /
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(
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)

卜面我们利用常微分方程的有关经典理论寻求方程式 (2
.

1) 的一个特解
.

的齐次方程

(b )

为此
一

可取对应

z “

(x ) + P (x )
z
(二)= o (x 》

a > 0 ) (2
.

2 )

苦

叶开沉推荐
。
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的两个线性无关的解
: :
(劝

, 2 2

(劝
,

且使
: :
(
a
)= o , z

f(
a
)二 1

: :

(
a
)= 1 , :

犷(
a
)二 o

于是它们的 W
r o ns ki 行列式的值等于

功 (二 )二
z ,
(二)

z 犷(二)一
: f(二)

: :
(二)王。 (

a
)== 一 l

根据 L a g r a n g e 常数变易法
,

并经初等运算
,

不难得到方程式 (2
.

1) 的一个特解为

一 (/ )一 (! )
I:
一 (、)F (; )d ;一‘二)

J:
一 (‘)F ‘“, d‘

(2
.

3 )

有了上述预备知识
,

下面便可 以论证有关方程式 (1
.

1) 的振荡解存在性的两个定理
。

定理 1 设 P (x )
,

F (x )〔C
3

(〔
a ,

co 〕)
,

且当 “》 a 时
,

P (x )> P
。

> o ,
P
‘

(二)> 0 ,

1

瑟{男
一。

(
尸一

勺
,

(影封
一

)
“

> 0 ,

(瑟{男)
’

< ”

则当 二> a 时
,

方程式 (1
.

1) 至少存在一个振荡解
。

证 由式(2
.

2 )得
: ,
(约 = 一君 (动/尸(约

, : :

(动 = 月 “)/ 尸(韵
,

代入式 (2
.

3 )右边积分

中
,

再做两次分部积分运算
,

同时注意 功(劝 三、(a) 二 一 1
,

于是不难求得

Z 。
(·卜架}

一

十

; {胃州
·

卜(
一

匀“
·
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f
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曰 勺
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歹
一
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据题设
,

当 二> a 时
,

要求 尸(劝 > 尸。> o ,
尸

,

(x) > o ,

故有

(约魂 (2
.

4 )

{了
”(劣 )dx 尸形众一

由此
一

可知齐次方程式 (2
.

2) 是振荡方程
,

而 : ;
(劝

, 2 2
(x) 是其两个线性无关的振荡 解

.

根据

二阶线性齐次方程的 S tur m 比较定理
,

知 2 1
(x) 和 2 2

(劝 的单重零点列是彼此相间的
,

且它

们的相邻二零点之间距离是严格下降的
.

又据量子力学中著名的W K B 逼近理论 (参考文献

〔2〕
、

〔3〕)
,

知 : :
(二) 和

: 2
(二 )的幅值也是严格下 I涤的

,

且具阶 。(尸一金)
.

根据题设

叹勿
”

> 。,

(架手
一

)
’

< 。,

”
(

一

架知
为单调下降正值函数

。

因此
,

若记 {a , , a : ,

⋯ } 为 : :
(x) 的零点列

,

则因为 z ,
(幼 (F / 尸)(幼的

振幅严格下降
,

且

(
a ‘+ 2

一 a ‘+ ,
)< (

a ‘+ 1一 a ‘
)

从而知道有

一
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,

2
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⋯

所以函数
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作为曲线
z = 之 :

(豹(F / 尸)(豹 与轴 二 = 0 在 占=
。及 占= 二 间所围成的正负面积的代数和是一个

定号函数
。

事实
_

j二
,

不妨设 : ,
(舀)在 区 间 (

a , a Z

)
,

(
a 3 , a ;

)
,
⋯中为正值

,

则 在 区 间 (
a Z , a 3

)
,

(
a 、, a 。

)
,

⋯中必为负值
,

于是由式 (2
.

5 )知有

一
, 、

r r处 / F \ “
, ,

f

允(% ) == LJ
。 “,

曳于)
“互一J

· 1

(李)
“
d :
}
+

l{
/ F \“

, 。

勺戈户少
“互

J
/ F 、“

,

月
.

之 ,

戈于)
。互] +

’ ‘ ’

夕 ”

由此即可推断线性组合
, 、

f,
, 。 、

/ F 、l, 。 、 , ‘ , 、

f, , 。 、

/ F \
, ‘ 、 , ‘

g (戈)= “Z
L% )j

。 之, t“)气尸) t“)““一 “, (% )j
。 “ Z t“)气尸)L“)““

是区间 (
a ,

co ) 中的一个振荡函数
,

显然也是连续的
。

其实
,

由 S tu r m 隔离定理知
,

若 {b ; ,

bZ ,

⋯ } 是 二 2

(x )的单重零点列
,

则有
a , < bl< a Z

<

b
Z
⋯

,

此时可设在 区间 (b
i ,

b
Z

)
,

(b
s ,

b
4

)
,

⋯ 中
二 2

(二 )> o ,

而在区间(b
Z ,

b
s

)
,

(b
‘ ,

b
。

)
,

⋯

中
: 2
(二)< o ,

故知 (注意R (二)恒大于零 ) 夕(
a :

)=
: 2

(
a Z

)R (
a :

)> 0 , g (
a 3
)=

: 2

(
a 3

)R (
a 3
)< 0 ,

⋯
,

所以 g (x) 确实是 区间 (
a ,

co ) 中的振荡函数
.

考虑到式 (2
.

4 )右边第一项 F /尸 与第二
、

第三项的振幅同阶 。(尸一去)
,

因 此必要时可

取适当大的正数A作和
: = : 。+ A 几

,

于是便得到方程式 (1
.

1) 的一个振荡解

「 1 「
_ , 、 ,

〕
g = 之Lx )“x p L一牙J

p ‘x ) a x
J

定理 z 设 P (x )
,

F (% )〔C
Z
([

a ,

co ))
,

且当 x 》 a 时P (x )> o
,

而P
‘

(“)( o ,

(二。 co )
,

但仍使齐次方程式 (2
.

4) 是振荡方程
,

其一个解 为
: 1
(二) (

: :
(a) = 0 , :

若 F (劝 / 尸(劝 = 0 (尸一舍 )
,

且积分

尸(二)。 O

〔
a
)= 1 )

.

{为
: )(

一

匀
“

‘“,、
(2

.

6)

收敛
,

则方程式 (1
.

1) 当 x > a 时
,

至少存在一个振荡解
。

证 基于表达式 (2
.

4 )
,

考虑到对尸(劝的假定
,

再根据经典的 S tu r m 理论和 W K B 逼近

法
,

知齐次方程式 (2
.

幻 的所有非零解都有非降的振幅和非降的相邻零点距离
,

且振幅具增

长阶 。(尸一士 )
.

鉴于题设积分 (2
.

6) 是收敛的
,

故存在某一充分大的 b (b 》
。> 0)

,

当 二》b

时
,

式 (2
.

6 )的值的符号由

「b
, 。 、

/ F \ 11 ‘ 、 . ,

)
。之, “ )气尸) (“)“互

所确定
,

而且是定号函数
。

由定理 1 的证明过程
,

知式 (2
.

4 )右边的后两项之 和 是 区 间 (b
,

co )随 之 也 是 区 间

(a
,

co ) 中的振荡函数
.

于是
,

参照定理 1 的证明中后半部份的论述
,

知方 程 式 (1
.

1) 当

‘> a 时至少存在一个振荡解
。

注 要求积分 (2
.

6) 收敛不便检验
,

可以换为一个充分条件
,

即要求积分

引
尸‘(; )

(:)
“

‘“,
1
成

收敛
,

然而这个条件较强
,

不能给出最佳结果
,
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三
、

振荡制约关系

最后
,

我们根据定理 1 及 2 和关系式 (a) 及 (b )
,

并结合实际的物理和力学问题进一步讨

论恢复系数 以劝
、

阻尼系数 P(劝 和强迫作用项 j( 劝 三者之间的振荡制约关系
.

关于定理 1
:

1
’

由尸(劝李P0 > 0 ,

P, (x )> 0 及 : 1 , 2
= 0 (尸一士 )知

,

式 (1
.

1 )的振荡解的振幅是随 , 增

长而衰减的
。

2
。

由关系式

得

尸(二 )一。 (二)一 ;
p

,

(二 )一 }
p

Z

(X )) 尸
。

、(X )、
;

,
,

(二) + ,
2

(二) + p
。

> 。
(3

.

1 )

物理的和力学的实际问题要求阻尼 系数 P (二 )> O
,

所以由式 (3
.

1 )可 以得到结论
:

恢复

系数 q (x) 随阻尼系数 P(x) 要有适当大的增长性才能保证式(1
.

1) 有衰减振荡解的可能
.

又因 尸
尹

(x) > O,

故得

q ,

(, )> 奋
,

·

(二卜 ;
, (二),

,

(二) (3
.

2 )

式 (3
.

1 )和 (3
.

2) 一起引出使方程式 (1
.

1) 有振荡解的 q (x) 与P(劝的约束条件
.

例如
,

设介质阻尼有增长率P’(
二

卜o(扮(二)
)
时

,

则式(3
.

‘)变成

。‘! , 一 l
,

2

(x )、p
。

当 q (二) = ,

荡解
。

,

P(x) = x ’ ”

(
n》 l) 时

,

显然满足条件 (3
.

1)
,

于是式 (1
.

1) 存在一个衰减振

3
.

由式 (a) 和 (b)
,

以 及定理 1 的条件可得

, (X )一
p

[
一

;
一

丁
, d%

」
O

((
。一

孟
,

,
一

l
,

2

)
子

)

., (X )}、C一
p

[
一

凌丁
, d 二

」(
、一

;
,

/
一

{
, 2

)
奎

(3
.

3 )

或

(3
,

3 )

(C 为正的常数)

式 (3
.

3 )或式 (3
.

3 )
尹

即是线性阻尼系数 P(劝
、

弹性恢复系数 q (劝与强迫作用项f( 劝之间

的振荡约束关系
。

在实际的物理学和力学问题中
,

要求 P( 劝 > O, q (x) 李0
。

当叭x) 和 P( 劝 不同 时 为变

量时
,

可 以得到 l( x) 与 q (劝
,

或者 f(幻 与 P(幻 之间较为简明的振荡制约条件
。

关于定理 2
:

完全仿照定理 1 的讨论
,

同样可以得到 《x) 与 P(劝
,

以及 l( 劝
,

g( 劝
,

P(劝 三 者 之
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间的振荡制约关系
,

我们不再赘述
.

在此仅把结论中不同之点写出
:

1
’

方程式 (1
.

1) 有振幅增长的振荡解 ;

2
。

。,
(二)< 三,

,

(x )+ 王, (二),
‘

(二 )
一 , 、 产 、 Z f 、一 了 ‘

2 ‘ 、一 / 了 、一 ’ 产

最后顺便指出
,

由定理 1 和 2 得到的结论是
:

振幅随恢复系数 q (劝增长而衰减 , 随q (x)

的减小而增长
。

这一点是可以解释的
.

感谢陈庆益教授对本文所提的宝贵意见和有益讨论
.
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