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摘 要

本文 首先通过LaP lac
c
变换导出了关于只有三个)

卜
‘

义位移少{考虑转动惯量效应时各向异性的线

弹性板在动力学中的转换虚功原理和三个最小转换能量原理及其在原空间时间域中用原 函 数表示

的对应形式
,

然后通过引进相容权函数的集合推导出关于空 l’al 时间域的三个最小值 原 理
.

在 上述

两组最小值原理中各有两个均为板在静力学中最小势能原理和最小余能原理的推广 形 式 ; 而另一

个最小值原理
,

在静力学中便没有对应形式
.

、

混 合 边 位 问 题

考虑一个各向异性的线弹性板的弯曲运动 问题
.

设板的中 面 魔 位 于 xl % 2

平 面 内 并 且

, , ,
劣2 ,

x 。

轴互相垂直
,

口是厢 的内部
,

C 是 魔 的按段光滑的边界
.

没 h( x) 是板的厚度
,

x 二 (%
; , x Z

)〔贝
.

板的两表面方程为

, 3
= 士h(x )/ 2 (x 〔甜 ) (1

.

1 )

现引进下述记号和定义
:

(a ) 全文只用下标 亡表示亚指标和 自由指标 (公= 1
,

2 )
;

(b ) ( )
, ‘
二。( )/ 口x

‘,

识 取1
,

2
.

(
‘

)= 口( )/。t
,

t表示时间 ;

(
e
) f〔C ,

’‘ 是指 f(x
,

t)对基一 (x
,

t)〔厨火 〔o
,

。 )关于二‘至少M次
,

关于 t 至少 N 次

连 续
一

可 微
.

向 量 函 数 f〔C气 N 是指 f 的 分 量 均 属
一

于C 万
’N ,

F ~ (f
, ,

f
: ,

f
。

)〔C盆
’万 是 指

f一
,

f
: ,

f3〔少
’N ;

_

(d) 一个函数f(
: ,

t) 在 oo 是有界的
,

指的是对f的定义域中的每个 ! 极限 h m f(
: ,

t) 存
t一, 刀

、

在
。

向量函数在oo 有界是指它的分量均在。有界
.

本理论假设
:

变形前垂直中面的直线段在运动中仍保持为直线段
.

因此板内各点 (二
, ,

x Z ,

戈3
) 在时刻 t的位移分量可表示为

u ‘(, : , 二2 , x 。, t) = 一二。甲。(x
, t )

, 田 (x
; , , : , , 3 , t)二二(x

, t) (
x , t)(口 x (0

,

co )

(1
.

2 )
舒
叶开沉推荐

.
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甲: 是变形前垂直中面的直线段的转角
,

并 目
.

切‘是 为 二3 平面 内的转角
,

以从戈‘轴经90
.

到凡轴

的转向为正
。

切为中面的挠度
,

它的正向与凡轴正向一致
。

设板中应力由下列 5 个广义内力决定
:

上
举叫

M,

病
1 ,
、

淤于城万
;睁哎

一 , ‘
一

沂
一

’
_

含夏
,

4
一

= l
一

久叭
,

吸扩al
t
解

3口例
J ~ 几l洛

,

穿泳添品 (1
.

3 )

产宾奋 几赞
L

:
’ 、 一

沙
: 。 ‘ :

-

Q , 一(Ql
,

如 = j扁扣汤
‘动机

一

三

刻
父

一

〔盯
一

叫上 (1
.

4 )

正的弯矩 M
‘在 二 3

> o 的一边产生正的法应力 二‘,

正的扭矩M
, : 在xa > o 的一边产生正的剪应

力 口 , 2 ,

正的剪力 Q ‘
产生正的剪应力山

。,

广
一

义内力与广义位移之间的关系为

M= D k
,

Q = C 丫 在 日 火 (o
,

co )上 (2
.

5 )

或

k = dM
,
丫= e Q 在 口 x (o

,

co ) 上 :
.

(1
.

6 )

C l l
C 、:

C I : C : :
(1

.

7 )

DDDDDD

)
“一

( )

是弯曲刚度矩阵和剪切刚度矩阵

d ; Z d 一。

d
Z : d : e

。一

(
C l一 C 1 2

d
: 。

d e。

(1
.

8 )
c l艺 c 2 2

,‘Zn一
ddd

.

了J万.恤.、、

一一
月U

是柔度系数矩阵
,

并有

0 , I Q 、

C c = L )
、

0 1
‘

(1
.

9 ),

、、...口叮了
口

八U0
J.l,占0

��日�了‘产..吸、、

一一
月UO

k’二 (k
l ,

k
: , 2寿

, 2

) ~ 一 (切
, , : , 切2 , 2 ,

丫, = (丫
; , 下2

)二 (。
, ;
一切 , , 阴

, :
一甲2

)

板的 运动方程为

一M
, , ,
一M

; 2 , :
十Q

,
+ 济 , 一 I币:二 o

一M
L: , :
一叮

: , :
+ Q

:
+ 阴

2
一 I中

:
二 o

Q幻 ‘十 P一B幼 ~ o

甲; , :
+ 切

: , ,

) 在口 火 〔o
,

co )上

在日 只 〔o
,

co )上 }
(‘

·

‘O ,

( 1
.

l l a
)

( 1
.

llb )

( 1
.

l le )

其中 。 ‘,
p 是作用在单位中面面积内的载荷在 为 二。 平面内的合力是和在 二。轴的合力

, 。‘和 p

的正向分别 与 切.和’。 轴的正向一 致 ; I 二 p ( x )人
3

( x )八2 ,
B = p (

x ) h ( x ) (户(
x ) 是板的质量密

度 )
。

本文只考虑三种典型边界条件
:

。二场
,

中
。

~ 御犷肠 = 币
,

在 C、X 〔o
,

co )上
·

(王
.

1 2 a)

, ~ 汤
,

仇二币
.

在 C : X 印
,

‘)上
一 ,

(l
.

12 b)

M
, 二反

,
.

在 C Z x 〔。
,

oo )上
、 ‘

(l
.

1 Zc)

对
,

= 两
, ,

对
。 ,

= 两
, ; ,

Q
。
二反

,

在 C 3 x 〔o
,

oo )上 ( 1
.

i z d )

其中 C
, ,

C
Z , C 。

分别为固定边
、

简支边和自由边且 C = C 、
+ C Z

+ C 3 . n , 占 分 别 为边界的向

外法线方向和切线方向 (有时也用
￡代表边界曲线的弧长)

. 。 , : 的转向取得
一

与、 , , 、:

的转
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向相同
.

此外有

切
。

= 彻
l
十啊

2 , 切 ,

= 一 m 切,
十场

:
(l

.

1 3 a
)

Q
二

= IQ
,
+ 。Q

Z ,

M
。
“l么M

:
+ 2 1协对

1 2
+ m Z

M
Z

(1
.

1 3 b )

M
二 :

= lm (M厂M
,

) + 〔1
2
一 tn Z

)M
, :

(1
.

1 3 e
)

(l
, 。为

n 的方向余弦 )
.

初始条件为

山(x
, o )二切

。
(x )

, 切‘
(x

,
o) * 训

‘。

(
x
) : 〔口 (1

.

i 4 a )

‘ (
x , o )= 白

。

(
x
)

,

中
‘

(x
, o) = 中

‘。

(
x
) x 〔泛 一 (1

.

14b )

本文未知函数有 3 个广义位移功
, q7 ‘,

5个广义力M
, , M

, : ,

认
,

它们由(l
.

5) 或 (1
.

6)
,

(1
.

1 0 )
,

(1
.

1 1)
,

(1
.

1 2 )和 (1
.

1 4 )完全确定
,

我们称之为l’ed 题(I )
.

其中广义应变 k‘
,

, ‘,

寿
, : ,

丫
,

k 等只表示一种缩写
,

此外文中假设
‘’:

(a ) I
,

刀> o 且在打上连续可微
.

(b ) 。
。, 丘。, 切‘。,

中‘
。

在 厢 上
,

币
二

‘

在 C , 义〔o
,

。) 上
, 面 ,

币
,

在 (C , + C
:

) x [ o
,

co )

上均连续1)
.

(
e
) 夕

, m ‘〔C
, , 。,

厕
。

在 (C
:
+ C

:

) x 〔。
,

co )上
,

两
” a ,

口
”

在e
。 x 〔o

,

co ) 上均连续
.

(d) 文中被取 L a p la c e
变换的函数均在。 是有界的

,

因而它们存在非正的增长指数
〔毛’.

二
、

关于 ( I )的等价陈述

设A是含在豆内的点集
,

并假设 了和 夕是在A x 〔厉 。)上定义的函数
.

对每一个 x〔A
,

了(x
,

·

)
, g (父

,
·

) 在〔O
,

co ) 上连续
.

所谓了和g 的卷积我们指的是在 A x 印
,

oo ) 上通过

下式定义的函数 f
二g

〔,
·。〕〔一‘)一

I;
, (:

,

卜
·
)。(

·
)d (

·
)

(
x ,

t)〔A x 〔o
,

oo )
t 3 〕

(2
.

1)

一 t二(M
, , ,

+ M
, 2 , 2
一 Q

:

)一I切, + m : ,
= o

,

一 t* (M
; : , :

+ M
: , :
一 Q

:

)一 I甲
:
+ 。

. 2
~ O

,

t , Q‘, ‘一刀叨 + p
:
二 0

,

在口 x 〔0
,

co )上

在口 x 〔0
,

co )上

在口 x 加
,

co )上

(2
.

2 )

其中

ln 。‘= t , 。‘+ I(甲
‘。+ t中

‘。

)
, ’

P
‘
= t, P下B (田

。
+ t白

。

)
,

在口 x [ 0
,

co )上 (2
.

3 )

由(1
.

5 )或(2
.

6 )
,

(1
.

1 0 )
,

(2
.

2 )和 (1
.

1 2 )所确定的问题叫作 (I )
。

令

(犷
: , l ,

丁
2 , 2 ,

丁
, , :

+ 犷
: , ;
)

, 二 dM
,

(T
;
+ 犷丁介

,

少
:
干犷

, 2

)
, = 。Q

,

在扁火 〔o
,

co )上

、.夕声
、

、.产、、.夕少、.声
口

、.护尹
J任aL曰C
通

d
.尸a冲J工卜J.j

2
。。卜

.
。.

�

矛.、Q白移自
2
勺自

苦

硬
、了盈、
、
口

了
.气了.甩、

= 彻
,

~ Z刃 ,

一T

一T

。
= 甲

, ,

.
= 甲

: ,

一T 。
~ 币

: ,

TT

= M
” : ,

Q
。
= Q

, ,

在 C , 火 仁0
,

。 )上

在C : x 〔0
,

二 )上

在 C : x 〔o
,

。 )上

在C 3 x [ 0
,

oo )上M

一M材一一一一MM

其中

l) 对( 4一O)式和定理5之 (
e )

,

还要求访
,

在C , x [ 0
,

oo )上
,

山
,

动
‘

在 (C
, + C :

) x [ 0
,

oo )上连续
。
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T ‘二 I
一 ,

(t
, S

‘
一 m , ‘

)
,

T = B
一 ‘
(t

, S 一 p
.

)
,

在口 x 〔o
,

co )上 (2
.

6 )

S ; = M川 + M
, 2 , 2
一Q

, ,

5
2
= M

: 2 , ,
+ M

: , :
一Q: ,

S 二Q : , ‘,
_

在日 x 〔o
,

co )上 (2
.

7 )

T
,
= IT

,
+ m T

Z ,

T
:

二 一 m 犷; + IT Z ,

在 C x [0
,

oo )上
、

(2
.

8)

由 (2
.

4 )不[l(2
.

5 )所确定的问题叫作 (I )
.

定理 1

(a
) 设 M

,

Q〔C
‘’o ,

W ( C
‘之艺 .

贝IJM
,

Q
,

W 满足 (1
.

x l)和 (王
.

1 4 )
,

当且仅
一

当M
,

Q
,

W 满

足(2
,

2 )
.

这里 w = (甲
; , 甲2 ,

‘)
少

_

一

(b ) 设 M ; Q〔C
, ’。 .

贝!jM
,

‘

Q 满足 (2
.

4 )
,

(2
.

5 )
,

当且仅当存在 w 贬C
‘’忍

使得 M
,

Q
,

w

满足 (1
‘

6)
,
(2

.

2 )
,

(1
.

1 0 )和(1
.

12)
。

·

、

二_

证明

(
a
) 如果 M

,

Q
,

W 满足(1
.

1 1 )不l一(1
.

1 4 )
,

J社11一妇(2
‘ .

3 )和公式

t,
劣(x

,

t )二f(
x ,

t)一f(x
,

o )一厅(x
,

o) (2
.

9 )

易见
,

M
,

Q
,

W 必满足 (2
.

2 )
.

反之
,

如果 M
,

Q
,

W 满足(2
.

2 )
,

则用 t = o 代入 (’2
、
2 )以及

(2
.

2) 对 t求导所得之方程
,

便得(1
.

14 )
·

进而使用卷积的性质
: ;

·

九可
2
“ 0 意味着 f

, = 0 或 八~ 01
3 ,

. 、

(2
.

1 0)

则从 (一 1 4 )
,

(2
.

2 )
,

(2
.

3 )和 (2
.

9 )便 可得到 (1
.

2 1 )
.

(b ) 设 M
,

Q满足 (2
.

4 )和 (2
.

石)
,

则通过 (1
.

6 ) 定 义 k
, Y ,

通 过 (2
.

2 ) 定 义 W
.

易见

W 〔C
, ’2 ,

并从 (2
.

4 )
,

(2
.

2 )和 (1
.

6 ) 便 可 得 到 (1
.

1 0)
,

进 而 从 (2
.

2 )
,

(2
.

5 )~ (2
.

8 )和

(l
、

13 a
)便知 (1

.

1之)成立
·

反 之
,

设 w 〔C
‘” 并且 M

,

Q
,

w 满足 (1
.

6 )
,

(2
.

2 )
,

(1
.

10 )不:l

(1
.

1 2 )
.

则由(1
.

6 )
,

(2
.

2 )和 (1
.

工o )知 (2
.

4 )被满足
,

又由 (2
.

2 )
,

(1
.

1 3 a
)

,

(1
.

12 )便
一

可得

(2
.

5)
.

证毕
.

木文恒用 f
, (x

, a )代表 f(x
,

t)的 L a p la e e 变换
:

,
/
(
· , ·

卜{犷
, (

· ,

‘)一
“

“一
,〔A ‘ t”; 一 ,

(2
.

1 1 )

通过取 (I )和 (l )的 L a p la e e 变换 了,

j
‘

得 ( I )
产和 (! )

/ :

(I )
/ 的方程为

M , = D k , ,

Q , 二CY /
(
x

或 k , = dM, ,

Y , = c Q ,

k, , ~ 一 (甲二
, , ,

切二
, : ,

甲丈
, 2 十明《

, ,

)
,

a
)〔日 x (o

,

co )

(
x ,

丫”二 (、二
*
一甲f

,

a
)〔口 x (0

,

oo )

叨二
2一 甲‘)

a
)〔口 x (o

,

co )

a
)〔口 x (o

,

co )

a )〔口 x (o
,

oo )

a
)〔口 x (O

,

oo )

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

一 (M f
, ;
+ M生

2 , :
一 Q了)一 a Z

I卿了+ 。
。 ;
= 0

一 (州
2 , ; 十川

, :
一邵卜azI 礼十华气科

Q
‘, ‘
一 a 么刀切 + P

。

二 o

其中 爪
a , ,

夕
。

由下两式规定
:

阴
。‘= m 了+ I(a 切

‘。+ 中‘。)
,

P
。

一P‘+ B (
a w 。

+ 山
。

)

洲 = 面产,

沪二= 币二
,

切f= 示丁

口 = 面 ‘ ,

甲f= 币二

M二二M ‘

M乙= 硒‘
,

万七
,

= 厕乙
: ,

Q《= Q 《

(l )/ 的方程为

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 a
)

(2
.

1 5 b )

(2
.

1 5 e
)

((((

(x
, a

)〔g x (o
,

oo ) (2
.

2 6 )

(;
,

a )〔C
, x (o

,

co )
‘

(2
.

1 7 a
)

(
s ,

a )〔C
: 又 (o

,

co ) (2
.

1 7 b )

(
; ,

a )〔C
: x (0

,

co ) (2
.

1 7 e
)

(。
, a

)〔C
3 只 (0

,

oo ) (2
.

1 7 d )
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(T
口 , , 、,

T
。 : , : ,

T
a , , : + T

。2 , :

)
r = a ,

d朋‘
(

(T
a l

+ T
。 , ; ,

T
a Z

+ T
。 , 2

)
T = a Ze Q,

(

,
a )〔口 x (0

,

oo )
,

a )〔口 x (o
,

co )
(2

.

1 8 )

其中

T
a ‘
= I

一 ‘

(S 了一。
a .
)

,

T
。

= B
一 ‘

(S
, + p

。

) (
x ,

a )〔口 只 (o
,

co ) (2
.

1 9 )

S f= M了
, , + M了

2 , :
一Q了

,

S 省二M了
2 , ,

+ M雪
, 2
一 Q蜜 (x

,
a )〔口 x (0

,

co )

(2
.

2 0 )

S , = Q了
, ‘

(x
,

a )〔口 x (o
,

co ) (2
.

2 1 )

T
。

= a Z
汤 , ,

一 T 公
。
二。么币二

,

一T
a :

= a Z

祝
一

(
s ,

比)〔C
:
父(0

,

co ) (2
.

2 2 a
)

7
’。

= a Z
汤‘,

一 7
1 。 。

= a 么

币二 (
: ,

a )〔C
: x (o

,

co ) (2
.

2 2b )

M 君= 丽二 (
; ,

a )〔C
Z x (o

,

co ) (2
.

2 2 e
)

万乙= 反二
,

M匕
。
二厕乙

: ,

Q二二 d 二 (
: ,

a )〔C
3 x (o

,

co ) (2
.

2 2 d )

其 ,},

T
。 ,

二 IT
Q ,

+ m 7
’。 2 ,

T
a 。

二一 m 7
’ a ,

+ 17
’ a 。

(
s ,

a )〔C x (o
,

co ) (2
.

2 3 )

除 了一矿I甲了
,

一矿刀田
/

之外
,

方程 (2
.

1 2 )~ (2
.

1 7) 形式上同板的静力学的边 值 问题 一

致 〔“」,

但一 a 叮甲了
,

一 a Z
B功 产 可被理解为弹性地基上的反作用 力矩和力

.

因此
,

利用〔2〕中 提

供的方法所有转换能量原理均可被建立
。

但是静力学中却没有与 (l )
产对应的问题

。

为了方便我们 引进下列记号和定义
.

(
a
) w 〔万当且仅当 (z ) w 〔e

‘’“ ;
(2 ) w 满足 (1

.

2 2 ‘
,

b )
;

(3 ) w
,

w
, ‘ ,

宙
,

衬 在 oo 有

界
。

W 广= (甲了
,

甲‘
,

。 /

)
, 〔H

/ 当且仅 当 W〔H
.

(b) F 二 (M
,

Q
,

W )〔乙当且仅 当(1 ) M
,

Q〔C
‘’”;

(2) W 〔C
‘’2 ;

‘

(3 ) M、
Q

,

W 满足 (2
.

2 )
,

(1
·

1 2 c ,

d )
;
(4 ) M

,

Q
,

W
,

M
, ! ,

Q
, ‘,

w
, 。,

内
,

村 在 co 是有界的
·

F ‘一 (M
‘,

Q‘·

W
‘
)

〔L , 当且仅当 F〔L
.

F是 (I )的一个解是指
:

(1 ) F〔L
;
(2 ) M

,

Q
,

W 满足 (1
.

5 )或 (1
.

6 )
、

(2
.

2 )
、

(1
.

1 0 )
、

(1
.

1 2 c ,

d ) ; 雪万是( I )的一个解时
,

(1 ) 尸也口“作( I )的一个解 ; tZ) 尸
‘叫

作 (I )
产的一个解

; (3 ) W 和 W
尹 分别 日,1作 (I )和 (I )

产的位移解
.

(
e
) S

:
= (M

,

Q) 〔尺当且仅 当 (1 ) M
,

Q〔C
Z , 0 , (2 ) M

,

Q 满足 (2
.

5 e ,

d )
; (3 ) M

,

Q
,

M
, ‘,

Q
, , ,

M
, ‘, ,

M
, ‘2 ,

Q
, ‘, ,

Q
, ‘2 在 co 是有界的

.

5 鉴= (M
, ,

Q ,
)(R

, 当且仅当 S , 〔R
.

S , 是

(I )的
~ 一

个解是指 (]) s
T
〔R ;

(2 ) M
,

Q 满足 (2
.

4 )
、

(2
.

5a
,

b)
.

当S
:

是 (皿
’

)的一个解时
, 、

S芬叫作 (皿)
/ 的一个解

.

三
、

关于 (且)
‘

和 (址 )
‘

的最小转换能量原理

没定义在 甜 x 〔0
,

二)上的函数叻
‘, v 的 L a p la c e

变换分 别 为 记
,

分别用 记
,

劝f
,

v’去乘再加起来在 口上积分
,

注意到

M‘劝二十M二神了= IM f劝犷十M 了
:
(m 劝哎十 l叻‘) + m M省势蛋 在C x (o

最后我们可得到

口 / 。

(2
.

1 5 a ,

b
, e )

co )
_

巨 (3
.

1 )

一

I
。仁M‘, ‘

) 1 + M‘
2

‘、‘
, 2

+ , ‘
, 1

, + M‘, ‘
, 2
一 Q了‘

·
‘
!
一 , ‘, 」d“

一 ( x (。
。‘一 。“

z : 了)劝了+ (,
。

一 。‘; 、‘)
。‘〕J。 、 { (。‘

。 , 一对‘, ‘一、‘
。

, ‘)、
:

(3
.

2 )

J 曰 J O

这里要求 M‘,

Q‘,

W
‘

满足 (2
.

1 5 )
,

劝了
, , , , 了

, : , 。
‘
。在磊 x 〔o

,

co )上存在
.
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作用

(3
.

2) 是关 于 (I )
‘
的虚功原理

.

它将在建立关于 (I )
/ 的各种变分原 理中起着重要的

定理 2

(a ) 设 w , 是 (!
一

)
/ 的一个位移解

.

则定义在H
‘上的泛函

、
“

一 {
_

「u
。 :

+u
。 2

十答
一

(, * , *卜*
。)一。

。 ‘,
卜Pa , ‘

抽。
Jo L

一 ‘ ’ 一 ‘ ’

2 一 了 ’ 了 ‘

”
一 ’

了 ’ ‘ 一

」一

+
{
_ _ 两二, : 。: + {

_ (而‘
。

, ‘一。:功
‘
)J

; 一

(a > 。)
J 七 2 + 七 3 J 七 3

(3
.

3 )

在内
‘
处取最小值

.

(b ) 设尸 是 (I )
‘的一个解

.

则定义在L, 上的泛函

二一
{

_
.

[va
,

+v
。 2

+

价(, * : , : +B
功。

)1a 。仁
_

恻川
:

一砂Q()
、:

J 甘 L ‘ J J 灿 1 十 七 2

+ f
_ 币‘对‘J : (a > 。)

J 七 1

(3
.

4 )

在F 产
处达到最小值

. ’

其中

住QU犷U
。 、
=

厂
。 1
=

蛋
k‘矛”k ‘

,

1
、 , , , 。

‘ , ,

=
一二 ,

’ ‘

灿丫
‘

艺
(3

.

5 )

1
. 。 , , J .

,

二 爪
’

一 U 爪
‘ .

艺
一三。

, , c Q,

‘
(3

.

6 )

证明

(a) 设 F ‘= (M
‘,

Q’
,

W
‘

)是 (I )
’

的一个解
,

对任意 W 生H
, ,

令

么W
产二 W 亡一 W / = (切省

,
一甲f

,

甲亡
:
一 切‘

,

切忿一切
,

)
,
二 (△甲f

,

师‘
,

△, 勺
,

(3
.

7 )

么二
/
~ O

,

△甲二二 0
,

△甲套= 0

八功 / 二 O
,

么甲f二 0

x (

x (

,

co )上
,

co )上 } (3
.

8 )
C

丫

C在在

并且
,

由 (3
.

5 )
、

(2
.

1 2 )
、

(2
.

1 4 )我们得

刀
。

(W 亡) = 刀
。

(W
I

) + 2汀竺(W
’ ,

A W ‘) + H 二(么W
, )

其中

(3
.

9 )

2“匕‘w
, ,

Aw
产
)一{

。 〔M , A * ,
, 1

+ M ,
2

(△* ,
, 2 + A , ‘

, 1

) + M‘“* ‘
, 2

一Q‘“‘切“一 * ‘)〕d“ +

!
。 〔a

“

‘I, ‘八, ‘十 B“
,
八:

/

,

一
八* ‘一 p

·

A。勺d“十

J
C : 十 C 3

M ‘A , ‘d
·

+

丁
。 3

‘“‘
·
八* : 一“: 八四勺d

·

(3
.

1 0 )

二 : (A w
/

卜{
。 : U

· l

(八w
产
) 。

一

U
。 :

(么w
广
) 、

一

百(I△讨八衅 十B△W 产“)〕d口 (3
.

1 1 )
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由(3
.

2 )
、

(3
.

8”季注意到 F
,

是 (I )
产

的
一

个解
, 声

合易验证 (3
.

1 0 )的右端为零
.

又 lJ
_

1(3
.

1 1 )是

一个关于 △W
产的正定泛函

,

故有

H
。

(W 仁)) 刀
。

(W
,
) (3

.

1 2)

且当且仅当 W 仁= W
产时等号成立

.

(b ) 设F / 是 (I ), 的一个解
,

对任意 F 仁〔L’ 令

八F ‘二F 亡一尸‘= (M省一 M , ,

Q弓一Q , ,

W 仁一W
‘
〕二 (夺M

, ,
八Q

‘,

△W
‘) (3

.

1 3 )

则

一 (八M‘
, ,

+ AM‘
: , 2
一 AQ‘)一

a , IA 切卜
0 飞

一 (“M朴
+ 么M抓一 “Q犷)一 “

zIA
甲‘一 O

}
△Q了

, ‘一 a z

刀△功‘= Q

AM二二 0 在C
: x (0

,

co )上

在口 x (0
,

co )上 (3
.

1 4 )

八M二= o,

△M二
:

三。
,

△Q亡= o 在C : x (o
,

。 )
一

匕

由 (3
.

6 )
、

(2
.

1 3 )
、

(2
.

1 4 )我们有

(3
.

1 5 )

并且
,

其中

厂
。

(F 匕)= 厂
。

(F
,
) + 2厂竺(F

‘,
△F ,

)
、

干厂二(A F ,
) (3

.

1 6 )

2厂: (“
, ,
“F ,

)一I
。〔“M : , ‘

, 1十“M‘
2

(, ‘
, 艺十 , ‘

, 1

) + “M‘, ‘
, 2
一 “。了‘? “一 , ‘)〕d“

+ a Z

{
。

十

J
。 ,

(, △, 了, 了+ B△。 ,二 ‘
)d。十 {

_ _ (△M‘
,

币‘一△。‘、
‘

)d
;

J 七 1 + 七 像

△M二币匕山 (3
.

1 7 )

二 : (△F’ ) 一仁〔。
,

(△M勺十二
2

(△Q, )十
省(, 。, :如 : +B 如勺圳

J 甘 乙

(3
.

1 8 )

由 (3
.

2 )
、

(3
.

1 4 )
、

(5
.

1 5 )并注意y[J F , 是 (I )
产的一个解

,

因厂吞(AF
尸
)是△F

/ 的正定泛函
,

故有

厂
。

(F幻> 厂
。

(F
/
)

这里当且仅当 AF 产二 O 即 F二~ F /
’

时等号成立
,

定理成完
。

由(3
.

2 )可验证
,

对于 (I )
产的一个解F ,

有

H
。

(W
,
) + 厂

。

(F
,
)二 o (a > o )

定理 3 设S鉴是 (1 )
/ 的一个解

。

则定义在R , 上的泛函

容易验证 (3
.

17 ) 的右端为零
,

又

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )

厂一‘s ‘, 一

{
。

〔
。2

、拭一 + 厂一卜‘一

(告
s‘一、 )

S , + , 一(古
S , + ,

·

)
S ,

]
“。

+ 。Z

J
。 , * 。:

(, 了M“一。产Q ; )“
·+ a Z

{
。,

, ‘“ : d
·

(a > 。)
(3

.

2 1 )

在 S芬处取最小值
。

证明 当 S鉴十韶鉴以
‘时

,

我们有

、呼(“;卜 {
。

沙(
一

粼 * , +
一

毅户
“ :

2 十
一

会 “ )+t
一

““‘一
, ,二
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一

卜B
一 ’
(S

/ + P
。

)乃S
‘

1。。+ 。 ,

仁
_ (币‘。、 :

。
一。‘“Q : )d

;

J J 七 1 + 七 2

+

孔
1

少袱占M‘ds (3
.

2 2 )

其中
占S , = 占Q犷

,

“ (3
.

2 3 )

将 (3
.

2 3 )代入(3
.

2幻
,

犷
2 , 2
一占Q丁

,
己S ‘= dM f

Z ,

经分部积夯并使用 (之1 9 )

+ 占M f
, 2
一阅了

,

可得

乃厂二 (s ;卜丁
。

!(
a Z

g淤
一T 一

, 1

)
“M : 十(

一
且淤

一T 一
, 2

.

)
“M :

+

(
a 么

aaH ;;
一 T

· , , 2
一 T一 )

占M :
2 +

(
a Z

言石寻
1
一 T
一

T一 )
”Q ,〕

d“

+

{
。〔‘T 一占M‘+ ‘沉T 一 + ‘T 一 ,“M f

Z
+ ‘

一“M‘+ ‘T
·

“Q‘+ 。T
·
“Q‘〕d

·

+ 。“

{
_ _ (币‘。、了一* ,占。‘)、

: + 。“

{
_ 币‘。二 : *

J 协 1 + 七 Z J 七 1
(3

.

2 4 )

由(1
.

1 3 )
、

(2
.

2 3 )
、

(3
.

1 )并注意到 ds f满足与 (2
.

2 2 e ,

d) 相对应的齐次边界条件
,

(3
.

2 4)

的三个线积分成为
’ ·

’

(
, 、

_ 〔(:
。 。

+ 。 ,

乒‘)。、‘
,

+ (:
。

一 。 2、‘
)。口叮〕、

: + f
_ (:

。 ,

+ 。“
币‘)。、‘J

: (3
.

2 5 )
JC I 十C Z 一 ’

一
「

“
‘ ’ 一 ‘ -

一

”
”

一
’

Jc
l ‘ 一 ‘

⋯
‘ 一 r “ · - - - “ -

月

(3
.

24 )
,

(3
.

25 )意味着S鉴是 (夏)
产的一个解当且仅当

占厂
。 ,
(S 鉴) = 0 (3

.

2 6)
再注韶

!J 一一
.

d犷
a ,
(S ; )> o (3

.

2 7 )

便得厂aT 在S 鉴处取最小值扩定理证毕
.

, 一

“
,

一
从

,
. .

‘

由(3
.

2 )
,

定理多和定理 3 及 L a g ra n g ia n
乘数法可得关于 (I )

尸和 (l )
尸的互等定理和各

种厂义变分原理
。

四
、

关于 (亚)
、

和 (111 )的最小值原理

a 一 Z

H
。 , a

一 “
厂

。 , a 一

犷
a , 的 L a p la c e 逆变换为

“
:
一

{
。

[
t· (U

‘1 + U
OZ
) 十 ; (I , ‘·* ‘;+ 加

, 田)

一
* 。一 p

‘, 。

]‘
“

、

一

+ ‘“

I
e

{
+ e 3

两二, ·
“·“

·

孔
:

(““二, 一“二叨 )d
·

‘

(w酬
, ‘》。) :

’

(4
.

1 )

厂
:
一

{
。

[
t·‘厂

。! + 犷
。2

) +

香(
I, ‘, , ‘+ B。。 )]

d。
、、 1

+ 矛,

{
_ 。

(,
: ,
。

。 。
一 而* 。

,

)、
: + , ,

{
_ ,

, ,
。

,
、:

(尸。、
, , > 。) (4

.

2 )
J 七 1 + 七 艺 J 如 1

”
厂

‘

一{
。

{
厂: 士

·

+ 犷: 2 十“
肉 !

一

(;
一s ‘一。

: ‘

)
, S : 十”一

(;
, “+ 九

)
; “

〕
d“
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+
{二

,

,
,

(币
。 ,
、

, 。

, 、二
Q

。

)J‘ +
{
_
炯
。 *
、

。
、s

(s
: 。*

, 云> o )
J 七 1 + 气 2 沙七 1

(4
.

3 )

其中

U
, 1
一

合
k一 (D k )

,

U
OZ
一

会二‘c y ,

。:
l
一

合
M二 (‘M)

,

犷
, 2
一

音
Q一‘c Q,

(4
.

4 )

(4
.

5 )

T
”
= IT

,
+ m T

: ,

T
:

二 一阴T
,
+ IT

:

应用定理 2 和定理 3 或直接算占刀
. ,

j厂‘,

扩。 ,

可以得到

定理 4

(a) w 是 (I )的一个位移解当且仅当

H 。
(W )=

st 刀
‘

(W
。

) (t> 0 )
W

c

(H

(b) F是 (I )的一个解当且仅当

I’
。

(F )==
st 厂 .

(F
。

) (t> D )

(4
.

6 )

(4
.

7 )

(4
.

8 )
F

c

(L

(
。
) S , 是 (l )的一个解当

一

且仅当

厂
‘,
(S

,
)=

st 厂
: ,
(S

, 。

) (t》0 ) (4
.

9 )
S 丁 。

( R

这个定理仅提供了泛函 的驻立值原理
。

使用〔5〕中的方法尸
,

可以得到关于(I )和 (l )的最小

值原理
.

为此
,

我们引进一个相容的权函数集合E
.

州t) 〔E 是指 (a) 对每一个伦〔0
,

oo )
,

或 t)

存在并且 州 t) 是某一非负的且在其定义 域 内 至 多 只 有 有 限 个 零 值 的 连 续 函 数 G (a)

(a 〔[ o
,

co )) 的 L a p la e e 变换
,

。“, 一

{了
G (a )一

d a

(4
.

1 0 )

(b) 下列广义积分存在
:

!了l了
。(, + ·

)“‘“一

J了)了
“‘i+

·
, “‘“一

I了)了
”“+ ·

,“‘“
·

(4
.

1 1 )

这样引进的 川 t) 和 G (a) 使得本文出现的广义积分均存在并可任意重排积分的次序
〔毛 , 5 ’.

首先
,

通过 L a Pl ac
e 变换的性质

仁‘’,

我们可以得到下列典型的公 式
:

‘
·

,
I了

G ‘a , 叨 /
‘
· , a , d a 一

{了
g (‘)切(

· , , )d , (4
.

1 2 )

‘b ,
I了

G ‘a )k
‘·
(
一

)D k
‘
(
一

)d a 一

丁了J丁
。(, + ·

)k
·
(
· , , )。k(

· , ·
)、,、·

(4
.

1 3 )

‘
。

,
{了

G ‘a , a、
/
‘
一

, d a 一

{丁
。、‘)‘(

· , ‘)d‘+ 。(。)二(
· ,

。) (4
.

1 4 )

‘d ,
I了“

。 , a Z* 了‘
· , 。 , * ‘(

· , 。 )d 。一

{了I了
。(‘+

·
)中

1

(
·

: ‘)中
2
(
· , ·

)d td ·

l) 顺便指出
,

又献〔门中(透
.

1) 式的最后一项的系数口2是不应该有的
.
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+

}民
。(‘, 〔,

1

(一 ‘, ,
2

‘一 “, + 沪
2

‘一 ‘, *
!

‘
, , ”, 〕d‘+ 。‘”, , 1

‘一 0 , , 2

‘一 ”,

(e )
J丁

G (a )a
Z
M / ·

(
· , a )‘M

,
(
· , a )‘a 一

{了丁了
。“+ ·

)“罗(一 ‘)‘“(
· ,

(4
.

1 5 )

动dt 击

+ 2

丁了
。(‘)“

·
(
· ,

‘)‘M‘
· , 0

)d
‘+ : ‘”, M

·
‘一 ”,”M‘一 ”,

(4
.

1 6 )

然后
,

使用 (3
.

3 )~ (3
.

6 )
,

(3
.

2 一)和(4
.

1 2 )~ (4
.

1 6 )
,

对任意已知的夕〔刀
,

我们有

f刀 。
, 、

。
,

1 「泊 「为
,

二
、

「
_ , , , . 、

、
. , 、

二 ~
l 行 气a )1 1

a a 口 =
一
万 1 1 g Lr十 T ) 1 LK

‘

气X , r ) U 耽气X
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