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摘 要

( l ) 本文摒弃了传统的四元数理论
,

建立了 Di ra
c 一Pau h 丧象的复变函数理论

,

从而使多元

多维问题成为较简单的问题 ;

(2 ) 木文用D ira c 一Pau h表象的复变函数理论
,

简化了不可压缩粘流动力学的N ay ier
一Sto k e s

方程和等嫡气体动力学方程组
,

使作为流体力学中心问题的上述两类方程组化归为只有一个复 未

知量的非线性方程
.

是故易有太极
,

是生两仪 ; 两仪生四象
,

四象生八卦
.

—
《易传

·

系辞上》

一
、

RlJ 舀

我们都有经验
,

在弹性静力学平面问题中引入A iry 应 力函数“川’,

在不可压缩流体的平

面流动或轴对称流动问题中引入流函数’4 ~6 ’,

和在无旋流问题中 引 入 速 度 势
‘7 ’是十分方便

的
.

现在的问题是
,

这种仅仅用一个未知量来确定二类力学问题的解的方法
,

能否推广到三

维问题 (或四维时空 ) 中去 ? 这是第一
第二

,

众所周知
,

’

传统的复变函数理论的成功是辉煌 巨大的
,

但是它只对二维问题 (或

三维时空 ) 有效
。

这种以 复数形式表示的简便方法
,

能否应用到三维问题 (或四维时空 ) 中

去 ? 如果能应用
,

那么它将取何种形式?

第三
,

凡是在逆散射变换 (in v e r s e s e a tte r in g tr a n s fo r m a tio n )和孤立子 (
s o lit o n )理论

方面
〔‘一。,

作过工作的人都知道
,

目前关于这方面问题的理论大部分是一维 (或二维时空 )的
,

并只有一个未知量
.

如果要用逆散射变换和孤立子理论来求解三 维 (四 维 时 空 ) 的力学问

题
,

无非是两种办法
.

其一是将目前的理论推广到多维空间
〔‘。~1

‘1 ,

其二 是 将力学问题化为

只有一个未知量和尽可能少的自变量的形式
.

第一种方法
,

在数学上的难度与第二种方法是

等价的
。

而第二种方法
,

则又与我们前面提出的两个问题相联系
.

从逆散射变换和孤立子理论的观点来看
,

非线性的力学问题或物理问题的所有困难中
,

釜

钱伟长推荐
.
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最主要的困难就是时空的维数和 未知量的个数
.

经验和本文的结果表明
,

问题的困难程度大

致正 比于 (10 9 :

n)
,

其中 n
为空间的维数 (或 。 + 1 维时空 ) 和 未知量的个数

.

数学上到目前为止
,

只有一种办法可以帮助我们解决上述三个问题
,

刀卜就是所谓
“

四万
数 (q

u a te rni o
n) 理论”

’2 一

炸
.

我们已经知道
* “

三元数
”

是 不可能存在的
,

因此它 最终被矢

觉所取代〔“〕.

丈 〔1 5 」不口文〔16 任证明了
,

原贾日上不可能对班才步犷充数域拜直使得算术运算

的全部运算律仍被保持
.

但是如果
一

可以舍去淇中儿条 ; 服么j羡肿扩充仍是 可能的
.

四元数理

论就是在舍去乘法交换律的贫础上建立的
.

除此之外
, “

八招皱 (b句ua te rni on )
”

理论则要

求舍去更多的运算律
.

四元数理论是W
.

R
.

H a m il to , 1 (1 8 4 3 )首先引入数学的
.

他从 1 8 3 3年就开始研究自己所

建立的四元数理论
.

他的研究结果结 .结在他的两 本 书〔‘7 “‘“’中
.

以后
,

F
.

K l。in 等人
〔‘。’也

作丫一些工作
.

但是直到最近
,
四元数还没有得到任何有价值的实际应用

,

而仪仅作为四维

线性代数的形式数学模式的范例处在象牙之塔中的数学王 冠上
『2“~ “‘〕.

国外首有 人将四元数

川约仑应用于刚体定位问题 t““ 」,

但其形式并不简便
,

行文犹如天书
,

囚而其成果是有限的
.

本文摒弃了传统的四元数理论
,

建立了D ir a e 一Pa u li表象 (
r e p r e se n ta tio n

) 下的复变 i:1fJ

数理论
,

本文的结果表明
,
D irac 一Pau h 表 象的复变函数理论是 可以取代四元数理沦而成为

独立的数学学科的
。

它的计算简便
,

它的形式令人信服
.

本文以流体动力学作为 D ir ac
一
P a ul i表象的复变函数理论的试金石

.

这一方面是因为流

体动力学的自变量和因变量众多
,

因而难以求解 ; 另一方面是因为弹塑性力学的一些主要方

程都
! ,

丁以化归为 Sc h r 6 d in g o r 方程和 D ir a c 方程 【‘。一 ‘’, ““‘ 2 5 1 ,

从而已经解决了求解 L的困难
.

当然
,

木文所提供的方法
,

可以同样在多维弹塑性力学中得到应用
.

为 了尽
一

可能少地涉及热力学定律
,

本文以 不可压缩粘 流动力学的 N a vi e卜St o k o s 方程和

等嫡气休动力学方程组为研究对象
.

前者是流体动力学的中心问题
〔““’,

同时 它 又 表 示着湍

流的瞬时运动 ; 后者是仅次于前者的另一中心
.

本文中凡重复指标按 E in 、te in 约定求和
.

二、 D ir ac
一P aul i表象的复变函数理论

传统的复变函数理论
,

可以称为
“
E CR (E ul e卜C a u c hy一R 沈 m a n

动 表象的复 变 函数理

论
” 〔2 7 」.

在 E CR 表象的单复平面中
,

矛= 扩 + 犷 (2
.

1)

式中
, % ,

夕和 “ 具有通常的意义
·

(2
.

1 )
。

知吓以分解为
z ~ “ + 如 万““一勿

,
,

(2
.

2)

式中 乏为
z 的复共扼

.

(1
.

2) 式定义了
: 和 万 两个复自变量

.

现将 (2
.

幻式改写成下列形式
:

leees
.

�
、
、.声Z夕y

j

了.、、一人、万/
廿nU.名,了.r、、

+、
J了

〕
三

扩
2

川 ;)(
或

〕
一 、

几[.rl( :;)
一

卜二

嗽)」 (2
.

3 )

,

,

丈、}:
( , 、 (寿一 1

,

2 ) 为 P a u li 矩l约毛
, z / 、 2 为归

一

化 因子
.
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这样
,

单复平面 的 E C R 表象就化为 P a ul i表象了
.

对比 (2
.

2 )式和 (2
.

3 )式
,

可知

{
“’
一“ 2

一 “

夕l
一夕

2
= 夕

(2
.

4 )

,口2

1斌1寸
一一一一

�之一之

一一一一
之之

r.es.才

l

引入 D i ra c 符 号〔“”〕,

以 } >表示刃 矢 (右矢
,

k e t )
,

其共辘 < 1表示刁矢 (左矢
,

b r
a)

,

贝lJ(2
.

3 )大可写成

}
之) 一

护
2 〔口

1

,X > + a 2

.、〕

<·卜 九
一

〔< ! ,。
!
+ <。, a Z

〕

(2
.

5 )

其共辘为 (2
.

6 )

式中 。、a ‘+ 二‘a *
= Zd

、‘

( i
,

k = 1
,

2 ) ( 2
.

7 )

占*‘为 K r 6 n e e k e r
符号

.

另外
,

由D i r a e 符号的性质可知

< z
}
: ) = 2 2 ,

<x
}x ) = 2 x 2 , < g !, ) = 2 , 2

(2
.

5 )

现在将此规则推广到四维空间
.

我们设
二2

= 二a , 。

(a = 1
,

2
,

3
,

4 ) (2
.

9 )

式中戈‘的定义待定
.

引入 D ir a e 矩阵或 F lu g g e 标准矩阵〔2 。’下
。

( a = z
,

2
,

3
,

4 )
.

同时

定义飞 四维空间的每一自变鼠%
。

(a 一 1
,

2
,

3
,

4 )都定义为 H il b e rt 空 间的四元矢量
,

并

且每一分量都有相等的值
,

即

% a

= ,
a ,

= 戈
a Z
二%

a 。
= 戈

a ,

(a = 1
,

2
,

3
,

4 ) ( 2
.

1 0 )

(2
.

1 0) 式的成立
,

在量子力学中是常有的事
.

这样
,

我们就有

定理 1 四维空间的复自变 鼠z ,

可以 由 D i ra c 表象的 H i lb e r t 空间的矢量来表示
:

l
}2 户= 厅夕

口

}戈
。

夕
‘

(2
.

1 1 )

其复共辘则为

1
,

义z }=
0 义% a

}夕
a

‘

(2
.

1 2 )

式中 1
2 >和 !凡>均为 H i lb o r t 空间的四元矢量

:

【“) 二 (
z 、 , : : , 之 3 , z ‘

) r ,

}, a

) = (
* 。 , 、 。 , 二。 , % a

)
?

系数 1 / 2 为归 一
北因子

, 丫
。

满足关系

,
a

, , + , , ,
。

= 2占
。

,

在 (2
.

1 1) 式中
,

等 号左端的矢量 12> 应左乘 4 x 4 单位矩阵
,

现 已省略
.

将 (2
.

1 1) 式展开
,

可得

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

;
(一 ‘二

,
一 二 :

一 *x 3
+ 二 ;

)
,

乡(‘
, :

+ % : + *, 3
一 二‘

)
,

孟(
一‘x l + x Z

+ ‘“ 3 + “ 4

,

(2
.

1 5 )
: ;
一

专(‘,
1
一 “ 2

一“3 一“毛
, }

由 (2
.

1 5 ) 式可以看出
,

z 。== 一 2 1一 z 一== 一之 : (2
.

16 )
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因而 1: \的独立 分量只有两个
.

但若引 入 二 ,

和 : :

的复共辘
,

则 : ; ,
乞、 (儿~ 1

,

2) 组成四个互相

独立的关系式
:

,
一

; (
一‘二

1
一 、 2

一 ‘x
3 + x 4

,

(2
.

1 7 )
_ 1
之 l
二 2

自fU丈看八}
,

同
.

〔如果以一

坤 (二二)
、

兑 (一 :

(‘
见 ,
一 , : + i* 3 + 二、

)
,

如果了汗十%
、

前的符号
,

: :
一

;
(一‘、

1 + 、2
+ ‘“

3 一

干“‘,

万2
一

;
(‘二

1
+ 二 2

一 ‘“
3
+ “ 4

, }
则 二、 (k= 1

,

2
,

3 ) 前的符号与中国古代的八卦符号相

长划
“

一
”

表示正
,

两短划
“

一
”

表示负
,

则 z 。

和 艺
。

(a = 1
,

2
,

3
,

4 )分别对应于

乾(

定王,1落 1 1为 i正明
,

)
,

良 (: 二)
,

离 (一 )
,

翼 (
_ _

)
,

坎 (班)
,

震 (一)
.

〕

可以将(2
.

1 2 )
。

戈左乘(2
.

11 )
_

式得到
:

< : }
: > 二二a

乏
。

(
a = 1

,

2
,

3
,

4 )

华仁中 · l 艺,

一
3 ; 3
一

{
二

a 义 ·

+

;
% 1义3

一

;
x Z灭 4 ,

一‘
比

一
‘ 4
一

;
X

a
%

一 ;
, 1 / 3 +

;
义ZX ·

即 (21 2 ) = 几介 (证迄)

It工(2
.

1 7 )式
:“
1得

一‘

翼
2 + ‘。

旦
,
+ ‘。

髻
2

)
。无

一

/了.、119曰

口旅一1 / 口
叮
一

一卜

2 \ 口之 : 口之 : a 万l
+

(2
.

1 8 )

;(
一‘

翼
; 、

一

‘

泥
2 + ‘。

髻
;

)
。
髻

2

)
1 / a 口 口 口 、

2
肠

: , 十 山
。 十 。万 , 十

‘

。。:

)

一一一一一一一一
口叙口叙。叙。叙

并目
.

接着可得
:

rZ‘、, .土J任a 2

口% ;

口2 \ l a 么

十 。
_ _ 。

_ _

】+ _ ‘ 一 凡 _

a 之 &0 之 自 / 艺 O 之人O 之 儿

、、,Z

一之

护闷
一之口

Z了.飞、1,自

+

口2

a之、a z 、

口2

口2 一口万:

口2 口2

+ 二
一不二

-

一
。 。

一
a z 2 0 之 1 0 之 l口之 2

口2
_ I了

d 戈 ; 4 \

口2

口之。口z 、

护 、
.

1

宁无
。

旅
、

7十
一

2

口2

口z ,口之、

口2

口之 1口万2

口么

口2 aZ a Z \

+ 。二 :。: , + 。之 :。: 2 + 。玄
, 。: 2

)

J

‘
、

、

曰.上,曰

(2
.

19 )

、.les.eeesweee.weeseseseses

!
.......扭.皿.....

口氛口燕

口2
\

.

1

十 旅六
;

夕十 2

口2

口z
。

口万、

/了.、,土
‘月沈

一一一

口戈

口几

口2

口之月万
2

口2

子 夕刁

气曳
口z

口之一口之 2

‘

‘妞了、11,自

护 = 叮
口戈二 4 \

a 2

a之办氛
+ 一
辰

一
。二

o 之 儿O 之息 )
+

;
口2

+
a 2

口之:口万
:
十 a瓦方

,

日2 a Z \

+ 。: ,。: 2 + a艺:。:
2

)
rZ、、,19臼
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同时还有
/ 口2 口2 口2 \ 1 / 口2 口2 \

V
一

= 物
二 ; 十 。, ; 十 。二 ; 少一

4 气灸八
。

+a 动
: 。
夕

O么 1 / a么
.

aZ

二不一 ~ 而 二
一 ~ ! 。 。 十二二

一 ‘二
0 2 ‘o 之 自 乙 \ a 2 1o 之2 0 之 1 0 之2

a 么

十万
一

。 _

U 之一0 名

尹 、
:口万i

/
(2

.

2 0 )
八010口

一
.�

口2
a 2

叙 ; 十州
日2 日2

十 。二互+ 口义 :
口么

口戈
。

日% a

口
2

口之*口万

+ 决

( a 二
,

2
,

3
,

4 ; k = 1
,

2 ) ( 2
.

2 1 )

口么

+ 口劣
口2

口z ‘口万*

口2

十 。 ,

-
a X 二

a 2

口氛a万、

一

(
。之

霭
: 2 :

一

。;

髯
: 2

)

七霖
2 一

、。万

百
: 2

){ ( 2
.

2 2 )

手护
一州护一州

由 ( 2
.

1 7 )式可反解出
:

戈 - 毛 + z :
一 万1

一万
2

凡 ==

由此可得

:’(
: ,
一二 2

一 万, + 万:

)
,

二 2

一; ( 一
2 1

+ : 2
一‘

1
+ ‘2

,

二、
一

雪(
2 1

+ : 2 + ‘ ! + ‘2

, }
1上O自

( 2
.

2 3 )
1上2

泥
,
一

么(
‘

簇

( 2
.

2 4 )

!
、/!

l
日 口 \

。二。 十 百二
、

)

、

、产
产、、.了Z

、

介�旦撇
。奴

口X一
.

口++

1 /
.

口
2 气

’ 。二 , +

a

不
一

卜侣
O 戈 2

a

— 7
口劣 2

口

口X s +

(
一 ‘

(
一‘

夕奴口叙
110自飞工Q奋

一一一一一一

。一
甄
a一忆
。
奴

由 ( 2
.

2 4 )式和 ( 2
.

1 6 )式
,

可求得

\、...口
一

叙

日掀a叙a一叙口
�

叙口
一

叙口
一

叙d一叙
口

az

一 1

一葱 1

( 2
.

2 5 )

一 1

一 1

一 f 一 1

i 一 1

一一

Z‘‘......!百.飞\

,19自

一一

及

一 坛 1

(2
.

2 6 )

、

、
.

!
!
.

1
�

,/

、、

l
!
产

一 1 — 孟

一 1

一 l

一一
J

⋯
.砚、

、

11今曰

一一

。阮a奴旦azs
。
奴
。
鱿
。

.

低立忆旦眠

/‘
.

⋯
.
门

lllwewe\

一一

a旅
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D ira c 表象的复变函数理论的性质有许多
.

下而仅举两例
.

例 1 E ul er 公 J
一

卜

在E C R 表象的单复平面内
,

有E ul e r 公式
:

e ‘“ = e o s a + f sin a

类似的关系在 Pa u li 表象的 H ilb e r t 空IbJ 内也成立 〔”o ’:

e x p [ 公a 二
、
] 一 1 e o s 。 + i二* , in a (k ~ 1

,

2 )

,

若

二
,

= 几二
1 + /, a Z

(几
,

召为
‘

炙数
,

之
2 + l, 2 = l )

(2
.

2 7 )

(2
.

2 8 )

劝
一
日3汁

(2
.

2 9 )

则有
e x P〔亡a a

。

] = 1 e o s a + ia
。 sin a

在 D ir a e 表象的 H ilb e r t 空间中
,

设

(2
.

3 0 )

则

F (
a
)=

e x p〔ia , ,

〕 (拼= l
,

2
,

3
,

4 )

F ‘(a )一‘,
,
F (

a
)

,
F

“

(a )= (i丫
,

)(i,
,

)F (a )= 一F (
a
)

(2
.

3 1 )

(2
.

3 2 )

方程 F
“ + F ~ 0 的解为 c o s a , S in a,

F = (月
, 5 in a + A

: e o s a
) + f(B

I

F (o )~ 1 ,
F ,
(o )= i?

,

因而
5 1n a + B

: e o s a
)

幸斗三意到

所以

从而

B
:
= 0

.

A
Z
= I

,

A
,
= o

,

B
l
二飞

, ,

(2
.

3 3 )

(2
.

3 4 )

(2
.

3 5 )

e x p [ ia ?
,

] = 1 e o s a + f夕, s in a

例 2 C a u e hy 一 R ie m a n n 条件
.

在 E C R 表象的单复平面 L的 C a uc h y 一R ie m a n n 条件为

(2
.

3 6 )

口u a v au 口v

口x = 。了尹
’

。了了

一
。义

口
万二

一

(U + 名v )一 0
O Z

(2
.

3 7 )

(2
.

3 8 )

相应地
,

在 D ir a c 表象的复变闲数 理论 ,11
,

由

(2
.

3 9 )一一封 翻

、、、....户口产
才

l件妇

口一之a�Z

口日

夕月
口‘矛...、、、

, ,

l得 I!{四对 C a u e hy 一 R i e m a n n 条件
:

l
之
..

IJ八U八U

一一一一
巩丸巩xl

�月口口口巩凡姚气口a口a
一一一一

UXVX口口
�d口口v ‘ av l

口x 、 ’ 口工、 霎{
一 O

且二;
一。

毅
十

:立
十

(2
.

4 0 )

+
.上内」VX

�d口口X口口

一一

VX口口

11今自

式中 ( 一 fv l
一。 2

一 i v 3 + v ;

)
, 1

,

“2
= 2 灭一 不U l十 v “十 2v 3 十 U ‘ ) ( 2

.

4 1 )

其共辘为
1

, .

⋯
、 _

1
, .

= 2 气: v ,

一
“十 . v , 十 v ‘ ) , ““= 多气. v ‘一口,

一 盆v ”+ U ‘
) ( 2

.

4 2 )
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1
. 、 , .

1
,

}u 户一
。 下a }v 。户

,
火u }一

。 火U
a

}衬。

“
v a

~ v a 一
= v a Z

= v a 3
= . a 4

(2
.

4 3 )

并且 (2
.

4 4 )

(2
.

4 0 )式表明
, v ,

(a = 1
,

2
,

3
,

4 ) 分别满足方程

a 2

口% 尹口x 尹
v 。

= 0 (刀= 1
,

2
,

3
,

4 ) (2
.

4 5 )

如果 x ‘
二 fe t (

e
为定速 )

,

则(2
.

4 5 )式成为 d
,
A le m b e r t 方程

.

由以 上分析 可得

定理 2 D ir a e 一P a u li表象的 H ilb e r t 空间是 E u le r一C a u e hy 一 R ie m a n n
表象的单复平面

的推广 ; D ir a c 表 象的复变函数理论是传统的 E ul e卜Cau
c hy 一Ri

em a n n 表 象 的 复变函数理

论的推广一 四维空间的复数 z , !

吓用

1
{z 夕=

。 下
a

}x
a
户

‘

来表示 ; 同时
,

四维空间的复变函数
“ , ‘

丁用

1
}材户=

一

万 V
a

}v
a
户

‘

来表示 , 其中
, x 。 , v 。

为 H ilb e r t 空lhl 中的同值矢量
, 丫

。

(
a = z

,

2
,

3
,

4 )为 D ir a e 矩阵
.

三
、

D ir ac
一

P aul i表象的复变函数理论的高维推厂
‘

Di
r
ac

一

Pa ul i 表象的复变函数理论可以在高维情况下进行推广
.

定理 3 高阶反对易矩阵可用低阶对易矩阵和反对易矩阵的直乘 (K r 6ne ck
e r 积 ) 来表

示
.

(证明从略 )
.

例 3 6 x 6反对易矩阵
.

已知 3 X 3 对易矩阵有三组共 9 个
.

其中一组为

1 0 0

O 一 1 0

0 0 一 1

1 0 0

P Z
= 10 0 1

11 0 0

p a
一
}
0 0 一 ,

’

0 一 1 0

(3
.

1 )

0 1 0

矛‘

l
,

一一P

又知 2 只 2 反对易 Pa u li矩阵为

/ 0 1\ / 0 一 1 \ /
a ‘

= 火1 0/
, J Z

“气‘ o /
, U 3 = 气0 一 1

(3
.

2 )

其中尸。 (左~ l
,

2
,

3 )满足关系
:

(p
* ,

p :
)= p op ‘一 p ‘p 一= 0

不〕2P 3
= P z ,

P s p 一
= P Z ,

户zP Z
= 户

3 (3
.

3 )

p 孟= 1 (寿
,

l二 1
,

2
,

3 )

同时‘ (怠= 1
,

2
,

3) 满足关系

[ a , ,

a ‘] 一 a *a : + a ‘a 。二 2占。
‘,

(J 。
,

。‘

式中 e * “ 为 L ev i一C iv ita 符号
.

取 K r 6 n e e k e r 积 (À表示直乘 )
:

: 。= P :À a 。, r ‘二P ZÀ u 。

}
一 2i e 。亡‘J , ( k

,

l
, i ~ 1 , 2 , 3 ) ( 3

.

4 )

(左二 1 , 2 , 3 ; = 4 , 5 , 6 ) ( 3
.

5 )
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可得 6 x 6反对易矩阵
,

其中「3 ‘一邪 ’:

: , : , : ; + : * : , : ,
= d

, , : ; + 乙;
, : ,

(拼
, v ,

几= 1
,

2
,

3
,

4
,

5
,

6 ) (3
.

6 )

而 : 。r ‘+ : ‘: 。= o (k = 1
,

2
,

3 ; l= 4
,

5
,

6 ) (3
.

7 )

6 X 6 反对易 H e r m ite 矩阵
,

彼此线性独立的共有 36 个
.

6 x 6 反对易矩阵在处理有关应

力分量或应变分量的方程中是有用的
.

例 4 8 又 8 反对易矩阵
.

8 x 8 反对易矩阵
一

可由 4 个 2 x 2 对易矩阵和 16 个 4 x 4 反对易矩阵 (包 括 D ir a 。 矩 阵和

Flu g g e 矩阵) 的直乘得到
.

因而彼此线性独立的共有64 个
.

如果我们仅需要其中的 5 个
,

则此 5 个 8 x 8 反对易矩阵的组成十分简单
.

定义 2 , 。
二 叭找协下

‘

(3
.

8 )

贝IJ可证明 : 2。~ : 。:

〔下
, ,

?
,

〕= ? , ,
,

+ ,
,

, ,
= 2占

, ,

(拼
, v “ 1

,

2
,

3
,

4
,

5 ) (3
.

9 )

由此可以找到 5 个反对易 H e r m ite 矩阵 : ,

‘

一
À 下一 (

‘

{
,

一 忽丫产

0
(拼= 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) ( 3

.

10 )

。
一

丈中
, o 为 4 x 4零矩l诈

, , ,

为 凌x 4 D ir a e 矩 I泊三和? 。, À 为直积 ( K r 6 n e e k e r 积 )符号
.

一般来说
,

在64 个 8 x 8 反对易矩阵中
,

应当有
r , ‘·r “ + ‘; r ·‘ , = 。, ·丁 ; + d *

·了,

(拼
, , ,

几= 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , s ) ( 3
.

川
推论 1 由对易矩阵与反对易矩阵的直积

,

可以得到任意2n 阶的反对易矩阵 ( n 为自然

数 )
.

定理 4 由定理 2 和推论 1 ,
一

可以证明
, 2n 维空间的复数和复变函数

,

都 可以在D i r a 。一

Pau h 表象的复变函数理论中表示出来
.

2n 维空间的复自变数 2 ,
一

叮用

}z ) : : 。 1劣
: 。 )

来表示 ; 2n 维空间的复变函 数 u,

}“> =

1

刚Z n

{丁用

1

刚 Z n
: 2 ,

Iv
: ,

>

来表示; 具中 凡
。 ,

叭
。

为 H il b e r t 空间巾的同值矢 鼠
, 介

。

为 Z n x Z n 反 对 易矩阵
, , 为 自然

数
.

四
、 K a lu z a “

鬼
,,
坐标和 N a v i e r 一 S to k e s 方程的简化

求解不 ,叮压缩粘流动力学的 N a vi e r 一S to k e s 方程是流体力学中的中心问题
.

不
一

可压缩粘

流动力学的 N a vi e 卜S to k e s 方程
,

义控制着湍流的瞬时运动
,

因此具有重要的意义
.

众所周

知
,

在此类问题中
,

不可压缩条件
一

和 N a vi e 卜S to k e s 方程分别为

忽一
。

晋
一 十。

毅一二默
十护 。

蕊
。 。

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

式中 p 为密度
.

1
】

为粘性系数
, v ‘为速度分吐 ; 户为压强

,

如果流体具 有 外场力
,

而外场力
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有势
,

则此有势的外场力 可以归入 P 中
.

在用 D ir a c 表象的复变函数理 沦研究不
, ,

f压缩粘流动力学 Nav ie卜St o
ke

s 方程的时候
,

我们 可以取 x 4
= t

.

但事实证明这并不是最方便的
.

方 便的办 法
,

是 除 时 间 t 和 三 维 至 间

x ‘

(‘~ 1
,

2
,

3 )外
,

引入第五个坐标
.

这个五维时空
,

称为 K al uz
a 五维时 空

.

K a lu z a 五维时
-

空是 1 9 2 1年为研究广义相对论一一统一场沦而提出来的
〔““ 3 . E ins tei 咖jMay

e r 也曾引人过五

维张 徽
.

E in ste in 和 B a r g m a n n ,

B e r g m a n n 分别撰文研究过五维时空
.

义载
《 v o n K a r m a n

纪念文集
》 r“4 〕

(文集中有 J
.

L
.

S y n ge 教授
一

阳钱伟长先生的一篇关于板壳内察统 一理论的文

章 〔3 乙〕
)

.

当然
,
K a lu z a 不一} E in ste in 等人的五维时空是弯曲的

.

E io s te in 认 为这第五维应 当

是个柱而
.

由于宇宙的封闭性
,

这个柱面必定呈管状
.

在现在我们 所 讨 论 的不可压缩粘 流

动力学范围内
,

山十 N a vi e r 一 S to k e s 方程的 G al il e i 不 变性
,

这第五维应当是 一个平面
.

第

五维 (在我们的问题里
, t 编 号为 二。 ,

第五维编号为 二4

冲}
‘

以戏称为
“

神仙坐标
” ,

或 K al u z a

“

鬼
”

坐标
.

当到最后将第五维取为某一常数 (此常数通常取为零 ) 时
,

就表示问题是三维

(四维时空 ) 的
,

而五维方程同时还原为四维方程
.

犹如第三维取为常数时
,

就表示问题是

三维的
,

而方程同时还原为一 维方程
一

样
.

第五维取为常数的 哲 学 意 义
,

就 表 小 不 存在
“

鬼
” 、 “

神
” .

但是在化简我们的方程时
,

先还必 取第五维为常数
.

借助鬼斧神工
,

叮以

给我们带来方便
.

引入 K a lu : a “

鬼
”

坐标
,

我们将(吐
.

1 )式和(4
.

2 )式改写为

一 0

、 , .

口沙。

1
一 ‘了声 。 _ ,

U 人声

(4
.

3 )

飞 。户 代

。 a%
。

口z

, ,口二 , 口x , v “ (a
,

卢一 1
,

2
,

3
,

4 ) (4
.

4 )

aaaV劣别日口口

式中 x 、

为 K a lu z a “

鬼
”

坐标 ; 到最后
,

我们再令它为某
一

常数 (通常取为零 )
,

而

v 4
= d 二

‘

/ d r = o

1
. 、 、

1

以 {Z 户二
。 丫

a

{X
a
夕

,

{u 夕=
。 下

。

}v
a
户 La = 1

,

乙
,

d
, 4 )

乙 ‘

(1
.

5 )

应用前面的结果
, “!

一

知不可压缩条件(4
.

3 )式应化为

之
十

:鱿
一 。 铸一 ‘

,

2’
(4

.

6 )

注意
,

(4
.

6 )式与(4
.

3 )
;

一

丈一样
,

具有不变的形式
.

在 N a v ie r 一S t o k e s 方程中
,

我们先计算 v , (a户x , )
:

r
v’ ”

二
声

一

⋯
/ 一 : 一 1 一 艺 / U l

一 1

、、
、.
、

!
/

‘

1人11]
,L

利用 (A B )
,
一 B

, A r , 「:
i

‘

得
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一 1 一 盆

口
v声 a劣声

1 一 1 1

(u
; , u : ,

幻;
,
。: )!

一

)
\ 一 f

一 1

— 名

—名

落

口

口之 l

—忿

一 1

—忿
- 名

1 1 1 1 !
厂‘才...‘........皿.

、、.........矛产

J.1月任

a叙口旅。而

u , , u : ,
。:

,
反2)

日肚a
一
az口旅a旅

即
v 声 口义,

a
十 呀自 。 _

O 名 几
(寿二 1

,

2 ) (4
.

7 )
凡口2

口
拟

一一

注意
,

(4
.

7) 式也具有不变 的形式
.

从而
,
N a v ie r

一
S to ke s 方程成为

Z声..、
、

+

、、..........声..‘
2恤
1
2““

-U工UZ..........r�..l
t、‘

、...........下了T曰
.

T
一 1

- 忿

1

一 吕

一

孟
+ 。。 。

髻
。

)

z

⋯
‘、

咨吞

口口

、、............产ul姚
一

ul
�

婉Z口..........、、、............少

一 1

— 落

— 忿

一 1

— 名

- 忿

1 1 1 1

一 忿 一 盆 g ;

一 1 1 一 1 1

— ; 忿 公 一 忿

1 1 1 1

P + Zv
口2

口之‘口万‘

,走Z玉n‘U“-U
�

“Z百..里.
....

‘........‘.,..‘产

、

、l
.‘JL

一

⋯
一 名

一 1 1 一 1

— 名 — 名

1 1 1 1
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等式两边同时左乘矩阵

一 百 一 1 一 派 1

(4
.

8 )

一 1 ‘

1 一泣

P1日

口t
+ 反‘

+ 2 护

,人,州

工U�“

口么

a z 刃矛‘

材l

u 名

( 4
.

9 )

从而不可压缩粘流动力学的不可压缩条件和 N av i er 一St o k e s 方程化为

1 ap

P 日万‘
+ Zv

日2

az 记万*

。.
( *

,

、一 1
,

2 )

}一一一
“

、、,/

.口

口�旅�U+

o‘
二a由

口�之场山
一

已
廿

几铲
十+

U一之U介曰口
-

口口

(4
.

1 0 )

及其共扼方程
.

引入
“

流函数
”

叻
,

其共扼为 历
,

设

热 二 _
_

口解

山
, (4

.

1 1 )即
�

机
一一

U

则同时应有

口俩
u l

= a万,

口萝
“2

= 一 日乞 ( 4
.

1 2 )

( 4
.

1 1) 式和 (4
.

1 2) 式使不可压缩条件 ( 4
.

6) 式自动满足
.

将 ( 4
.

1 1) 式和 ( 4
.

1 2) 式代入

(4
.

1 0 )式中的变形 N a v i e r 一S t o k e s 方程
,

有

口 / 口p \
.

/ 口劝
毋 火玉

2

夕丫戈无
2

口2
沪

口2 la之 :

口沪
口z -

。2
势

.

、 , , 广

口2
功

口忿1口之

a么劝

a 之:
口万

2

叩鱿
一

�叭丫�之
口a

髦
+ 2 · 。

荔
万。

(之) ( 4
.

1 3a
)

1P
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口功、
.

了 即 护劝
.

即

厂又一 九
:

一

。: 孟甲 妇

口2势 a Z

p

口之 z口名: 口才1口万1

a Z叻

口之一口万2

认一丫万�月口
十

呼奴
一

aa:
+ 2v 。

蠢
。

(
一

黝 ( 4
.

1 3 b )

将 ( 4
.

1 3a) 式对乞2
求偏微分

,

(嫂
.

1 3 b) 式对万l
求偏微分

,

然后 两式相减
,

得

/ 口
l ,

.

一 Z V

\ O 了

口2

、 口2

口2 、口区* / 口之‘口万
,

日劝 口 了护劝 、
! 。俩 口 了 护劝 、

口之 z 己z a \a之。口万‘ /
1

口万1 口万l
\口之。a万。 /

即 日 了
口2 2 口之: \

aZ
矽

口之为口万。

口
“

沪 、
d 之刃乞* /n山2

口一之a

e

口么劝 日2
劝

a君 xd万一 a 之一口之。

a Z
功 口2

劝

口之Za万、 口之 么口z 、

口么杯
口万la万*

口2

杯
日万2日万。

a万一口之。

口2

沪
a牙:口z 。

( 4
.

1 4 )

飞J ..I、、.声Z/ 口
! 入 一 2 梦
\ O t

口之

口么‘口万‘
、 护

、

_ 。 「即 / 护劝 、 即 /

勿
: ,

旅
‘ w 一 口万。 L口: ,

气a几口: 。
/ 一 az Z

戈

日2势

口2 1口z 。

+ 。

髻
*

l磐(
。

袅
、

)
一

言翼(
。

裂
。

)] ‘“
,

‘一 ‘
,

2’
( 4

.

1 5 )

因而有

定理 5 不可压缩粘流动力学 N a v i e 卜 S to k es 方程的解
, ,
越

一

以用一个 复 未 知 量 劝来表

小
,

这个复未知量 沪
,

满足方程 (4
.

15 ) 式
.

可以看出
,

当劝二杯和
之。= 几 (k = 1

,

2) 时
,

( 4
.

1 5 ) 式退化为不 可压缩 平面流的流函数

方程
。

对不
}
,j’压缩蠕流动力学来说

,

方程 (理
.

1 5 )式等号左端为零
.

方程退化为

一 2v 。

蠢
*

)
。

篇
万, , 一 。

( 4
.

1 6 )

在以前的文章
〔‘. ’中

,

我们用类似 B o u s s in e s q ‘3 , 〕一
F a 二 e p K o H t 3‘’和 fl a 工I : o B 。 : 〔3 9 枯N e u b e r 的方

i去
,

曾经得到
:

定理 6 (文仁3 6〕的定理 1 ) 恒温各向同性条件下均匀不 可压缩蠕流动力学以速度
v 。和压

强 P 表示的运动方程的通解
,

可以用下述组合的三个调和
一扩散函数 甲‘来表示

:

.

功
才

、、/ J.a毋a 2

一 口动众 外
,

a么

口戈‘口劣‘
(4

.

1 7 )

护

J

了f龟、

式中

和

V ‘一

裂
。一昌罢

, a 么

口x ‘ax ‘

a么

a劣‘口众

a 、
。t )明

‘= o

定理 了(文仁3 6〕的定理 2 ) 恒温各向同性条件下不可压缩蠕流动力学以 速度
v ‘和压强 p

表示的运劝方程的通解
, , 1

丁以用
一

下述组合的三个扩散函数势
‘来表示

:
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于

小
」

、、、.产/

子‘

日口口口苗 / a
么

a交
‘
一沪‘

,

p “ p戈
v 。牙必厉

自 一 (4
.

1 8 )

式中
r

泊甲户引口
l

己必一 森丁

(
?

d安
,
d氛d氛

、 斌 (, : 一省
,

)
“
+ (x

Z

二占
2

)
2 + (二

3 一占
3

)
’

口2

口众口x ‘

现在
,

由 (4
.

1 6) 式
,

可得

定理 8 与定理 6 相同条件下的蠕流动力学运动方程的通解
,

可以 用 一个满足调和
一扩

散方程的复变函数 沪来表示
.

若令

口2

口2 刃万‘
劝= 笋 (k二 1

,

2 ) (4
.

1 9 )

则又有

定理 9 与定理 7 相同条件下的蠕流动力学运动方程的通解
,

可以用一个复扩散函数梦

来表示
。

五
、

等炳气体动力学方程组的简化

等嫡气体动力学问题是流体力学中的另一中心
.

由于运动是高速度的
,

所以必须考虑压

缩性 ; 由
一

犷所考虑的空间是小范围的
,

所以
一

可以忽略外场力
; 同时我们只讨论 可以看作绝热

过程的运动
,

并假设气体是完全理想的
.

因而基本方程组为
:

连续性方程

留
+

豁Pv* ’一。
(5

.

1 )

E u le r 方程

。

(箭
+ v*

毅)一歇 (5
.

2 )

等嫡方程

日5
.

口s

毋
一

十决 口众 = (‘
,

k = 1
,

2
,

3 ) (5
.

3 )

理想气体的嫡公式

: ~ c , In p + e o n s t

P丫
(5

.

4 )

理想气体的状态方程

P _ R T

P 拼
(5

.

5 )

式中
, v 。 (九二 1

,

2
,

3 )为气体的速度分量
,

P为压强
, p 为气体密度

, : 为 嫡
,
T 为绝对温度

,

召为 m ol 质量
,

R 为普适气休常数
, c ;

为定容比热
, ? 为比热比

.
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由于 (5
.

3 )式
,

(5
.

4 )式和 (5
.

5 )式
,

少一

嵘 )
,
一 :

名
从而等嫡气体动力学的基本方程为

可得声速

R T
= 下

_

样

川

c 为 (本文中的声速假定其为常数)

= c o n st (5
.

6)

(5
.

7 a )十
即

.

at

孟
(,

。。
)一 。

+ 一

孟)
·‘

一毅
方程组 (5

.

7 )式共 四个方程
,

含有四个未知函数 P 和 。:
(公==

我们现在来研究方程组 (5
.

7) 式
。

首先研究连续性方程
.

(5
.

7 b )

1
,

z
,

3 )
,

在这里我 们不 用 引 分
、
K al u z a

“

鬼
”

坐标
。

我们设

V ‘= p v ‘
(f= 1

,

2
,

3 )
,

犷
一
= P (5

.

8 )

则有

犷
‘

v ‘ =
二 二 ’

(‘= 1
.

2
.

3 )“ , 一 犷‘
、’

一
‘ ’ “ , “ ,

将 (5
.

5 )式代入 (5
.

7 a )式
,

并令

戈4 = t

, .

二
_ .

_ d x’ _
,

从而 v ‘ “ 二才 = 1
。 、 ⋯』

一 d t

此时连续性方程 (5
.

7a) 式成为

(5
.

9 )

(5
.

1 0 )

(5
.

1 1 )

慧:
“” (a 一‘

·

2
,

3
,

‘’
(5

.

1 2)

其次我们研究运动方程 (5
.

7b )式
·

将 (5
.

9 )式
,

(5
.

1 0) 式和 (5
.

8) 式代入算符

/ 口 口 \

p 又
一

价 十 ”“

叙
‘

少

有
。

(
一

豁
+ 。

云)
一

喊众孟
十

澡
‘

)

(5
.

1 3 )
a

一
dX

口
a厂一一

口-

色
厂+

a
阮犷

一一

(掩= 1
,

2
,

3 ; a = 1
,

2
,

3
,

4 )

从而 E u le r 方程 (5
.

7 b )式化为

。
。

簇
、(

一

二; )一会
“一 ,

,

2
,

3 ;

一 ,
,

2
,

3
,

‘’
(5

.

1 4)

(5
.

1 2 )式和 (5
.

1 4) 式是我们研究问题的出发点
.

用与前面相同的方法
。

设

1
. 、 . 、

l
{之户= 一。 下al x

a
户

,

}“2 =
n 下al 厂 a

之
石 ‘

(5
.

1 5 )

则 (5
.

1 2) 式变为与 (4
.

6) 式相同的形式
:

毅
+

毅
一。 ‘“一 ‘

,

2 ,
(5

.

1 6 )
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而 (5
.

」4 )式变为

、、、.......口fz
/

/ 口
, _

a 、

气
“‘。: 、

一

十 ““。玄奋)

iu :
+ 公“: 一 泣。一 i叮

2

一 u z
+ u Z

一 叮1
+ 呀

2

f“ ‘
一 iu : 一 f。,

+ ‘a
Z

z了了了..

!
、、

(5
.

1 7 )4
厂

、、、111.|l||/
口山

一

口

口之

口
.

口
十 皿 。二 十 : 、 _

0 2 1 口2 2

1一氏
.

川

a旅a旅
+一

。旅口
一

扼
一+

口灸a曲
十+

a无a此
一一

/了lwelwelr、、

C
一一一

(5
.

17) 式共有三个方程
.

将其中第一个方程和第三个方程等号两边同时乘以 一 f
,

有

、、

1
1
1了

(
一

悬
+ “‘

翼
。

)拼
‘ 尸

‘
+ 姚一

{
‘
一”

2

(
一“‘十“2

一

i
‘
十叭

\ “l
一“2

一 u 一
十 “2

十

= 一少
口2 2 口万l

�
d一之

口
+

a赴
一

+ 十 (5
.

1 8 )

a
+ 。

0 之2

a
十 、 _

一
0 2 1

。灸a九aaz
一一一

了

/了了l口..wetl、\

为了看得 更清楚一些
,

我们将 (5
.

1 5) 式三个方程的第
一 式和第二式

,

第二式和第三式
,

第三式和第一式分别相加
,

得到方程组

(
一

晶
* + 。。 。

{
*

)拼

一反
.

+ 幼。

\

一 U ,

十 林, ! = 一

一 u x
一 材1 /

式要成立 的充乡

“‘

{ {
u Z

}
,

}
一

}一
C 一

}
“ ‘

{ {
u Z / \

( 5
.

1 9 )

++十
口由。aza加

一一一
/

⋯
、

由 ( 5
.

2 9 )式可以看户!{

4犷

、、、...l..se‘..es,we
。奴。
�

低
a甄。
�

执

/ 口 口

气
“‘。z 。 + “‘ 。牙‘

即



38 0 沈 惠 川

(嗯产
,

蟾
*

)拼
‘

(
/

_

日
_

\
、

_

} 口万1

1
)= 一 c 艺

! 1厂
‘

\ 口 ,
\ 口乏: l

(5
.

2 0 )

和它们的共辘方程组
.

,、 ; 二 1

价 厂 4
= 2 、“1 十“ 2 十 1之l + 。2 ) (5

.

2 1 )

代入(5
.

2 0 )式
,

使 (5
.

2 0 ) 式变为关于
。‘和 。,

(f二 x
,

2 ) 的方程组

a

a牙

口

口牙

⋯{
(

一
’

(5
.

2 2 )

Z‘.........、
、

C
一

、、.二/
,‘曲‘“材

/才.、
、

、

(
、

孟
十
%霎

。

) u z
+ “2

+ 叮l + 。
2

将 (5
.

22 )式方程组的第一式对 牙:
求偏微分

,

第二式对 牙;

求偏微分
,

然后两式 相 减
,

得

a / a
. _

日 、

。: :

戈
“‘

一

a 二、
一

十 ““ 日或 /
封1

“ 1
+ “2 + 反

1
+ 叮

2

、、少
9曰

户

,l一

卜制血阮
口 / 口

J或又
“、
而

* 十 ““
a 、
口牙‘ /

材2

u l + “2
+ 呀

1
+ 呀2

从而我们的基本方程组成为 (5
.

16 )式和 (5
.

2 3 )式
,

即

Z
u‘ +
旦空

“ 一。

U Z 为 0 2 为

蟾
,

(
一

泥
‘ + 。。 。

譬
、

)

云(
“‘

泥
。 十瓜

蟾
;

)

越 1

“一+ “: + 幻
l
+ 反2

“2

u l + u : + 叮
: + 。:

由(5
.

2 4 a )式
,

我们引入
“

流函数
”

势

、l‘.戈

l
即杠吓鱿_ 口沪

口2
: ’

_ 。俩
口牙2 ’

林2
= 一

同 fl寸

(5
.

2 5 )式使(5
.

2 4 a )式恒满足
.

将 (5
.

2 5 )式代入 (5
.

2 4 b )式
,

、

、
电
、宙,.,声,/

廿

。 了即 a _ 即
口厅l \ 口z : 口之一 口2 1

a
。 +
0 2 2

髦
十

磐一髦
一

即低

了夕二了了....,、、
马

、、.口产a此时
.

鱿
一

。旅师
.

低

/仁百了..、、、

、、.2a 口俩 口

口牙; 口牙、 日牙

口劝
口之:

口叻 _ 口劝 一 口研 _ a杯
孟

~ 一

凡
-

一「
一

八 _ 一 八 一

0 2 么 口之 一 口2 又 口: x

即叭+

翼
:

(
一

毅泥
, 一

戮泥
: 十
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从而我们有

定理 10 等嫡空气动力学方程组的解
,

可以用一 个复未知量 叻来表 刁分 这个复未知量
,

满足方程 (5
.

2 6) 式
.
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