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摘 要

木文研究半线性系统
。y “= f(才

,
丫

, 。) (a < 才< b)

y (a
, 。)二 A(

。

)
,

y (b
, 。

)= 日(。)

的奇摄动边值问题的内层现象
,

其中 e> O是一个小参数
,

y
、

f
、

A 和 日是 。一维向量函数
.

这种向

量边值间题似乎还没有研究过
,

尽管纯量的边值问题已广泛地研究过
.

在适当地假设下 如 同纯量

间题一样我们得到解的存在
、

同时使用适当的不等式
,

这个解的估计也得到
.

引

某些作者
,

例如
,

K
.

W
.

C h a n g 和 F
.

A
.

H o w e s 〔‘’,

应用微分不等式的 方法租技巧

得到了关于具有内层现象的纯量问题
。夕“

二h (t
,

夕) (
a < t< b)

夕(
a , 。
)二 A

,

梦(b
, 。
) = B

的解的存在和当
:

一

) o 午 时的渐近性质的十分全面的结果
.

但是上述结果对于向量边值问题来

说似乎还很少
.

本文研究形如

“y
“
二f(t

,

y
, 。
)

y (a
, 。
)“A (

。
)

,

(
a < ‘< b ) 不
y(b

, 。)‘ B (。) J
(1

.

1)

的半线性边值问题
.

其中y
、

f
、

A和 B是 n 一维向量函数和 。> O 是一个小的实值参数
.

目的是去

证明在适当的条件下 (1
.

1) 的解存在
,

这个解对于充分小的
￡ 呈现边界层和角层性质

。

我们假设对应的退化系统

f(t
,
u

,

0) = 0

至少有一个解 u (t) = (
“,

(t)
,

⋯
, u 。

(t) )
.

如同纯量情形一样
,

我们要求 退 化 解 u (t) 在 区 域

〔。
,

t。」中是 I 。一稳定和在 〔t
。,

幻中是 I
, 一稳定

.

而且退化解 u( t) 在 (
a ,

b) 中没有连续的一阶

导数
,

但在某一 内点 t。 处有一个
“

角
” .

1
。一稳定和 I

, 一稳定将在第三节中给出
.

这种按分

量逐个做出 I 。一稳定和 I
二 一稳定的条件将允许我们去得到关于 (1

.

1) 的解的每一个分量的估

计
.
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二
、

预 备 结 果

我们
弩下面的关

谬舒于等巷煦
基齐结果

引理 I
L‘ ’

研究边值间愚
’

八
;

.l
-

ZaZbZcy
l,
= h (t

,

y)
,

y (a ) = A
,

y (b) , B (2

其中 y
,

h和B是在R
.

中
.

假定在 [ a
,

b〕上存在
。
个 C ‘么,

类的界定函数对 (a
‘
(t)

,

刀
‘
(t))

,

满足

a ‘(
a
)《 A 。( 月

‘
(
a
)

, a ‘
(b)( B ‘成几(b) (i二 1

,

2
,

⋯
, n
) (2

.

但招a ‘(t)( 刀
‘
(t) (t〔(

a ,

b)
,

a 叮》h‘(t
,

g 、,

⋯
,
a ‘

,

⋯
,

g
,

)

刀叮《人
‘
(t

,

夕; ,

⋯
,

刀
‘ ,

⋯
,

夕
。

)

⋯
, 作

}

对 t在 (
a ,

b)
, a ,

(t)成 , , 《月
,
(t)

,

j今 i成立
.

又设h在区域 [ a
,

b〕x n 〔a ‘
,

刀
‘〕中连续

,

则问

题 (2
.

1 )有一个C (2 ,〔a
,

b〕类的解 y (t) = (, ,

(t)
,

⋯
,

, 。

(t))
,

满足

a ‘
(t)簇 , ‘(t)簇刀

‘
(t)

,

(t〔〔
a 扩b〕

,

‘= 1
,

⋯
, n )

如果界函数只是分段连续
,

有一个相应的结果
:

引理 2〔3 ’ 假设〔
a ,

句有分割
a = t。< t ,

< ⋯ < 标 = b和假设在每一个子区间〔t
‘一 : ,

t‘〕州‘=

1
,

⋯
,

m ) 存在
n
个界定函数偶 (aj

,

几) (j= 1
,

⋯
,

n) 它们是二次 连 续 可微的
.

又假设在每

一个子区间 〔t
‘一 , ,

才‘〕上 (z
.

Za )~ (2
.

2 e)成立
.

在分点 t‘一 ,

和 t‘处导数分别是右 导 数 和 左导

数
.

最后
,

假设对于〔a
,

b〕中的每一个 t
,

D : a ‘

(t)成 D : a ‘

(t) 和 D
二

刀
‘
(才) > D a

口
‘
(t)

.

这 里 的

D : 、
.

D : 分别表示左导数和右导数
.

则问题 (2
.

1) 当 a《 t簇b 时有一个解 y(t) = (梦
、

(t)
,

一
,

g
。

(t))
,

满足
a ‘(t)( 夕‘(t)( 尽(t) (‘= 1

,

2
,

一
, n )

三
、

边界层和内层现象

令
.

q 是一个非 负的整数
, 。> 2 是一个正的整数

.

往
’

一

F列关于退化解 u( t) 的 I 。一稳定 (或

I一稳定) 的定义中
,

我们假设函数 , (‘
,

,
, ·

, 有所规定的在〔一“〕· 〔”
,

一〕·

愈
D

l‘

(
或〔一

“〕、仁临〕·

如
2‘

)中关
于

卿
连续””数的“ 目

·

其中
暇

一个正的 常“ ,

盼如
{“

‘
一 “。

(t) l( d
。

(t) } (或 D
Z‘二 {g , : o( 刀‘一 :“(t)《d ‘(t)}

,

若 A
‘

) u :
(a )和B

‘

>
u ‘
(b))

,

这 里的

d ‘〔t) 是光滑的函数
,

使得

}A
‘一 u ‘

(
a ) l( d

‘

(t)簇 {月
‘
一 u ‘

(
a
) ! + d 在〔

a , a + d〕上

}B
‘一 “‘

(b) !( d ‘(t)簇 !B
‘
一 u ‘

(b) !
一

* 己 在 仁b一 d
,

b〕上
·

和

d ‘(t)簇d 在 [ a + d
,

b一 6】上
.

其中 过 ‘、 B ‘分别是 A
、

B的分
.

量和 6> O 是小常数
.

定义 1 向量函数 u = u (t)二 (。
,

(t)
,

⋯
, u ,

(t) )在 〔a
,

b〕中称为是 I
。一稳定

,

如果存在
n
个



半线性系统的内层现象 19 9

正常数 m 、,

一
,

。
,

使得

口勺f
‘

日g 奢
(t

,

夕, ,

⋯
, u ‘ ,

⋯
,

夕
。 , :
)二 0

(o( k ( Zq
,

‘二 z
,

⋯
, , ;

(t
,

, , , s
)〔〔

a ,

b〕x 〔o
, 。,

〕K D , ,
,

了寺 ‘

a
Z q + ’

f
‘

口夕{
q + ‘ (t

,

g , ,

⋯
,

口
, . , 。)) 。“> 0

(‘二 x
,

⋯
, n ;

(,
,

y
, 。
)〔仁

a ,

b〕x 〔o
, 。,

」x n D
, ‘

定义 2 向量函数 u = u (t) = (
u , (t)

,

⋯ 扩u
。

(t))在 [ a
,

b〕中 称 为 I
。一稳定

,

如 果
“ .
(
a )(

月‘, “。(b) 簇B ‘和如果存在
。
个正常数 。 , ,

⋯
, ”; 。 使得

:箕“
‘

,

。l ,

一
’

一
* ,e) ) “

(z《j《 n 一 1
,

‘二 1
,

⋯
, n ; (t

,

夕, , 。
)(〔

a ,

b〕x 仁。
, 。、〕x D

: , ,

j钾 ‘

,

了尹, ,

⋯
,

夕。 , 。)》。‘> 0

(‘~ ]
,

⋯
, , ; (r

,

y
, 。)〔〔。

,

6卫x 〔o
, 。,

」x n D
Z ‘

)

我们有如
一

F结果
:

下
‘

列定理是文[ 4 〕中的定理 1 的一 般化 二

定理 1 假设退化系统 f(r
,
u

,

o)二 0 有一个 C‘
2 ,〔a

,

b〕
’

类的 I
。一
稳 定的解 u (t) = (

u :

(t)
,

⋯
, “,

(t) ), 则存在一个
。。> O使得 当。<

。
《

。。时
,

边值问题 (1
.

1) 在〔a
,

‘

句中有一个解 y (t
, 。)二

勿
,

(t
, “
)

,

⋯
,

夕,

(t
, “
))

,

满足

},
,

(t
, 。
)一

u ,
(t) }( L

L‘
(欲

, e
) + R

; ‘(t
, 。
)

其中 i~ 1
,

⋯
,

内 C
: ‘

某一正常数 ,

+ C
: ‘。 ’, + ,

: : ‘
(,

, 。
)一{

*
, ‘

(,
, : )一

{

}A
‘
一 u ‘(a ) }

e x p〔一 (m
。。一 ‘

)
‘/ 2

(t一
a )〕 (若 g = 0 )

}月
‘
一 u ‘(a ) }〔1 + a , ‘。一

“ “

(t一
a
)〕

一 “一 ’

(若 。》 i )

}B
‘
一 u ‘

(b) }
e x p〔一 (m

‘: 一 ‘

)“
么

(b一 t)j (若 g = 0 )

}刀
‘
一 u ‘(b) }〔1 + a Z ‘。一 ‘’‘

(吞一 t)〕
一 q 一 ‘ (若 。》 1 )

〔‘, ‘
= 仇于

‘“

〔(q + 1 )(2 9 + 1 ) ! 〕
一 ’2 2

9 }A
‘
一 。‘

(
a ) !

q

二2 ‘
= 阴 :

‘“

〔(a + 1 )(2 9 + 1 ) ! 〕
一 ’‘“g }B

‘一 u ‘(b) {
q

注 对于 g = 0
,

在两个端点处的边界层是指数型的
,

对于q > 1
,

边界层是代数型的
,

证明 如果我们通过构造能够显示出上下 界 定 函 数 对 (山(t
,

动
,

刀
‘(t

,
君))

,
’

己们 具 有

(2
.

2 a )~ (2
.

2 e )所要求的性质
,

且用 a ‘
(t

, 。)
、

夕
‘
(t

, 。
)分别代替 a ,

(t)
、

刀
。
(t)和用f

‘e
一 ‘

代替 h‘
,

则从引理 1 可得出定理 1
.

事实上
,

函数 L
、‘

(才
,

习是非负的和是微分方程

己L
川 ‘

(Za + 1 ) !
L {

一

了
+ ’

(3
.

1 )

的解
,

满足
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L : :
(
a , 。
) = {A

‘一。‘
(
a
) l

L“‘一,一(
。(、+ ; )
飞
。+ , ) ,

)
“ “

!A
‘

一 (·, !
。一

这个解向右递减
.

类似地
,

函数 R
l

代t
, 。
)》O是 (3

.

1) 的解
,

满足

R : ‘
(b

, 。
) = }B

‘一 u 。
(b)1

R “‘“
, 己

, 一(
。
(。+ , )军冬

。+ 1 ) !

)
’‘“

}B
‘

一 (“, 一

且向左递减
.

现在我们对于 t 在 〔a
,

幻 中和 右> 0 定义所要求的下函数和上函数
:

a ,
(t

, 。
) =

u ,
(才)一L

, ‘
(t

, 。
)一 R : ,

(t
, 。
)一厂

, ‘
(
e
)

刀
‘
(t

, 。) = u ‘

(t) + L
, ‘

(t
, 。
) + R

: ‘

(t
, 。) + 厂 ; ‘

(
。
)

其中

厂
1 :
‘
e

, 一〔策:
一

」
“‘““‘ ”

这里的每一个
r‘ 是选定的如此之大的常数

:

r ‘) M
‘
(2 9 + 1 ) !

其中 M
‘二 m a 二 { }

u了(t) 1美
.

〔a , 乙」

类似于文〔4 」中定理 1 的证明
,

容易验证 a ‘

和 口
‘

满足所要求的性质 (2
.

2 a) ~ (2
.

2 c)
.

囚

此
,

由引理 1 可得出定理 1
.

下面定理是文〔5〕中定理 1 的特殊情况
.

’

定理2 假设退化方程有一个 C( 为加
,

句 类的 I
。一
稳定的解 u = u( t)

,

使得 f
‘
(t

,

g , ,

⋯
, 。‘,

一
,

,
, , 。
)二 o , u ‘

(
a
)《过

‘, u ‘
(b)( B ‘和在 (

a ,

b) 中
u梦> o

,

则存在一个
e。> 0使得 当o< e

(
。。时

问题 (一 1 )
·

庄〔a
,

b〕中有一个解 y二y(t
, 。)满足

0簇夕‘(t
,

双)一
u ‘
(t)《L

: ‘
(t

, 。
) + R : ‘

(t
, 。
) + C

Z ‘。’‘”
.

其中

L Z‘
(t

, 。
)= (A

‘一 u ‘
(
a ))[ 1 + a ‘

(A
‘一 u ‘

(
a
))

’ 8 ’

(t一 a )〕

尺
: ‘
(t

, 。
)二(刀

‘一“‘

(。))〔i + 。‘(刀
。
一 。‘

(。)) :
’ 。一

奋(卜
t )j一三

1

这里

a ‘二(
, 一 1)(。

‘
/ 2 (

n + 1 ) ! )“
名

和 C : ‘是某一个正的常数
.

证明 定理 2 的证明在很多方面跟上述定理的证明相同
,

只要我 们 注意 几
.
> 0 是微分

方 程 。五竺
‘
= ,: ‘

L 全
‘

/
n ! 的解

,
’

已满足L
: ‘
(
a , 。)= A ‘一 。‘

(
a )和L咨

‘
(
a , 。

)= 一 (Zm
‘
/
。
(
n + l )! )

‘’ 2

·

(月
‘一 u ‘

(
。))

’ ,
一

并且注意尸
: , > o是满足尸

: ‘
(b

, 。
)二 B

‘
一 u ‘

(b )和 R 犷
‘

(b
, 。
)= (2, ‘

/
。
(
n + z )了)“

“

·

(B
‘一“‘(b) )

’

的解
.

于是对于 八> }衅 !川
,

我们定义
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a ‘(t
,
。

卜
u ‘
(t )

B ‘
(t

, :
)=

u ‘
(t) + L

: ‘

(t
, 。
)+ R

Z 。
(t

, 。
) + (

: r ‘。‘一 ‘
)“

.

且推证如上述
,

我们略去细节
,

除了 注 意
。‘ 的 凸 性 蕴 涵 着。了一f

‘
(t

,

y ; ,

⋯
,
a 。

, 二

= e u丫一f
‘
(t刀

: ,

⋯
, u ‘ ,

⋯
,

, 。 , 。
)=

。u 瞥》 0
.

我们现在转到下列的情况
:

一

“
-

201

· ,

夕。
, 忍

假设退化方程 f(t
,
u

,

0 )” 0 有一对 C
Z

类解 u l
= u ,

(t )和 u :
二 u : (t )

,

它们在区 间 (
a ,

b ) 中

的某一内点 t= T 相交
,

也就是说
, u :

(T )二 姚(T )
,

但 u f(T )今 u f(7
’

)
,

或者我们通过

。

山
一

咪} {建暮}
来定义退化解 u( t)

,

则 u ‘

(T
一

)斗 u 尹

(T
+

)
.

因而
,

这种情况的实质特征是退 化解在 (
a ,

b )中

没有一阶连续导数
,

但在某一内点有一个
“

角
”

.

假如在适当稳定性假设下类似于定理 1
、

2 的结果能得到
,

我们希望去解决退化解 u (t)l 均

这种类型
.

考虑到退化解 u( t) 的角或角形的性质
,

我们料想到界定函数将 比 前 面 研究过的

定理 1
、

2 中的更加复杂
。

而且
,

原来解的每一分量
,

一般说来
,

可预料到在不 同的 内
1

炕呈

现角形或角层
,

同时在端点也呈现边界层性质
.

定理 3 假设

( 1 ) 分别在〔a
,

T ‘]和 [ T
‘,

b〕上存在 C ‘“, 类的伴有
u , ‘
(t ) (j二 1

,

2 )的 函数 u ;
= (

“1 ,

(t )
,

⋯
, u , 。

(t ))和
u Z
= (

u Z 工

(t )
,

⋯
, u : ,

(t ))
,

对于 t贬[ a
,

b〕和 夕‘在 D , 。中
,

左今 ‘
,

j二 1
,

2满足

f
。
(t

,

v , ,

⋯
, u , ‘ ,

⋯
,

夕
。 , 。
) = o

而且 u ; ‘
(T

‘
)=

u Z ‘
(T

‘
)和

u
f
‘
(T

‘
)姜

u
省
‘
(T

‘
)

,

T ‘
在 (

a ,

b )中
,

此外
,

l
u了(7汁) !< co 和在 [ a

,

T ‘〕

U〔T
‘,

b〕中
u
梦》0

.

( 2 ) 对于非负整数 : ,

函数 f在(t
,

y
, 。
)中是连续的和在 D , ‘

(j= 1
,

2 )中关于 夕‘是C“ , 类
,

s = Zq + 1 或 n 。

( 3 ) u : (t)在〔
a ,

T ‘j中是 I
。一
稳定

,

和 u :

(t )在〔T
‘,

b〕中是 I
。 一稳 定

,

且 u ‘
(
a
)( 月

‘,

u ‘
(b) ( B ‘.

则存在一个 勺> o 使得对于每 一 个 ‘ o < : ( 。。 ,

存在 (1
.

1) 的 一个解 y( t
, 。
) =

夕,
(t

, 。
)

,

⋯
,

, ”

(t
, 。
))并且对于 t在 〔a

,

b〕中
,

o< 夕
‘

(t
, 。
)一

u ‘

(t)《 L
l‘

(t
, 。
) + R

Z ‘(t
, 。
) + 厂

,

(t
, 。
) + 厂

,

(e )

这里的 L
, ‘

(t
,

日如同定理一中给定的一样
.

R
Z ‘
(t

,

习
:

如同定理 2 中给定的一样
.

而

1
, _ : 、 , , , . , ,

~
、 , ,

~
_ 、 .

_
, , 、 , 。 .

~
t

_

。 L己m 百
‘

) “
一

}“号又1 百) 一 u 苍tl 丁
「

) {e x PL一 (m ‘己 一
‘

)
‘ 工 “

It一 I ‘{J (右 q =
‘

V
.

(t
, 。
) ,

1 1

a 。‘[ 1 + g (“(Zu + 2 ) ! / 2。
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