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摘 要

卞义讨论位于弹性地丛
_

!: 的双曲率扁壳优化设计的一个方法
.

其实质是取扁壳的初始挠 曲 函

数作为待求的控制函数或设计变贫
,

以载荷的势能作为判定双曲率扁壳优化设计的质量 准 则
,

故

势能泛函即为目标函数
,

而优化条件及等周条件均作为约束条件
,

从而得到本问题优化设计 的 必

要条件
。

同时引入一共习血画数
,

最后将问题归结为求解共扼函数的微分 今程及初始挠 曲 函数两个

边值问题
。

一
、

方
一

法

有关结构的优化设计在文献〔l〕~ [ 5 」
,

〔9 〕中已有较多阐述
.

今讨论在弹性地基上的双

曲率扁壳优化设计的一个方法
·

设有一位于弹性地基上的等厚双曲率扁壳
,

矩形底
,

四边简

支
,

底面取作坐标 平面 二0 夕
, : 轴向下

,

该壳体受横向载荷Z (x
,

功作用而弯曲
,

设弹性地基

的基床系数为壳
.

若预先给壳体一个初始挠曲
,

其挠曲形状用函数 了(气功 表示
,

它是在没有

外载荷和地基反力的作用之
’ 一

F壳体的初始挠曲函数
.

又设、 (、
,

功是壳体在外载荷及地基反力

作用之下其中曲面的法向位移
.

设它从初始挠曲面算起
,

于是壳体的总挠度应为 功 (x
,

功 +

f(二
,

功
,

而对应的地基总反力应是 虹二 + 月
.

因此
,

对四边简支的预弯双曲率扁壳的基本方

程和边界条件是 ‘“〕〔7 ’

加一如
‘切一妊价十 Z 一秃(叨 十了) 飞

L必二D 护功二一万 tD V 扣 )

功一 V
Z

功~ 0 , 。 二 V 场 ~ o (在周边上)

(1
.

1 )

(1
.

2 )

其中 L 为由上式所定义的线性微分算子
,

v ‘
为双谐算子

,

v 益二K 沪勺口扩 十K
二 口“/ 口犷

,

而

K
二 ,

K , 为壳体沿%
、

, 方向的主曲率
,

刀 为弯曲刚度
,

V
“

为拉普拉斯算子
·

设扁壳预弯后中曲面的面积为A
,

设它为常数
,

功为 内力函数
,

E 为弹性模量
, t为壳厚

,

可由初始挠曲函数f(二
,

功 来表示
,

构成所谓等周条件

《。欢习冲du=
“

其中 a 、

b为扁壳底边沿 x
、

梦轴方向的长度
,

因此底面积为ab
,

若考虑到变形微小
,

将

,
钱
帐

推荐
.
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式根号展为泰勒级数
,

略去二阶及二阶以上的微量
,

财上式可简化为

丈加
‘
衅

, dx du=
’“一ab) (1

.

3)

f(,
,

功 既是中曲面的初始挽仙函数
, 它应满足如下的边界条件

j( x, 功 = o (在周边上) (l
.

4 )

由上述可知
,

初始挠曲函数f (x
,

功必须满足等周条件 (l
.

3) 及边界条件 (l
.

4 )
,

我们将

f(x
,

功作为待求的所谓控制函数或设计变量
。

本文所论的弹性地基上的双曲率扁壳的优化设计问题
,

就是找满足 (1
.

3 )
,

(1
.

4 )的控制

函数f (二
,

功及解边界值问题 (1
.

1)
、

(1
.

2)
,

从而求出挠度函数功卜
,

功及内力函数功(
, ,

功
,

但

必须满足如下的积分式

, 一

{:J:
Z ‘X

,

。,切‘X
,

“, “X d “
(1

.

5)

取极小值
,

该积分在数量上等于载荷的势能
.

我们将 (1
.

5 ) 作为判定双曲率扁壳优化设计质

量的准则
J
,

故势能泛函 即为目标函数
,

从而可得到优化条件
.

为此
,

先将上式极小化泛函进

行一阶变分
,

于是有

。, 一

l:J:
Z ‘二

,

。, “。‘X
,

“, “X d”
(1

.

6 )

进一步将出现在上式中的挠度函数别的变
{

刹。用控制函数f 的变分 盯 来表示
,

为此
,

先

将基本方程 (1
.

1) 写成变分形式

工击哪一V 圣移句+ 掩吞叨 + 掩占f二 0

L筛 十E 才D V最(乙叨)“O } (1
.

7 )

然后再引入一个与切 的边值问题共扼的函数 叻e(x
,

功比 ’,

设它也满足边界条件 (l
.

2)
.

将

叻(二
,

功与诱(x
,

功分别乘到 (1
.

钓 的左边
,

并在全部底面积的区域内进行积分
,

即

:{:
, 。

,

, )〔“切一v‘必‘, + “‘二 + ““‘〕d X d ”一”

犷加
一、“‘十百tD v‘、砷

、 一 0 } (1
.

8 )

将
.

上两 式进行分部积分
,

同时考虑到函数。 (二
,

功
,

功(二
,

功 及节(二
,

功 都具有同样的边界

条件 (1
.

2)
,

这样
,

一

可以得到

、..了.

OU
.

,土
‘

‘
、

�

!
,

l联 (Lgh
十‘。“‘蒯

“ -

命l:{:、、du+ 犷

l:J:
、、、山du+ J黔、“、

-

丁V 脚 d切d x d , 二 0

将上两式相减
,

得到

「
a

fb , , , , . , 、 。 , ,

1 r
a
「b

, , ,

J
。

J
。 L儿梦一 v 云毋+ “梦) “功a x a 夕一右奋力J

。

J
。 气乙p

+ : tD v、、、叶{:丁:、jdx 、一。
(1

.

10 )

对于 (1
.

6) 的 dl ,

当考虑到 (1
.

10 ) 之后
,

可写成如下的和式
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、 一

买户、
一v

、、z)6
山、、一

命芡止、
‘

+ 二tD v , 、、。 +

犷买、jdx 、
(1

.

1 1 )

对于求解共辘函数叻扭
,

功而言
,

它和解下列边界值问题

L叻一 v钟 + 即= 一 2
.

1

环十 E

tDV 卸一” {
沪= △沪“ O

,

必= △功= O (在周边上)
少

(1
.

1 2)

是一样的
。

其中L 为仍由 (1
.

1) 所定义的线性微分算子
。

对于 (1
.

1 1)
,

当考虑到 (1
.

12 )之后
,

则 (1
.

1 1) 的前两个积分为零
。

于是我们得到用控制

函数f伽
,

y) 的变分来表示的极小化泛函 I 的一阶变分式

。, 一

然
‘
、城 (1

.

1 3 )

出现在上式中的控制函数j的一阶变分盯可通过等周 条件(1
.

3 )得到应满足如下的条件

J:J: (fz 姚 + ‘
·

姗
“‘“一” (1

.

1 4 )

上式经分部积分
,

并利用f (二
,

功所应满足的边界条件 (1
.

4 )
’

可得到

狱
v* fdnd

“一。
(1

.

1 5)

由于泛函 I 取极小值的必要条件是

盯= 0
.

(1
.

1 6)

将 (1
.

13 )代入上式
,

并利用拉格朗 日乘子将 (1
.

15 )与 (1
.

16 )联 系起来
,

可得到下列优化

条件

v丫= 只劝 (1
.

1 7)

上式中的乘子 方可由等周条件 (1
.

3 )求 出
,

(1
.

3) 式中的 k已包含在几之 内
.

综上所述
,

一

可知对于求预弯双曲率扁壳的初始挠曲函数f (二
,

刃 归结为求 两组边值问题
.

第一组边值问题就是求 (1
.

12 )的共辘函数 劝(x
,

功 及内力函数 功(二
,

功
。

第二组边值问题是在

边界条件 (1
.

4 )之下求 (1
.

17) 的控制函数f<,
,

功的解
。

实际
_

L
,

我们所述的双曲率扁壳优化设计问题的第一组边值问题
,

是在没有初始挠曲
,

即f (二
,

功 = o 的情形下
,

而壳体只是在受到负向横 向载荷 (一 Z ) 作用时
,

求位于弹性地基上

的双曲率扁壳的解答
.

而第二组边值问题是相当于在边界条件 (1
.

4 ) 之下求二维的泊松方程

(1
.

1 7) 的狄里赫莱问题的解答
.

二
、

算 例

下面我们用例子来说明弹性地基上双曲率扁壳的优化设计问题
.

设有一等厚 双 曲 率 扁

壳
,

矩形底
,

四边简支
,

沿戈
、

, 轴的底边长分别是
a和b

,

受均布载荷仇作用
.

现在先讨论第

一组边值问题
,

即求对应于 (1
.

1 2 ) 的共辘函数 劝
.

该微分方程在对应的边界条件 之下的解答

是
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叻(x
,

夕)= 乙 乙 沪
。 二 5 in a 。二s in 刀

: 夕

生

(2
.

1 )

其中
。 , 一
瞥

,

月
。
一
弩

,

如
一要乡

* ,

*
。 二
一 。 ,

(、 + , : )
2

〔。 (。 ;

指拼拿订千、
K 、: + 、

二

、
2

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(m
, n = 1

,

3
,

5
,

⋯

再讨论第二组边值问题
,

即求对应于方程 (1
.

1 7) 及边界条件 (1
.

4) 的控制函数 f你
,

功 的

解
.

为此
,

先将既求出的劝(二
,

川代入(1
.

1 7 )
,

并考虑到边界条件 (1
.

4 ). 设 f恤
,

川 的解取下

列形式

f(x
,

, )二乙 乙 f
。。 5 io u 。二 5 1。口

,

。
(2

, ‘

里)

在 (1
。

1 7 )中的肛jl’利 )Il 等周条件 (1
.

3) 求出
,

然后 可求 出对应的系数

f
。 。

2斌2 (A 一
ab )沪

. ,

材ab (。 ; + ”, )

丫乙 乙
一
劝耘

(2
.

5 )

a 二+ 刀二

(。
, n 二 1

,

3
,

5
,

...

弹性地基上双曲率扁壳的挠度函数 功(“
,

妇 及内力函数 功(%
,

妇 可由解基本方程 (1
,

1 )
、

(1
.

2 )而得
,

其解答为

。 (%
,

功(%
,

, ) = 乙 乙。。 , 5 in a 二, s in刀
。万

夕) = 万 乙诱
。 , 5 in a 。‘S in 刀

”

梦 } (2
.

6 )

其中

。。 ,

一

(默沂 kjm
·

)
。

嘛
·

(2
.

7 )

。
。 ,
一Et (念

一
坑

·

)
K

,

嵘 + K沪
一

而轰
一

刁呀
生m n

挤。 (2
.

8 )

(。
, n “ 1

,

3
,

5
,

⋯

而杯
。。及f

。。 由(2七3 )及 (2
.

5 )确定
.

对应的泛函是

4a b 二二 、一 ,

J = 下f g 。

“
望‘

”

刀Zn
(。

, n 一 1
,

3
,

5
,

⋯ (2
.

的

上面已对弹性地基上的双曲率扁壳的优化设计问题获得了双三角级数的解答
,

从 已得的

结果
一

叮石出
:

优化泛函 I是载荷 q 。
的二次函数

,

故对载荷而言
,

I 必有一极小值
,

在本问题

中
,

当载荷取值
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乙 乙 f
爪 , :

必
: n ,

乙 乙 (杯
二 。

/ 。
n )

(切
, , = 1

,

3
,

5
,

⋯) (2
.

1 0)场入

,曰今自
几八O

一一q

时
,

I将具有一极小值
.

由于在上式中了
。 。

内包含了参数月
,

于是由(2
.

10 )便建立了载荷q 。 与

刀的依从关系
,

这样我们便
一

可以从已给定的栽荷去求出包含在等周条件 (1
.

3 )中的参数 A
.

由
一

j-- I取极小值
,

故所设计的弹性地基上的双曲率扁壳将具有最大的刚性
.
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