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固定点的条件
’
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安 海
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,

1 98 4年 10月5 日收到 )

摘 要

近年来
,

在研究外延B a o ch 空间性质上取得了进展的有
: 19怜年加ill iva n 讨论实 L “(劝空间

性质并采用二维子空间的一致状态
,

定火了K U R 空间的概念 ; 19 8 0年H吐f讨论用序列定义的广义

一致凸性
,

引用了N U C空间的概念 ; 198 2年俞鑫泰断言
: K U R 空间就是N U C空间的证明11]

.

而值得注意的是 Sui lli ya n 及H uf f又分别提出了十分有趣的问题如下
:

是否每一个上自反空间

都存在一个不动点I’污 及在什么条件下L气幻空间是N U C空间 ,
sl?

本文旨在研究变换函数的性质I‘〕及其与上述两个问题的关系
.

一
、

引 言

在研究变换函数的性质并用其求解实际问题
,

如给定两个方程
:

f
”

(劝 + f (x )二a( x) f (x) (1
.

l a
)

“X ,

一
‘%一, +

I
5 in

(, 一 t) a (t)f (*)d t (
a簇 t《 x 簇b) (1

.

lb)

在闭区间上的初始条件是f (a) = 1及尸 (a) = 0且。 (x) 是 〔a ,

句 上的连续函数
,

则 (1
.

la) 及

(1
.

lb )有公共的全解
.

于是知二阶微分方程的求解变换为积分方程的求值是可能的
,

但其积

分运算是困难的
·

若用 u
(
“

) = e o s
(x 一 a

)及寿(x
,

t) = sin (x 一 t)a (t) 替换 (1
.

lb) 中的对应项
,

则得

f (/

卜
·

(X , +

J:
“‘/

,

‘,“‘, d ‘

(1
.

2 )

显然
,

上式为著名的v o lt e r ra 第二类积分方程
.

若给定连续函数
“及 寿 (积分核)

,

则积分运

算是不难的
.

若设K‘一

{;
“(二

,

t)‘(t)“‘
,

贝{、(1
.

2 )简化为代数型

f= 。+ K f (1
、

3 )

.

钱伟长推荐
.
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式中K为算子
。

故知 (1
.

3 )的代数运算等价于 (l
.

la) 的求解
.

若给定一个原始函数f
。,

由 (1
.

3) 知
,

当f
。
乘上K 加上“后可出现两种情况

:

(i) 得原始函

数本身
,

即“+ K f
。= j0 , (ii) 得不同于原始函数的另一函数f

; ,

即“ + K f
。
= 了

; 。

后者由f
:
可

得 。+ K f
: = f

2 .

它的一般项为
鹦打萝卿峰

出一个卿黔势从产撼鄂铡
’

一切子序“的集
’

j
。

= “+ Kj
, 一 ; = 。+ K : + 山 十K

” , , 荡叮 (1
.

4 )�
,

较叭万
若了

。

。f (。。 co ) ,

则上式表明
:
对宇任一个f

琴汁 钾” 1, 2, ”
’

。

来说
,

f卜 :
更为接近于 (1

.

la ) 的真解
.

若 记}lu (二 ) 11= m a x }
。
(劣) }

,

a
‘

大
‘b

I八“’乓‘以 ““”,

则 们 ’八“ l= J
。‘s ‘” 气x 一 ‘, 口 叹‘, c ”s 气x 一 ‘, ’“

{

簇 11。 !I (b一
a
)

s i n
Z

(二一 a) / 2 时
,

可导出 !K
. “I( Ila l{

”

(b一 a
)

. s i n
.

(二一 a
) / n ! ,

就 知
:

乙 !IK
”。!卜

e x p〔Ila l}(b一
a ) s i n (二一 a

)〕《M e x p〔s in (二一
a
) j< oo 成立

.

如上述无疑
,

则其含意
i

·

毛

即
:

若f (劝为柯西子序列
,

则{了
。

}就是一致收敛 (几乎处处) 的序列空间
,

因而
.

(l
·

la) 及

( 1
.

lb) 的全解存在
〔”’.

二
、

记 号 和 定 理

设x + Y及 x 一 y 分别表示三切 x + y 的和集及一切 戈一y 的差集 ( V 二〔X
,

V 。〔Y ) 〔
’“ .

Con
v
(E ) 表示 E 的凸生成基

,

其定义为一切有限和 兄 内劣‘ 的集 (每一个内》 0 且 习 a ‘= 1
,

V 为〔E)
〔”

.

X 为实可析Ba n ac h空间
,

而X 中的Bor
e l集代数是Ba n ac h 空间的同时又是一个

B “n
ac h代数

【6 ’. 这些记号出现后可带有相应的上
、

下标
.

引理 1 若 Y 为B a 双ac h空间
,

对任意的X (不一定是 B a n
ac h 空间)

,

则 B (X
,

y ) 就是

Ba n a e h空间
.

证 见〔5〕的定理 1
.

2
。

引理 2 设 X 为度量空 间
,

f (x) 是X 上的可测函数
,

若记j+ = d( f
,

x) 二su p } f一二 }及

一
.

二
戏X

广二 d( 一 f
,
戈) =

s u p !f + 戈}, 则F (j) 二 { (f
+

.

+ f
一

)
: 丫劣〔X }为X 上的拓扑

.

x ( X

证 取戈 = 0不失一般意义 ( 因x 的任意性) ,

显然j+
、

f
一

分别为f的正
、

负部份
.

由于X

满足正则T :空间渗 故存在开集f+ 及 f一 若 j+ 〕二> 0
,

f
一
〕劣< 0

,

有 t+ 门f
一
= 空集

,

则直和

j+ +f 一城立

⋯
’

另一方面
,

由 B or el 集代数及 D e Mor ga n 公式知
:
若 ZX 一 ( f+ + 了

一

) = ( X 一 f
干

)

+( 万一f
一

)二 ( j+ )c +( f
一

)
“

为闭
,

亦即 (j
+
+ f

一

)
。

为闭
,

则f+ 门f一j+ 十 f一f为开
.

命题 1 设有序偶 ( X
,

Y )为满足 第二可数公理的正则T ,

空间
, C o n v

( E ) 为X 的一个可数

基底
.

若巾为X 到Y的双射映射
,

则 少是可数的
.

证 因X 正则T ; 空间
,

故存在开集巾及巾
关满足 巾 n 巾

赞 = 空集
.

若 f汉”夕为单射的
,

且

其初始值为戈。= f
。

砰。
,

则存在巾 ( f ) , X 冷 Y的双射映射的构造为
:

y
,
= d ( 二

,
、。 ) = x + 呵

。

Y
Z
= d( x

,

Y ,
) = 二 + 巾Y

:
= * + 巾x

一

卜中丫
。
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Y
。

= d (二
,

Y
。 一 :

)二二十价Y
。 一 , = x + 价‘十 ⋯ + 公

” 一 ’戈 + 必叮
。

(2
.

1 )

式中
,

若巾
ft

= 少(巾
” 一 ‘

)
,

有 {少
,

}
。 , ,
二 {小二

‘, ,
中 浪

, ,

⋯
,
中 ,

, ,
⋯ }

,

即知

, (, 卜“‘:
’ 一

{二
。

‘

耀;
) (m

,

一
,

,

2
,

⋯ ,
·

另一方面
,

若价(一 f) = 一少(f)
_

巨记少份 = (一孕 )(其中必> 0)
,

同理知y卜
二一中Y份

。 :
=

% 十小铸 y 竺
一 , ,

亦即知 巾朴 = 一少票
,

显然
,
中丫中补可数

.

定理 1 设X 为B a n ac h空间
,

X 关及X 朴分别为X 的第一及第二对偶 (或共扼) 空间
,

若

f及 g 分别表示X 、X 关及X 苦今戈的线性同构竺(戈二X 关
勺

,

则积 g f 就表示 X 今r 的线性同构
·

若令 中 = g了
,

当且仅当 又= X 料= X = 自反
,

则中= 1 /z
.

.

(2
.

2)

证 若f
, ‘、 x气 g: x 爷 , 艾及中 : X 冷又 (其中 V x 滚〔X

、

丫二关〔X 朽
,

则存在线性 泛函

族B (X
,

X 许
)〕f

,
B (X 气叉)〕g 及B (X

,

又)〕少
.

设大朴 = R (二
,

夕〔R )不失一般性 (因R 为实B a n
ac h空间)

,

则存在连续线性泛函族B (尤
,

叉)〕g : x
,

梦冷“ , v 的构造为
: g (, + 功 = u 及 g( , 一 , )二v.

.

由代数运算得
: “+ v 二 2夕二 及 、一

v 二 2卯
。

另一方面
,

若记 2 9 二f
一 ’,

则有逆运算的连续线性泛函族B
产

(X
,

R )〕f
: “ , v 乡二

,

刀的构造

为
:

f (
“ + v) = 二 ,

f (
。一刃 = 夕

.

当且仅 当戈= X 料 = X 二 自反
,

即少为满的
,

则B 二B 产 .

于是

定理证完
。

定理2 设X 及万分别表示B a n
ac h及H il b e rt 空间

,

若夕为H 到X 的双射
,

则变换函数少

可解
。

证 不妨设X 为复B a n aC h空间
,

而子序列 {“
,

}
。 , 、 、

切
。

}
。 , ,

为弱 紧 集 的 充 要 条 件 是

二。
一

平
一

、二 、

, 。

进
一

。夕(11
x l!

,

l}, 1}< i )
t‘ ’“’,

则由复代数运算知
:

若 { x ,

+ ‘夕
。

}二 {“
。

} 2 竺
-

、

u 、

{x 。
一 i夕。

卜二 {。
。

}一珍、
。

(}}。 !!
,

}}。 }}< z)
,

就知二 + 夕= “, % 一刀= 。 .

显然 u , v 是H 的一双

共扼子空 间
.

另一方面
、

因X 片H = 上自反
,

中为满的
,

由代数运算立即知

{1}
。

1
2 + 1}

。
1

2

}/ 2 == l!
二 1}

“+ }}, 1
2

(2
.

3 )

上式显然是H ilb e r t 空间上著名的N e u m a n 几何特征
〔“’,

其推证见〔4〕
,

其初等证明及其在力

学上的应用见〔7〕
.

令
e 艺 = {!v l】

“

/ !!
u 11

“、 切二 2 / (
e Z + l )及势二 2 0 2

/ (
e Z

+ 1 ) (2
.

4a
)

且分别称 e 为形角系数
,

称甲V 沪为变换函数
「‘ , 7 ’.

又知
:

甲(l}x l{
么
+ }}百妞

“

)= }l
。

!}
“,

叻(}}二 }!
“

+ }}v l}
之

) 二 }}
u l}

“

(2
.

4 b)

于是知少(甲丫哟可解
.

例 考虑一般仿射坐标生成基底空间的半单模 (或称 A
” _

匕的篱发拓扑
￡. 」)

,

并求 半单

模的值
。

解 若 C o n v
(E ) ~ 乙 内二‘ (乙

a ‘二 1 ,

为〔E ) 为仿射坐标生成基
,

当初始 值 d
。

== 二。偌。

时
.

由命题1及定理2知
:

J _
: _ , 、 ,

_
‘ ; , 、, : . _ , 、 、

蚤
d

;
二 }

x + d
。

}= {叻
,

(% 3
+ x 孟)}

2
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d Z

引
二

+d
:
!二 {砂:

树+d 川告= 恤尹 + 卿
:
(扩 十二拼贡

J
。

== .二 + 、
, 一 ,

l二王势
。

(二
“

+ J :
一 ,

)}去

一、,
。二 2

+ , 、
, 一 ; 二 2

十 ⋯ 十
六 ,

二

(二
2
+ 二孙 }‘

(2
.

5 )

显然
,

对于n维欧氏空间
,

当。= 1 ,

砂
*

= 义l}: 。 ,

时
,

则 “ 维欧氏正交基矢量的半 单模 为

d
,

一。告
.

那么平面正交基为 d
:
= 以 幻 空间正交基 为 d : 一双了

.

定理3 设X 为K U R 空间
,
几及小分别表示压缩系数及X 上的压缩映射

,

则 K U R 空间存
在固定点的条件 为 几一 (f0 一喇j0.

‘

证明 唯一性
.

取 O< 几( 1且V 尹
, 2 〔X

,

则存在 d (中 (尹 )
,
巾 (z) )( 义d (尹

,

对
。

若 巾至

少有两个不动 橄尹及
z ,

则由d (
z 签 ,

刁二 d (沙 (尹 )
,

巾 (z) )簇之d (
:
气刁 知 d (

z 气z) ~ 0 ,

即尹 =

二 .

显然不动点是唯一的
.

存在性
.

当{ z ,

}
, 》 ,
〔X 且 : 。~ f

。

笋。时
,

由命题 1知
: 2 1

二 z + 灯
。 , 2 2

二 中(
z ;

) = 么+ 又二十凡丫
。 ,

⋯ z 。

~ 少 (
z , _ l

)二
z + 肠 + 护 : 十⋯ 十元

” “‘z + 之
”

f
。 ,

若 m > n》N
,

有d is t (肠
,

人) = s u p l
二。一

爪 , 旅 > N

之。

1一 (加
一’
十几价

一“十 ⋯ + 几
” + ‘+ 凡

”

)
z 十 (几仍一 几吟j

。
一 (几

”

一几“ )z
/ (1一几)一 扭

”
一几“ )f

。 ,

就 知

{ : , 。

}
。 , ,

为 收 敛 子 序 列
.

由弱紧空间等矩映射的条件
: , 一w 、 : 釜 ,

知 中 (吞)
分

一

。少 (z) 气

有
z 。 十 ,

吧
一
。中 (

z 关
)

.

因此
,

当n、 co 时
,

d (
z 。 十 , , : ,

)二 d (巾(
: 关

)
, 二关

)= o ,

亦即 夕 (
z 关

) = 之
气

显然2 关
为不动点

。

必要性 (今)
.

必要性是显然的
,

因 K U R 空间为上自反
,

即 (U C )今 (IU R )今 ⋯ 今

(K U R) 冷 (K 十 1 )U R 冷上自反
,

对每个K 成立
〔‘’“’.

充分性 (令 )
.

当且仅当 还二 (f
。
一 z

)/ f
。

时
,

(U C )令 (IU R )令⋯令 (K U R )令 (K + 1 )U R 令

上 自反
,

亦成立
.

若不然K U R 空间非自反
,

知z : 十 ;

与 z 。

互不蕴含
,

亦即 z 。十 、

及 z ,

为非等价

类
.

即
:

d (
: , 十 ; , : tt

) = s u p 1
2 。 * :

一 : 。

I> 。> o ,

亦即 之转 (f
。
一 z )/ f

。.

另一方面
,

由存在性的证明 知
:

d 仕
。 十 , , 之。

) = 几、 + 舫
+ ‘
了
。
一沏了

。
= 舫 (z 十灯

。
一了

。

)= 0 ,

但几尹。
,

必有
z 十灯

。
一了

。
= O ,

这就产生了矛盾
.

因此 (令)亦成立
.

参 考 文 献

〔z 〕 俞鑫泰
,

科学通报
,

2 4 (1 332 )
,

2 473 一1 47 5
.

仁2 〕 S u illiv a n ,

F
.

C a n
. ,

J
.

M a士h
. ,

3 1
,

3 (137 9 )
,

6 23一 6 36
.

〔3 3 H o ff
,

R
. ,

R o e k y M o ta in ,

J
.

M a th
. ,

1 0
,

4 (z分8 0)
,

743一 47 :)
.

〔连〕 谷安海
,

东北工学院学报
,

3 (138 3)
,

x s一20
.

〔5 1 S e li e e hte r ,

M
. ,

p r‘。e i夕le s o f f“。e t‘o 凡a l A o a l夕s‘s
,

, A o ad e m ie p re ss ,

N e w Yo r k a n d

L o n d o n ,

p选一 57
,

208一 209
.

[ 6 〕 Ja m e s ,

R
.

C
.

Is ra l
,

1
.

M a公h
. ,

2 (一96 4)
,

一01一 11 9
.

[ v 〕 谷安海
,

力学与实践
,

2 (198 4 )
,

2 7一3 1
.

〔8 」 H a r ls ll o r e ,

R
. ,

A lg e bra‘e G e o 脚e t r。
,

Sp r in g 一 V e r la g
,

N e w Yo r k 一
H e ide lb e r‘; B e r lin

(1 97 v)
,

1一2
.



换函数巾及K U R空间存在固定点的条件 2 77

T he T ra n sfo rm a tio n Fu n e tio n 中 a n d the C o n ditio n Ne e de d

fo r K U R SPa c e H a v in g the Fix e d Po in t

G u A n 一h a i

(Z he n g z ho u A lu o io u o P la”t
,

Z he n g 之ho 。)

A bs tra c t

In t he la st se v e ra l y e a r s so m e p ro g re ss ha s b e e n m a d e in th e s tu d y o f th e p r o p e r tie s

o f th e e x te n t o f B a n a e h s p a e e : In 197 9
,

fo r e x a m Ple ,

w h e n S u illiv a n d ise u s se d a r e la te d

e h a r a e te r iz a tio n o f r e a 1 L 户(x )
s p a e e ,

h e u se d u n ifo rrn b e h a v io r o f a ll tw o 一d im e n s io n a l s u b s p a e e

a n d d e fin e d this e o n e e p t o f a K U R sp a ee ; In 198 0 H u ff u s e d t h e e o n e e Pt o f a n N U C s p a e e

w h e n h e dis e u s se d the p r o p e r ty o f g e n e r a li么in g u n ifo rm e o n v e x it y w hie h w a s d e fin e d in

te r m s o f s e q u e n e e : A n d in 1 98o Y u X in 一ta i(俞鑫泰)s ta tc d e e r ta in ly a n d pr o v e d t ha t th e

R K U s p a e e 15 e q u a l t o the N U C sp a e e‘1 3 .

H o w e v e r ,

th e fo llo w in g q u it e in t e r e st in g q u e s tio n s r a ise d b y S u illiv a n a n d H u ff m e r it

a tt e n tio n :

D o e s e v e r y su p e r 一 r e fle x iv e s p a e e h a v e th e fix e d p o in t p ro p e r ty ? a n d w h a t e o n d it
-

io n s a r e n e e de d fo r a n L p (x ) s pa e e to b e N U C s p a e e l3〕? r e s p e e tiv e ly
.

T li e p u r p o se o f t his p a p e r 15 t o st u dy th e e h a r a e t e r iz a t io n o f tr a n s fo r m a tio n fu n e tio n l‘1

a n d r e la t io 几sh ip s b e t w e e n t r a n s fo r m a tio n fu n e tio n a n d t h e tw o q u e s tio n s a bo v e 。


