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摘 要

本文用 M el
,

川k o v一H ol m es 方法讨论了软弹簧系统在周期小扰动作用下进入浑沌的途径
.

发

现对于这类系统
,

由于所加扰动的方式不同 系统会以不同次谐分叉序列通向浑沌
,

且随着外加

频率的变化这种序列会以不同的排列方式把系统导入浑沌
.

一
、

引 言

单自由度软弹簧系统的方程为

M “艺 + D
嘿

+ c x 一 N x , 一 。

a l “ a l
(1

.

1 )

其中参数M
,

D
,

c
,

N > 0. 。
。
~ MM / C 是 (1

.

1) 的线性化系统的固有频率
,

作变量变换

X = “刚C
厕

一
,

T = 凤t (1
.

2 )

就能把 (1
.

1) 化为

父+ x 一二 3
二一 。占分 (1

.

3 )

其中阻尼系数 功一 D /刚对C
, 0 < 。《 1 ,

占= O (1 )
.

我们分别考虑系统受到弱周期强迫力和弱周期参数激励作用的两种不 同情况
.

对于受到

弱周期强迫力作用情况
,

方程在 (,
,

t) 坐标下成为标准的 D uf fin g形式

戈+ 二一 , 3 二一 e占分+ 。
f

c o s o t (1
.

4 )

其中 f = O (1)
.

利用 (1
.

2 )
,

由 (1
.

4) 中 f 和 。 能够得在原变量 (X
,

T )下强迫力的振幅和

频率
.

对于弱参数激励情况
,

得到方程为
:

父+ x (1 + 。
f

c o s 。*)一
x 3
二 一 。占分 (1

.

5 )

(1
.

5 )是一个非线性 M a th ie u 方程
.

我们用 M el
产

ni k o v 一H o lm e s ‘” 方 法讨论软弹簧系统在这两种小周期扰动下通向浑沌的途

径
.

发现系统以不 同的次谐分叉序列通向浑沌
,

且随着频率不同序列会以不同排列方 式把系

统导向浑沌
.

在下一节中
,

我们计算了在两种扰动情况下产生横截同宿 (h o m o
cli ni 。

)点以及各次谐分
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又的门槛值 ; 在最后 一节中
,

就计算结果进行了讨沦并得出相应结论
.

二
、

浑沌和次谐门槛值计算

在无阻尼和扰动时
,

·

(1

(2
.

1 )

(2
.

1 )为一 H a m ilt o n 系统
,

H

.

4 )
,

(1
.

5 )成为

笼+ x 一 x “
= O

其 H a m ilt o n ia n
一

鼠为

1
, , 、 , .

1
, % 4

孟
一

砚X )
“

十 二 戈
-

一一丁
一

二 CO n st
乙

、
一

艺 4
(2

.

2 )

在相平面上
,

当H = 1 / 4时
,

存在有一对异宿 (h
e te r o elin ie ) 轨道组成的异宿圈 (h

e t e r o elin ic

lo oP )
.

当 0 < 万 < 1/ 4时
,

在此圈内存在一族以H 为参数的周期轨道
,

随 H 的增加
,

这族轨

道的周期单调地由2二增加到co
.

求解后
,

得到

1
‘

两条异宿轨道为
% 。
一 * th

(愧
2 ,

)
,

材 2
g 。

= 士
产
丫

2

S二h
Z

(愧
,

一

才

) (2
.

3 )

2
。

参数H 二H
;

的周期轨道为

汀 Z k

斌 1十矿

5 ·

(
、 1

专
、

: ,

“

)
, , *

- 斌 2 掩

1 + 儿
2

二
(、

、

介
*

:
一

,

‘

)
d n

(
一

、1

年
、

: ,

兮(2
.

4 )

其中 s n , e n ,

d n
为 Ja e o b i椭 圆 函数

,

寿满 足 关 系 式 H * = 存
2

/ (l + k
Z

”
,

4斌 1 + 护 K (k)
,

K (幻为第一类完全椭圆积分
.

现在
,

就两种扰动情况分别加以讨论
.

1
。

具有弱阻尼与周期强迫力情况
t Z ’

此时考虑 (1
.

4 )

笼+ x 一二3
= 一 。占分+ 。

f
c o s o t

其中 0 < 。《 1 ,

6
,

f> 0
.

两条异宿轨道所对应的 M e]
‘

ni k o v 函数为

周 期 T 二 T (k) =

(2
.

5 )

M (, 。卜l了卜
“。

。

“, + f

一
“+ ‘。, 〕。

。
“, d ‘

d士斌 2 汀。f一
, 二h

(
斌
飞竺

一

)
。。s 曰‘

。

(2
.

6 )

显然当参数比刀 d 满足条件

3

勇
。 S h

(愧
之二。)

<

否 (2
.

7 )

时有横截同宿点
,

即系统可能有浑沌反应
.

定义

R 认, (。)=
3

蒸
S“

(穿动 (2
.

8 )

为浑沌门槛值
.

同样对于满足丁 = T (k) = 4斌1 十护 K (的 = 2二。/ 。
。

(tn
, ,
为 互 质 整数) 的次谐轨道的

M e l
, n ik o v 函数

M
,

(t
。

) =
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= 一 dJ
I

(m
, n ) + fJ

Z

(tn
, n
)

e o so t。

t0 5

(2
.

9 )

其中 J
,

(。
, n

)= 〔(掩
名
一 1 )K (k )+ (k

么
+ 1 )E (k )〕

O
, n 并 1 或 m 为偶数

J
:

(m
, n

)=
2材 2 汀。 。o s e eh

二m K
,

(k )
ZK (耘)

其他情况

K
,

(旬 = K (心 1一 妒 )
,

E (的为第二类完全椭圆积分
.

当参数比 f/ j 满足

J l

J
2

时
,

系统会出现。阶次谐轨道
.

定义

{黔}
一

<

否 (2
.

10 )

R 盆
) (。)二

2寸 2 仁(九
2
一 1)K (儿) + (舟

2 + 1)E (九)〕
3 二。 (l + 寿

2

)圣

二 ,n K
‘

(寿)
ZK (k )

(2
.

1 1 )

为 m 阶次谐的门槛值
.

2
’

具有弱阻尼与周期参数激励情况
〔“ 1

此 }于寸考虑 (1
.

5 )

父+ (1 + 。
f
。0 5 o t)% 一 劣3

= 一 : 6分

类似计算 可以得 到异宿轨道的 M el
‘

ni k o v 函数为

(2
.

12 )

M (r
。

) = 一

产生浑沌反应的门槛值为

2

落
2 占+ / 。 2

‘

一
h

(
刚
飞
“田

5 in o t (2
.

1 3 )

R 怒
J

(。 , 一

豁
s h

(愧
2 二。

(2
.

1 1 )

次谐轨道的 M e丫ni k ov 函数为

万
,

(t
。

) = 一 d J
:

(m
, n ) + fJ

Z

(川
, n
)

s in o t。 (2
.

1 5 )

其中 J
,

(。
, n ) =

3 (1 + 寿
“

)圣
〔(k

Z
一 1 )K (k) + (九

2
+ 1 )E (k ) ]

为奇数
J

:

(。
, n
)=

n 护 1 或 脚

汀 3 m 名

2 (x + 秃
2

)K
Z

(左)
e o s e e h

二。K
‘

(寿)
ZK (寿)

其他情况

m 阶次谐的门槛值为

R 盆
)
(。) =

1 6〔(左
之
一 1 )K (k) + (寿

2 + 1 )E (寿)〕K
‘

(掩)
3二3 m 2

(1 + 秃
2

)十

。二K
‘

(存)
ZK (k )

(2
.

1 6 )

三
、

讨 论 与 结 果

由上节计算结果
,

可作如下分析

l
。

注意到 4刚 1 + 妒 K (的 = 2 二。加
,

在两种情况下产生次谐的门槛值 可化为

R公
’
(。 )=

2M 2 [ (k
Z
一 1 )K (左) + (k

Z + 1 )E (左)〕
3厅。(1 + 掩

2

)番
sh (。斌 1 + 庵

“

K
,

(九)) (3
.

1 )
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R公
’

(。 )二
4〔(掩

2
一 1 )K (k )+ (k

Z
+ 1 )E (k)〕

3阅
2

(1 十的圣
-

sh (。材1千k
Z

K
‘

(k )) (3
.

2 )

对于任意固定。
,

若 二、 co
,

即有k * l ,

此时 (3
.

1) 和 (3
.

2) 的极限值分别为
/一9自"Q自z产.吸、

、
‘了.、

R 盆
’
(。)” - 2

3兀口

2 二。

)
一 R 怒

,
‘。’

2 二。

)
一R 华,

‘。’

(3
.

3 )

R公
’
(。)、

2斌 2

3 兀。 2 (3
.

4 )

另外利用E (的和K (k) 在 寿, l 的级数展开
〔‘’

K( “, 一 1n

节
一 +

(劲
“

(
1n 一

暮
一

仗
2

一

)
“
产2 +

(粼 )
“

(
1·

二 (、)一 1 +

护
·

渝
一 ,

为
“

/ 忿
+

;次(ln 扮
、熟

一 :

1 X 2 3 又 4

k’
4
十⋯

尸
4 十 ⋯

(3
.

5 )

;1刀任
‘

兑L一
产、

可以证明对任意固定。
,

当 益充分接近于 1 时
,

即仇充分大
,

成立有

R 盒
,
(。)< R结

,
(。 )

,
R 盆

, (。 )< R 绝, (。 ) (3
.

6 )

这样我们可以判断
,

对于固定 。 ,

参数比 f趟逐渐增大时
,

两种情况下系统都是经过无限次

次谐分叉而到达浑沌的门槛值
.

2
.

显然对于具有弱阻尼和周期强迫力情况
,

随着参数比 f/ J 增加
,

系统经过无 限 次 奇

阶次谐分叉而进入浑沌 , 对于具有弱阻尼和周期参数激励情况
,

随着参数比刀占增加
,

系统

经过无限次偶阶次次谐分叉而进入浑沌
。

3
.

为了讨论不同。随f/占逐渐增大进 入浑沌途径
,

就得 比较 R 盆
’
(司 和 R 男 (。) (‘二 1

,

2 ;

。 为对应允许取的整数)相对大小
.

图 1 尸留
、

一 R 雷与。的关系



软弹簧系统在周期小扰动下通向浑沌的道路 10 7

通过计算作 出 R 盆
)
(。)一 R 公’(。 )与。的关系图 (见图 1 )

.

由图 1 可知 R {” (。 )一 R 红, (。 )曲线终止于。 = 1
.

R 盆
’(。) (。 = 3

,

5
,

十 co (利用 (3
.

5) 也可分析出此结论)
,

而R毖 (。)为有限
.

设 R 二
‘) ,

R 乌
‘,

⋯ )在 。、阴 时趋于

⋯ 与R 甘交点的 口值

为。
3 , 。。 ,

⋯
,

又设 R 二
‘’与 R 盖

, 、

相交 于 。。 , 。; R互
, ’与 R手

, ’相 交 于 。 3 , , , R云
‘’与 R ;

‘’相 交 于

。。 , 7

等等 ; 于是推测到当 f/ j逐 渐增大时
,

系统 (1
.

4) 进入浑沌途径如下
:

(1
,

3
,

5. 一 代表主

谐振及 1/ 3 ,

1/ 5
,

⋯次谐波振动 , co 代表浑沌)

O< 。< 1 , 1、 3 , 5 ”
·

一
, oo

1 < 。 < 。3 , 。

(、 2
.

6 8 2 )
, 3 0 5 ” 7、 ⋯”冈

田 3 , 6

< 。< 口3 , 7 , 5” 3 、 7、⋯。 co

曰 3 , 7

< 。< 曰。 , 。, 5 0 7、 3 0 9 、⋯ * co

。 :

(、 2
.

6 9 5 )< 。 < 。。
, 7 , 5 , 7、 9 。一

*

,

口。 , 7

< 。< 田。 , 。 , 7 0 5 0 9 、⋯ 。oo

。。

(、 3
.

4) < 。 < 。
, , 。 , 7 o g o n 。 ⋯。二 等等

类似可设 R 护
) ,

尸‘
2 , ,

⋯ 与 R 泌)交点的。值为。
4 , 。。 ,

⋯ , 又设 R 未
2 , 与 R 白

2
一

)

相交于 。‘ , 。 ;

R 护
) 与 R二

“, 相交 于 。‘ , 。 ,

R么
2 夕与 R 各

2 )相交于 。。 , :

等等
.

于是推测到当 f/ d 逐渐增 大 时 系 统

(1
.

5 )进入浑沌途径如下 (2
,

4
,

6
,

⋯代表1 / 2
,

1/ 4 ,

1/ 6 ,

⋯次谐波振动 ; co 代表浑沌)
.

0 < 。< 2 , 2 、 4 、6 ” 8今 ⋯今 co

2 < 口 < 田‘ , 。, 4 、 6” 8” ⋯” co

口‘ , 。

< 口( . ‘ , 。, 6 、 4 、 8、
,

二 、、

。‘

< 。< 。。 , 、, 6 0 8 0 10 * ⋯ 。 co

甲
。 , ,

< 田< 。。 , : 。 , 8 令 6 0 1 0、 ⋯。二

。。

< 。 < 。 8 , , 。, 8 0 10 0 1 2 。 二。 co 等等
.
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