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摘 要

木义建议以径向位移。
,

轴向位移w
,

子午线切线转角X
,

径向内力H 和经向弯矩M
、

作为描述

轴对称载荷下旋转壳弹性小应变的轴向任意大挠度问题的状态变量
。

在此基础上
,

本文建立 了 整

体坐标下的一阶非线性微分方方程
.

进而用权余法得到该问题的最小位能原 理
.

又用引入拉格朗

日乘子 片加以识别的方法
,

得到这一问题的广义变分原理
.

本文还提出了以载荷参数为尺度的变特征无量纲化方法
,

可以有效地提高非线性计算的成 功

率
.

所得到的无髦纲微分方程和无量纲位能原理
,

可以作为轴对称壳任意大挠度问题数值计算的

理论基础
.

一
、

引 言

在工程
_

L
,

有
一

些变形特别大
,

精度比较高
,

重复性很好的弹性敏感元件
.

它们 由承受

轴对称载荷的旋转壳构成
,

在未发生失稳屈曲和塑性屈服的弹性小应变阶段
,

可 以有很大的

轴向位移
,

我们称之为轴对称壳任意大挠度问题
.

通常
,

它们具有以下特点
:

1
.

在弹性小应变范围内
,

可出现有限的转角
,

产生很大的轴向位移
.

挠度可达壳休厚度

的二
.

十倍以上
。

转角可达 0
.

3 弧度
.

2
.

初始余纬度角变化范围大
,

因而子午线切向的位移 也可能是大位移
.

3
.

虽然外径远大于厚度
,

但局部曲率半径 与厚度之比 可能并不很大
.

4
.

旋转壳母线可能由多段曲线衔接而成
,

衔接处子午线曲率和 切线方向都 可 能发生突

变
。

5
.

壳休厚度沿母线有变化
.

6
.

曲率半径沿母线有变化
.

E
.

R ei s s n e r 『’, “ , ’“’采用整体坐标
,

并以余纬度角卿和径向内力的函数
r
H 为基本变 量

,

给出混合法的两个二阶微分方程
,

可以适应旋转壳在轴对称载荷下
,

在弹性小应变范围内的

轴向大位移和子午线切线的有限转角
,

一

可以适应大范围的初始余纬度角
,

消除了用剪力的函

数 r Z

Q
,

作基本变量时方程在法线与旋转轴平行处的奇异性
,

为轴对称壳任意大挠度问题奠定

钱伟长推荐
.
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了理论墓础
.

R
.

S c h m iclt 「“’ (]9 7 7 )提出以径向位移 “ 和余纬度角 切为基 术变量的位移法的

两个二阶微分方程
.

几
.

E
.

A H ;
Pe eB a t ’3 ’

(1 9 8 1) 给出的方程和 R e is s n e r 方程相近
,

她用

差分法对一批弹性元件做了计算
.

本 义选取 “, , , x ,
H

,

M
,
作为状态变量

,

建立的一阶微分方程组和 R ‘ “sn e r 方程

所依据的一阶微分关系是一致的
.

在子午线曲率突变和切线方向突变处这组状态变量仍保持

连续
,

突变点可以不再作为边界
,

计算可以连续进行
·

在一阶方程组中
,

沿母线变化的厚度

和曲率半径以 找木身的形式存在
,

不需要引入导数
,

这都给计算带来方便
.

钱伟 长教授提出引入拉格朗日乘子并加以识别的方法
〔5一 g 」

(1 9 64
, 1 9 7 9 , 19 8 3 )

,

并在跨

度远小于曲率半径 (扁壳)的假设 下给出了薄壳大挠度广义变分原理
〔7 〕

(1 98 0 )
.

鹜津久一 郎
〔‘“〕

(1 9 6 8 , 1 9 7 5) 给出了壳体线性问题的位能表达式
,

并进而对应变位移关 系式中某些项进行
一

r

非线性讨论
.

木文从整体坐标下
一

阶非线性微分关系出发
,

用权余法建立了轴对称壳任意大

挠度问题的最小位能原理
.

又用引入拉格朗日乘子并加以识别的方法给出了该问题的广义变

分原理
。

木文提出变特征无量纲化方法
,

用载荷参数作为无 鼠纲化因子的分母
, ’

与载 荷 趋 近 于

零
,

出现奇异性
.

木文证明
,

在这一奇异点无呈纲解趋于一个有穷极限
.

这一极限正是原方

程线性简化解的无量纲形式
,

因而载荷为零这一点是可去奇点
.

利用变特征无量纲化方法
,

摄动法所得到的轴向挠度的有效值超过壳体厚度的二十倍
,

打破了摄动法只能计算壳体厚度四倍以 内有限挠度的传统说法
.

应当指出
,

挠度有效范围
,

除了受所采用的数学方法的限制 以外
,

还受问题物理木质的限制
.

深波纹的弹性敏感元件具

有一个很大的拟线性变形范围
.

二
、

基 木 方 程

R
.

S e h m id t「“’ (1 9 7 7 ) 把 E
.

R e is s n e r 在文〔1
, 3〕中建立的关系式归结为

:

山
一

却1
�

A
一

二 C O S切。 ,

== 5 I n 甲。 (2 1 )

切 ~ 切
。十 万

,
。, 一

直饥/
(‘+ 二 ,

,

“。一‘· * / r““一 , ‘2
·

2’

dr
一

即/r,l
r = r 气梦) , z = z 气甲)

,

A

= 5 I n 切
心

兑咖郊1月
一一甲

.

左
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(2
.

3 )

= 一 (
。, s i n 卯 + s in 切一 s in 沪

。

) (2
.

4 )

“
.

势叨动
丫dd苗d1AIA

/ 1 d u
.

、 /
勺 = 火刁

一
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.

5 )

l d ( r。。)
A d劝

” 仑甲e o s甲 + c o s切一 c o s甲。 ( 2
.

6 )

N , =

M
,
二

E t

l一 , 2 (
: ,
+ , 。。

)
,

(2
.

7 )

E t3

12 (一
v Z

)
「1
LA

N 口一 、皇冬
、
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窝
+ ·
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S ‘· : 一‘· *
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.
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轴对称载荷
一

下旋转壳弹 )牛们花变的轴向任意大拢
‘

如司题

厂护 「 卜 J 了

二
、 ,

飞

jV1
口
= 一

一

而万笼一 二厄又
一

1
,

一

二犷全 十 戈S ln 华一 s m 切讨 / r l
l ‘ 气1

一
)
’

) i一八 “ 甲 J

(2
.

9 )

N , 二H co
s切十犷 sin 中,

Q , 二一 H s in 中十犷c o s切 (2
.

10 )

l

月

d (
rH )

d沪
一N

。+ r歹
,

= 0 (2
.

1 1 )

l d (
r犷)

A d劝
一 r歹

:

= 0

d (
:
M

,

)

d 功
一M

, e o s华一 rQ
,

(i + : ,

) = o

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )
1A

其中沪
-

— 描述各变 量沿旋转壳 母线分布规律的基本过程参数
; 月d劝
—

子午线微弧元 ; r,

e
, 2

—
变形前壳体中面上一点的整体柱坐标 ; 甲。

—
初始余纬度角 ; 切

—
一

变形后余 纬 度

角 , 如
G ,

k0
。

—
变形前壳体中面的主 曲率 ; 蛛

,

ke
—变形后壳 体 中 面 的 主 曲 率 ; u , ,

—
壳体中面上一点的径向和轴向位移

; : , , 。。

—
壳体中曲面的经向和环 向 应 变

; x

—
子午线切线转角 ; N

, ,

N
。,

H
,

犷

—
经向

、

环向
、

径向和轴向内力 ; Q
,

—
剪力 ;

M
, ,

M
。

—
经 向

、

环向弯矩
; 歹

f ,

歹
:

—
径向

、

轴向均布压 力 ; E

—
杨 氏 模 量 ; ,

—
泊 松

比 , t

—
壳体厚度

.

位移
、

内力的方向符 号规定如图 1 所示
.

一厂
图 2

应当指出
,

上述关系式是在 K ir 。hh of f一L o v e
假设下得到的

,

即忽略横向剪切变 形 和

法向挤压变形
.

下面的讨论
,

将继续在这一假设下进行
.

为了适应局部曲率半径可能较小的

情况
,

有必要考虑中面曲率对 内力
一应变关系的影 响

.

壳体 中任意一点的应变
:

e , 一亡欠,

1一亡/
r : ’

e , 一亡欠 ,

1 一亡/ 八

式中知
, 。。

如前所述是壳体中面应变 , 雪为局部法向坐标
r :

为壳体中面主 曲率半径 , 河 , , x 。为中面挠率
.

取

(2
.

1 4)

乙(〔一 t/ 2
, t/ 2 1

,

如图2所示 , r ; ,

r l
一 ‘/阮 八一‘脚

。,

一直窝 欠 , 二 (
s in 甲一 s in 切

。

)/
r (2

.

1 5 )

由虎克定律

E
a . 二 二 一 ”

1一 尹‘ (
e ,

+ , e ,
)

,

。, 二
E

1一 1, 2
e , + , e 甲 (2

.

1 6 )

壳体中面内力和弯矩为

N
,
一

厂
: 。,

(卜 ,/r
2
)武

,

凡 一

几
:
。 (卜 ,/r

1

,、 (2
,

1 7 )
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M
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一

I三
2

外; (卜 : / 一 )悲 M
, 一

丁二
: 。。““一亡

/rl) 、 (2
.

1 8 )

积分前忽略高于护的各项
,

可得

E t

1一 , , 2 (2
.

1 9 )
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八曰J�l.O自今�

N , 二

N , 二
E t

1 一沪

!
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:
,

)(::一)〕

M
*
二

M
,
二

一 E 尸

r Z ( 1一
v Z )

E t3

!
· , + 从

口
一

(六
一

:
2

)司

x Z ( 1 一
1, 2
)

一

「⋯
+

一(:
2
一

:
、

)
一

〕 (2
.

2 2 )

我们用 (2
.

玲~ 2
.

22 ) 式代替 ( 2
.

7 ~ 2
.

的 式
,

作为轴对称壳任意大挠度问题的内力
一应变关系

.

记

二一

(:
,
一

劲
,

。 1
一 1 +

勿
·1 , 。 2一卜勿

乓

{N
, ,

N 。 ,

一M
, ,

一M
。}, = D {。, , 。e , 河 , , 河 ,

}少

( 2
.

2 3 )

( 2
.

2 4 )

厂
广

一

12
。 1 立j 一

厂
扩一12

O 二
E t

1 一 v 么 (2
.

2 5 )
t2

1 2 v

o广12

厂
产12

。

:;
厂

{;
·

假设旋转壳受到集中力尸釜 (作用在中心或 内缘 )
,

x 对平衡的影响
,

可以得到如下平衡方程

t名

1 2

壳壁受到法向均布压力 q气 考虑挠角

l d ( rH )
月 d劝

一N
,
+ Q苦 r s i n 沪 = 0

: 一

; (髻
一

十

叫

(2
.

2 6 )

(2
.

2 7 )

d (rM
,

)
d劝

一M
, e o s 沪一 r Q

,

( 1 +
。,
) = 0 (2

.

2 8 )
1
.

�J工

以

E
.

Re i s sn e r 〔, , “ ,选沪
, r
H 为基本变 鼠

,

给出二阶微分方程组
,

方程要求 切 , rH 满足 C ,

连续
.

R
.

S c h m it r”选“ , 切为基本变量
,

给出二阶微分方程
,

方程要求
。 , 甲满足cl 连续

·

在

求解 R e i s sn e r 方程或 S c hm idt 方程之后
,

还要根据独立的微分关 系 ( 2
.

4 ) 式
,

才能确定

挠度 。
.

因此可以认为 R ei s sne
r 解法的 状 态 变 量 是 {沪

, d沪/ d叻
, rH

,

d r H / d沪
, 。 }

,

S o hm id t 解法的状态变量是 {“
,

d叮d劝
, 甲, d 职/ d沪

, 。卜 在旋转壳子午线发生曲率突变或

切 向突变处 R e i s s n e r 或 S o hm i dt 解法的状态变量不能都保持连续
,

所以必须作为边界 处

理
,

建立适当的连接条件
.

当厚度和曲率半径沿母线变化时
, R o is s n e r 或 Sch m idt 方程中

出现厚度和曲率半径的一阶导数
,

这也使问题复杂化
,

应当指出
,

这种间断和复杂化
,

是在
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建立二阶微分方程组时人为造成的
,

只要恰当选取状态变 嫩
,

并对各变量的方向符号作统一

的规定
,

一阶微分方程组在子午线曲率突变和切向突变点可以不发生间断
,

方程中也不出现

厚度和曲率半径的导数
,

从而降低对函数光滑性的要求
,

使分析和计算更为简便
,

也更为准

确
。

在 R e is sn e r 所建立的关系式 (2
.

] ~ 2
.

2 3 )的基础 上
,

并进一步考虑用 (2
.

1 9 ~ 2
.

2 2 ) 式

作为 内力
一应变关系

,

用 (2
.

26 一 2
.

2 8 )式作为平衡方程
,

我们可以选取 扣
, 二 , x ,

H
,

M
, }

作为状态变
一

鼠
,

给出
一

阶微分方程组
:

= ￡甲e o s砂 + e o s切一 c o s沪。

“ 一 : , s in 甲一 (5 1。切一 sin 中。

)

(2
.

2 9 )

(2
.

3 0 )

、.J尹、.尸
‘

,10自OdCa

2 2 (1 一
, , 2

)

E t 3

一

M
,
一 ,

(
s in 沪一 sin 甲。)/

r 十厂勺
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* + 。’一‘n 甲- E’t

1一 俨「
二

, + 。2·
/
· +

:;
r (5 1· ,

一
i· * 。

)/
·

〕}/
·

(2

du咖面即介办dH即1
一

Al月1
一

Al�A

1 dM
,

A d叻一{
(卜

·
)M , +

臀
〔(

5 1·、一‘· : 。) / · + 厂 (· / r + 二
,

) / (卜
·’

) : )一
* /

·

+

l音(
一

影
+ 。二)一

, 一H
S ‘· ,

〕“
+ 二 ,

(2
.

3 3 )

其中 。, 一

{
1一俨

E t l
一

; (鬓
十* 卜

、十H一
, 一

rM
·

〕
一 ,

「
。 + 了:

二 (
s ;。 : 一 s ; n , 。

)1/
,

飞/ (
2一 。) 2

)
L l ‘ J / 少/

(2
.

3 4 )

方程 ( 2
.

29 ~ 2
.

34 )式构成具有子午线曲率突变和切向突变的旋转壳在轴向集中力和均布

压力作用下发生任意大挠度问题的一阶微分方程组
.

这一方程组可以适应引言中提到的弹性

元件大变形问题的六个特点
.

三
、

变特征无量纲化方法

为 了解决复合载荷下的变形问题
,

我们首先引入统一的载荷参数 母
.

百= m
a x }。气 p 关/ 0

.

2 5“D 么
}

一

( 3
.

1 )

式中D 为旋转壳外直径
.

在弹性小应变范围内
,

一般可认为变形 与历史无关
,

我们可以把轴

向集中载荷尸
关和均布压力尹依互按比例加载的过程作为计算中的基本加载过程

.

引入无量纲变量

、....、

1
..夕尸二尸关 / 2二口D

“,

O = q 资/ 2互
,

刀= 互D / E t
, ,
人二 t/ t , , a = A / D

“== t ,

/ 2 材
一

宫D
,

X 二。
/四

,
Y 二 , /四

,
z 二x/ 刀

,

T = H / 互D

M = M
.

/
了

/

互t (3
.

2 )
1 2 ( l一

, 2

)

, e , ; ,

/刀
,

p = , / D
,

f== (
s in 卿一 5 1。切

。

) /夕

夕== (
e o s华一 e o s切。

) /夕
, ? == D 厂 , 。 = x + , 拼ZhZ s i n 甲。/ p

方程 ( 2
.

29 ~ 2
.

3 4) 无量纲化为
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.
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_ _ 、 _ , 。 ‘ 。 .

_ 、 /
= 一嘴T

e o s切+ ZQ户s in 华一
, ’ .

二 : 〔v e + (2 一。 )X / 户+ : 拜么h
Z

f/ p 〕卜/ 户L
-
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’
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一
’
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一 /

一
‘ 厂 “ 尸

’
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J/ 厂
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5 )

(3
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话岁犷
口

叨Z劝T
卜

势胭
.

举ddddddd己
�

dalal一alal一a

e = {[ ( 1一
v Z
) / h〕〔(P / p + Qp ) 5 in 甲 + T e o s甲〕一 v

(X + 丫拼
Z
h
么

f ) / p 一 , “ZM / h }/。
( 3

.

7 )

(3
.

8 )

无 景纲方程中含有无量纲参数 a ,

夕
, , , 召 , 。 ,

h
,

其中 a 可称为广义曲率半径
,

刀是无 量纲

载荷参数
, 拼是相对厚度

, h 是厚度变化系数
。

刀
, 拼是小参数

.

实验和数值计算表明
,

当旋

转壳母线形状确定以后
,

相对厚度 拼是最重要的几何特征参数
.

上面式中 t ; 是旋转壳的名义

厚度或平均厚度
,

是整体量
.

下面讨论无量纲化的作用和奇异性
.

记

{U
,

卜= {u
, 。 , x ,

H
,

M
, } r

,

{u
‘

}二 {X
,
Y

, Z ,

T
,

M }
r

( 3
.

9 )

由 ( 3
.

2 )
‘

可知状态变量的无量纲化因子的分母都和载荷参数 互成正比
,

因而有
u ‘二U ‘/ a ‘互

, a ‘== e o n s t ,
i二 1

,
2

,
⋯

, 5 ( 3
.

1 0 )

在加载的过程中
,

无量纲化因子是变 鼠
,

这是它和一般无量纲化方法的区别
.

当互= O
,

无量

纲解无定义
,

因而也可称之为奇异无量纲化方法
.

在 U
‘

一互平面上
,

解曲线的割线斜率记为 K ‘

K
‘
二 U ‘

/互
, ⋯ u ‘二K ‘

/
a ‘

(3
.

1一)

可见无 鼠纲解 u ‘和 U ,

~ 互解曲线的割线斜率成正比
.

当 互。 o , “‘趋近于 U
‘

~ 互解 曲 线 的

零点
一

切线抖率
.

定义 U ‘
为消除了初始应力和初始应变影响的状态变量

,

只要 U ‘
~ 互解曲线

C ,连续地通过零点
,

而 目
.

零点切线的斜率为有限值
,

则 u ‘
在 互= 。处存在有穷 极 限 解

。
夕

,

“
兮是原方程在 互= o 处线性简化解的无最纲形式

。

此时
,

刀= O 或 互= o 是可去奇点
。

0

2
~

一一一-
一

—
.

巴

/

/
厂

/

图3a 线性方程
’

图 3b 拟线性方程 图3 c

对于线性方程
,

U
‘

~ 互解曲线是一条过原点的直线
.

U ‘= K ‘
互

,

K 、= c o n st , ⋯ 。‘二K
‘

/ a ‘= e o n s t , i二 1 ,

2
,

强非线性方程

( 3
.

1 2 )
一

可知线性方程
,

经过以载荷为尺度的变特征无量纲化
,

相应的无量纲方程具有常数解
,

完全

消除了不同载荷下无量纲解的差别
.



轴对称载荷下旋转壳弹性小应变的轴向任意大挠度问题 工2 1

对于拟线性方程
,

U ‘~ 互解曲线接近于一条过原点的直线
,

割线斜率变化很小
.

因而
,

u ‘的变化也很小
.

IK
‘一K 梦!《 IK 夕l

,
. ‘ .

!
u‘一 u

夕}《 !
u
夕{ (3

.

1 3 )

拟线性方程经变特征无量纲化
,

可以大大缩小不同载荷下无量纲解的差别
,

明显扩展摄动解

的有效范围
.

对于弹性小应变任意大挠度的拟线性问题
,

摄动法行之有效
,

不受以往数学方

法造成的挠度与厚度比值的限制
.

此时
,

选取摄动参数
,

不宜选位移变量本身
,

可以选其非

线性偏差
.

对于非线性较为显著的方程
,

U ‘~ 4 解曲线的割线斜率 可以有较大的变化
.

此时能否用

摄动法
,

需要针对具体问题做进一步探讨
.

但是无沦如何
,

在原点附近
,

还有一 个 拟 线 性

区
.

在这个范围内
,

变特征无量纲化使计算更容易成功
,

而作为后续计算的基础
.

例如采用

非线性规划的直接方法
,

在 了解小位移拟线性区的非线性趋势之后
,

对较大位移的计算可以

通过适当的外推
,

提供良好 的初始计算点
。

四
、

最 小 位 能 原 理

以 u , 、 作为描述轴对称壳变形的两个独立的位移变量
.

由(2
.

3 ~ 2
.

4 )式给出 。* , x 的微

有

咖山

分表达式和变分关系式
.

记 d : 二 A d丸

d “
己,

=
一
d ; c o s卿一

sin 甲 + e o s X 一 1 (4
.

1 )

5 I n X =
d 功

Sl n 甲
一己

‘ c o s切 (4
.

2 )
du一山

一

d : , = e o s甲

。

d u

O一
子

a 召

。

d 田
一 sl n 甲 O一j 二

心J 石

(4
.

3 )

7
. 。

d “
。

d 切 、 /
』

。x = 一灭
“‘n 甲 “

而
十 “os 甲 “习云刀 ‘土十“, ) (4

.

4 )

由于轴对称性
,

可以把下面的积分归结到旋转壳的母线 口 上
.

对平衡方程 (2
.

11 ~ 2
.

1 3 )和外力已知边界条件做权余积分
,

记为 I
,

设 F 气 G 气 汀关为

壳体 内部的任意函数
,

R气 S气 T 关 为边界上的任意函数

‘一 2

可
。

{
一

(
d r

H
d s

一N , + ·,
·

)
F · +

(
d r厂

由
一 , ,

·

)
G · +

l
d rM

,

ds
一M

口e o s沪

一Q· (1 + ·, )
」H

·

}
d · + 、2兀·(“R一护S ’一“

·
T ·

, ‘

1
,

,

。
一 “

(4
.

5 )

不失一般性
,

可取

尹 = 加
,

伊 = 彻
,

H
, = 奴 (在壳体 内部 )

R 芳 = 加
,

S 苦 = 枷
,

T 关 = 6 x (在外力已知边界上 )

分部积分
,

利用位移边界条件和应变一位移关系
,

可以得到

(4
.

6 )

(4
.

7 )

‘一

{{
,
(N

·“·, + N 。“
一M

·“· , 一M
,“一 ) d A 一

{J
,
‘,

·

“·+ ,
·

“田 , d A

一 f
_ ,

‘月。
“一夕枷一厕

。
。, )d L = 。

J l 。
’

(4
.

8 )



根据 (2
.

2 4 ,
2

.

2 5 )
,

内力 {N , ,

且联系二者的 O 矩阵是对称阵
。

泛函的变分
,

记这个泛函为 汀
:

黄 黔

N 。 ,
一M

, ,

一M
,

}T是应变 {: , , : , , 河 , , 河 , }T的线性函数
,

容易证 明
,

权余积分 (4
.

8) 式 是完全变分式
,

可写成一个

二一
合丁I

, 、

鬓
。

{
。1·

; + 口2·: + 2

一
+

轰
〔·‘十·‘+ 2

一
+ 2‘

’

‘一、
,

一
)〕}

d A 一

仃
,

(, 二 + , 一 )d A 一

丁
,

,

。

(“一夕
切一厕

, x )d L (4
·

。)

占刀 = I = 0
一

(4
.

10 )

我们得到轴对称壳任意大挠度问题的最小位能原理
:

在一切具有足够光滑性
,

并满足应

变
、

挠角
、

挠率—
位移关系(4

.

1 , 2
.

5b
, 4

.

2
,

2
.

1
.

5c
,

d )和位移边界条件 的允许应孪
。, ,

。
,

允许挠角义
,

允许挠率大 , ,

勤
,

以及允许位移
u , 二中

,
.

真实的应变
、

挠角
、

挠率和位移必使

根据内力一应变关系(2
.

19 一2
.

2 2) 写出的泛函 (4
.

9 )式取极小值
,

即必使根据 (2
.

19 ~ 2
.

2 2)

式得到的相应内力弯矩满足平衡方程 (2
.

n ~ 2
.

1 3 )和外力已知边界条件
。

由于建立位能原理的步骤
,

步步皆可逆推
,

所以位能原理作为变分驻值原理容易 得 证
。

钱伟长教授 ‘7 ’
(1 9 8 0) 证明了在应力应变曲线向应变偏斜的情况下弹性体大挠度位能驻值原理

是最小位能原理
。

五
、

广 义 变 分 原 理

最小位能原理有三个约束条件
:

应变位移关系 (4
.

1 , 2
.

5b
, 4

.

2 , 2
.

15 c ,

d)
,

位移已知

边界条件和内力应变关系 (2
.

19 ~ 2
.

22 )
.

用钱伟长教授提出的引入拉格朗日乘子并加以识别

的方法〔5~7 〕和高阶乘子法
〔8 ’”’可以把这些约束条件引入泛函成为变分取驻值的欧拉方程 和自

然边界条件
,

从而得到没有约束条件的广义变分原理
.

鸳津久一郎
工’”」和卞学镜教 授

〔‘” 也提

出在变分原理中引用拉格朗 口乘子法
.

本文指出
,

因为一阶乘子是一个物理量
,

可以独立变分
. ‘

由乘积的变分规则可知
,

在引

入预期的关系式的同时
,

还要出现其它变分项
,

将引起泛函进一步的变化
.

把泛 函 (4
.

的中位能积分记为 U
,

位能密度记为 U
。

u
。
= 李 百矛、

一

万
。

. 。: + 。
。。: + 2 , 。. 。。 +

里「
、 : + 、 ; + Zv 、. 、 ;

+ 2厂 (: 。、 ,
一 : . 欠。

) :飞 (5
_

1 )

艺 1 一 梦一 忆 一 ‘

1 乙
一

’ ‘

J

用拉格朗 日乘 子法引入应变位移关系和位移已知边界条件
.

rT
_

「「丁
; : 。 . 1

了
_

du
_ _ _ _ ,

d 、
_ :

_ _ _ _ _ _ _ _

八
, : , _ .

, _ 、 , 。
/. d x 、

2 了 “一Jj爪曰 十 几

代
“伊

一刁
。 二七 U b 明十

一

J 。 “‘u 甲一
U U “X 宁 土

尹, “ 2 、“ 夕一 “/ ” 丁 “3

铲
甲一 d ;

/

。

/
.

d u
.

d 切 、 _ _ 、
, J

+ 元
、

[ 、 o 一 (
sin 甲一 5 1。沪。)/

r〕+ 之
。

(
sin x + 二了

s in 沪 + 贷
一

e o s切)一歹
, 。一歹

: 阴 卜d A
一
\ ” a s

’

a s / 一

)

一 {
, ,

(方
“一夕、一而

, 、) d : + {
; ,

{。
,

(
“一 ; ) + 。

:

(二一、 )十。
:

(x 一又)}d L (5
.

2 )
Jl

’
。 、 一

了‘. ‘
’

Jl
’。 ’ ‘

”
‘ ’ ‘ 、 一 ‘ ’ 。 、 ‘“ ‘ “

“
、 一 ’

一
‘

取变分
,

分部积分
,

并利用(4
.

1 , 4
.

2 )式
,

由于 d“
,

6、
,

6 : , ,

d e 。 ,

d欠 , ,

d、。
,

d x
,

乃几‘(‘=

l
,

2
,

一
,

5 )
,

伽
J

(j = 1
,

2
,

3 ) 的任惹性
,

泛函 (5
.

2 )的欧拉方程和自然边界条件中包 含

应变位移关系 (4
.

1
,

2
.

5b
,

4
.

2
,

2
.

1 5 。 ,

d )和位移已知边界条件
.

此外
,

还包含以下各式
:
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+ 元
,
= 0

,

+ 几
:
二 O

,
十“。一。

,

翼
+ “

4
一 。

(5
.

3 )

r t甲

�己翻a

二
〔· (、

,

一
, 一、

5 1·: ) : 一、一 , 一“

二
〔· (、

: 5 i n , + “
5

一
s、) : + r

‘一“

一

蕊
(
·“

3

) 一之
吞。0 5 , + “二 “+ 二 , 一 o

一天
、C 。 s甲十 丸。s in 甲二育

,

一 凡
, S i n 甲一天

s

co
s切二夕

,

天‘~ 而
,
(在外力已知边界上 )

拼,
= 人

, e o s沪一 入
。s in 沪

,

z, 。二 一入
, s in 沪一 入

。e o s甲
,

拼3二人3 (在位移已知边界上 )

把以
_

!二各式和间题的微分提法中各关系式对比
,

可以识别各拉格朗 日乘
一

护
:

几
,
= 一N

, ,

元
2
= 一 N

, ,

几: = M , ,

之
‘
二M

。 ,

元。= 一Q
,

召,
- 一万

,

“2 = 犷
, “3 二M

,

(在位移已知边界上 )

从而得到轴对称壳任意大挠度问题的广义变分原理泛函

(5
.

4 )

(5
.

5 )

(5
.

6 )

(5
.

7 )

( 5
.

8 )

( 5
.

9 )

( 5
.

1 0 )

二。一

;!!
,

,

兰几
:

{
。1·; + 口么·; + 2

一
十

;;
〔·‘+ · “+ 2

一
+ Zr (

￡。·。

一
,

)〕}
d“一

J{
,

{
N ,

(
·,

一菩瑟一
* +

窦
5‘· *

一
、 + 1

)
+ 、

。

(

一
/ ·卜M ,

(
、 , 一

岔)
一M

,
〔

一
( 5 1· , 一‘· , 。

) /
·〕
}
d A

一
{! ( ,

,
。十 ,

: 二 )d A 一 { (月
u 一夕。一厕

, 、 ) d : 一 { 〔H (
。一、)

J J A J l
’

a J I

一F ( 切一 而 )一 M武x 一牙)〕d L ( 5
.

n )

六
、

无量纲最小位能原理

对位能原理进行载荷参数为尺度的变特征无量纲化
,

采用和微分方程略有不同的无量纲

化因子
,

引入 以下无量纲量
:

Q一。·

/ 刀= 互D/ E t , ,

h二 t/ 才
, ,

X 二 u/ 刀D
,

y 二切加刀
,

Z = x /刀
少

~q一
, .工

e , = 。,

/刀
, e 。“ 。e /刀

,

K , 二 、 ,

D /刀
,

K 。= 、。
·

D /夕
, 日一N

丫
互D
l 一 v Z

。
,
一N

州
互D
1 一 犷 2

,

。一M
了

互D
“

l一 , 2

,

“。一M
州

互D
“

] 一护2
户二 r/ D

,

拼二 t , /2 可 3 D

: 一Dr
,

。 ;
一 1 + :

卢zD/
: , ,

讼
:
一 1一 :

办
Zs in *

。

/ 、
,

dI 一州D
,

户
,

一 ,
,

八 。
_

:

/ 1 -
歹

户一 ,

丫
全一“
/

互D
1 一 v Z ’

户一夕
八曝

,

“一“
丫乒耸 (在外力已知边界

_ _

仁) ( 6
.

2 )



l汉 黄 黔
’

可以得到轴对称壳任意大挠度问题的无量纲最小位能原理泛函
:

二 , 一
l{、

。‘。
; + 。

: 。 :

白 沙甘

+ 2 , e , 。 , + 拼么h
Z

仁K 二+ K 二+ Zv K
,

K 。 + 2夕(K
, e 。一K

, e ,
)〕}p hd l

一

{
。
(厂成 + 厂

·

y )、一。(r尤一 , 犷一耐
)

{
, 石

(6
.

3 )

变分的约束条件为

· , 一

丫一
* 一

公
S *· : 、

一

(
。一、z 一 , )/、

,

一
、 / , )

(6
.

4 )

dZ
I\ , 二

一

屯石- ,

八 e = 气s ln 甲一 s l n 切。)/ 户P
U ‘

(6
.

5 )

1
.

。 。 d X
.

d y
D s ln 户乙 二 一

~ 介
了 , sl n 甲一

一
了了 c 0 s 切

尸 “ 洛 “ ‘
(6

.

6 )

X 二X
,

Y 二Y
,

Z == Z (在位移 已知边界上 ) (6
.

7)

内力应变关 系是不参加变分的约束条件

日
,
= 。le

, 十 v e 。一 ? 矿护尺
,

(6
.

8 )

日 。= 。e , + 。 : e 。
+ , 拼2

八
Z

K
。

(6
.

9 )

g
,
二一拼

2

〔K , 咔
一 vK 。一 , e 伊

〕 (6
.

1 0 )

口。= 一矿〔
, K , + K , + 下。 a〕 (6

.

1 1 )

在泛函 (6
.

3 )和约束条件(6
.

4~ 6
.

1 1) 中有以下无量纲参数刀
,

拼
,

?
,

。工,

。 : ,

h
.

其中相对厚度拼是

重要的几何特征
。

木文给出了无量纲方程 (3
.

3 ~ 3
.

8 )和无
,

量纲位能原理泛函(6
.

3 )
,

可以作为轴对称载荷

下旋转壳弹性小应变轴向任意大挠度问题数值计算的理论基础
.

作者对钱伟长教授不断的鼓励和经常的指导和帮助表 刁;
衷心的感谢

.
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