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摘 要

本文继续有关不动子集的泛系研究
.

在泛系框架下得到了 I型不动子集的存在准则 ; 给 出 了

自反关系类及等价关系类与不动子集的关系定理 ; 引进了二元关系的不动点概念并对一类泛 权网

络建立了几个不动点存在定理
。

设‘是一 个非空集合
,

f是G 上的一 个二元关系
.

假定D 是 G 的一个子集 (非空 )
.

当D 二

D
O

f
,

D
o

j二D 或D = D
o

f时
,

我们分别称D 为 I型
,

I 型或 l 型不动子集
.

各型不 动子集集

族分别记为F气t)
,

F 二
(j) 和F (1)

.

在传统分析中
,

映射的不动点通常不假定有内部结构 ; 而对于二元关系的不动子集
,

则
一

可引进各种数学构造
.

显然 l 型单点不动子集实质上可作为不动点 (反过来亦成立 )
.

所以

不动子集是一个普适性更强的概念
.

在文献〔1
,

3一 5 〕中
,

我们指出了各类不动子集及相应的不动泛系定理的物理
、

经济
、

生

物及社会含义
.

特别是关于 I 型不动子集获得了一批定性及定量的结果
,

给出了几个结构性

算法
.

本文将其中的 一 些工作推广到 I型不动子集
,

讨论了自反关系类
、

等价关系类与 I型

和 l 型不动子集的关系
,

并就一类赋权网络建立了几个二元关系的不动点存在定理
.

文献 [ 3」曾指出
,

了有 l 型不动子集的充要条件是 (G
,

f) 或 (G
,

户)有向左方无限伸展的

链
.

我们发现
,

它也是 I型不动子集存在的等价性条件
.

定理 1 ( 王型不动子集存在准则 ) F 苦
(f) 斗功的充要条件是存在 (x

: ,

x : ,

⋯
,
x , ,

⋯ ) 〔G 一 ,

其 中

二J十 1
〔f

o
二 ,

也就是说
,

F气f) 寺功当且仅当F (f) 斧功
.

证明 先设F气f) 年功
,

即有D
,

满足必斗D 二D
O

f
.

任取气〔刀
,

则有 凡〔刀
,

使 (x
: ,

二 ,
)

〔f
.

因凡〔刀
,

所以又有凡〔刀
,

使(“
。 ,
二:
)〔了

.

如此继续下去就有序列 x , ,
x Z ,

⋯
,
二 , ,

⋯
,

其中

(二 , 十 , ,

x ,
)〔f (j= 1

,

2
,

⋯ )
.

再设存在定理条件中所述的序列
.

则由〔3〕可知集合

D 垒 U 二 , ·

户
j 二 1

满足

签
吴学谋推荐

。
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功斧刀二D
O

f

于是当有F气j) 粉功
.

定理证毕
。

虽然 I型和 皿型不动子集的存在性是等价的
,

但它们的结构特征与数量特征一 般 不同
.

我们总有 F (j) 三F气f) (注意 F (j) 一 F气f) n F袱f))
,

但有极多的 例 子 表 明 !F气川 今

!F (f)】
·

设D 〔F气f )
.

对任意的xl 〔工〕
,

存在满足定理条件的 , , ,
x Z ,

⋯
, 、, , ·

⋯ 显然
,

二 ,
贬 日

二 ,
一

f
‘
〔F (f)

所以我们有下血的定理
.

定理 2 对任意的D 〔F 苦
(f)

,

存在D
‘
〔F (f)

,

使刀三D
产 .

不过
,

D 中不一定含有 l 型不动子集
.

在泛系方法论中
,

常常采用自反关系与等价关系这两种荃本关系来描述 或 刻 划 客观事

物一卜
‘

面我们给出它们与不动子集的关系
,

有时 也
一

可作为它们的形式定义
.

定理 3 f〔R 〔G )的充要条件是F气f) = 尸(G )一 {功}
.

证明 设f〔R 〔G )
.

任取D 口(G )
,

D 年功
.

显然对 , 〔刀
,

必有 (二
,

劝〔f
.

于是 x e xo 了二

肠 f
.

所以D 〔F ,
(f)

.

反过来
,

设 F 关
(j )二尸(G )一 {价}

.

则对任意的 : 〔G
,

因{x} ‘尸(G )一

体}
,

所以 {二}里 {二}
·

f
,
以IJ二〔%

。

f
.

所以f〔R 〔G )
.

定理证毕
。

显然
,

只要G 的所有单点子集是f的 I 型不动子集时
,

叩有j〔R [ G )
.

因此
,

王{劣 } }戈〔G }

互F气j) 当且仅当尸(G )一 {功}二F 气f)
,

或写为

定理 3
尸

f( R [ G )的充要条件是 m in F 关(f)二 笼{二 } {, 〔G }
.

当f〔E
。

[ G )或f〔E [G )时
,

我们记

G /f = m a x {Q !Q
名
三f }

定理 4 f〔百 [ G )的充要条件是G /j 互F (f)
.

证明 先设 G /f三 F (f)
.

不妨令f( E
。

〔G )
.

我们来证 明了还具 有传递性
.

这样 f 就是一

个等价关系了
.

当G /j 中的元互不相交时
,

传递性是显然的
.

所以 下 面 对 任取 的 D , ,

八〔

G / f
,

D
,
今 D

Z ,

证明必有D ,
n D

:
一必

.

设不然
,

即至少有 二〔D
,

自D
: ,

那么对任意的x ‘〔D
: ,

-

由(二
,

二 ‘

)〔f
,

D
:
一D

Z o

f而必有二 ‘
〔D

: .

即D
,

生 D
: .

同理可有D
:
互D

, .

矛盾源于D , n D
:
今功的

假设 ! 所以 定理充分性为真
.

由泛系等价分类的性质即知必要性是成立的
.

定理证毕
.

更精确地
,

我们有

定理 4
产

f〔E 〔G )的充要条件是G / j= m in F “)
.

为证明该定理
,

我们先给出一个引理
.

引理 当了贬E 〔G )时
,

F (l) = { U G ‘1厂二G /了卜
G

,

C

实际 卜
,

对于任怠的D 〔F (j)
,

作

I
’ 。垒长G

‘

}(G 。〔G / f)/\ (D 日G ‘斗功)}
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则 ( 日 G
‘

)
·

f二 日 G
‘

G
,
(厂 zo G ( j

一 ; ,

对任意的戈〔刀
,

必存在某 G 泛G / f
,

使二〔G
‘.

所以

D 互 U “
G

,

(厂 月

对夕〔 U “
,

存在G 泛厂 。 ,

使夕〔G
: .

因D 自G
,
寺功

,

所以有 , 产
〔D 自G ‘ (对某个犷〔G )

.

显
C

.

(厂 。

然(
、 ,

!l) 〔f
.

再由D = D
O

f就有 , 〔刀
.

所 以

U G
‘
里D

G ‘〔厂 刀

综上所述
,

F (j) = { U G
‘

!厂g G / j}
.

G (厂

显然
,

由传递性即知F (f) 中的极小元集正是G /l
.

所以 当f〔E 仁G )时
,

‘ /f二 m in F (f)
.

反过来
,

由‘/f = m in F (f) g F (f)
,

据定理 4就有f〔E 〔G )
.

定理证毕
。

由以
_ _

仁的几个定理我们即有下面的不动子集于卜数公式
.

定理 5

( z ) 爬R 〔G )时
,

!F
关
(f)卜 2 ‘“ ’一 1 ;

( 2 ) f〔刀〔G )时
,

}m in F 苦
(f) }= }G !

;

( 3 ) 爬E 〔G )时
,

{F (f ) }二 2 {J了”一 z = !P (G /f )一 {功} !
;

( 4 ) f〔E 〔G )时
,

!m in F (f)}= }}f !1= }G / f }
.

仍设‘是一 个给定的非空集
,

f是其
_

仁的一个非空二元关系
.

当(二
,

x) 〔f时
,

我们称 二 是

二元关系f的不动点
,

亦即二是f的不动点当
_

凰仅当 {对是 f 的 I型不动子集
.

记 f的所有不动

点集为F 占(f)
.

在传统的不动点理论中
,

当f是一个多值映射时
,

若二〔f( 劝
,

则也称二是f 的不动点
.

显

然f可看成一个二元关系 (这时二尸 。

f或f( 二产

)一般不是 单点集)
.

那么
,

这里关于二元关系的

不动点的工作与多值映射的不动点理论有何差异呢 ? 一个重要的不同就是这里很少涉及精细

的数学结构 (只有等价关系或序关系这样的基本泛系关系)
,

例如拓扑结构等
.

这些关 系
一

可

概括一大类数学条件 (包括出现在不动点理论中的 )
.

因而其结果可包含许多 不动点定理
.

由此可以看出
,

问题的处理过程是带有方法论意义的
.

它可以促使不动点理沦在宏观 仁的综

合
,

最后 导致这种理论在新的
、

更高的层次
_

匕的发展
.

显然
,

了有不动点 当目
.

仅当f自j
‘”’午功

。

定理 6 如果有 D〔F (j)
,

{D }二 。< 。
,

则F “(尸)斗功
.

更精确地说
,

如果对 。> 1. 定

义

f
‘” ,

户 U f
‘丸,

则F A
(f

‘“ ’

)寺功
.

证明 不妨设

D = {劣
, ,

戈2 ,

⋯
,
戈。 }

因D 二 D
O

f
,

所以存在以下而的元素为顶点的环路
:

劣人, ,

其中2杯 ‘《。
, x 儿

,

〔D (1( j簇‘)

劣订
,

⋯
,

义左

(
一

可以有相同的元 )
,

日
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所以

于是有

(“
。, ,

二、
,

_

。:

)〔f

%‘一= 戈左i

(“。
, ,

众
,

)〔f“
一 , )

(翔
、,

众
:

)〔f
‘“ ’

李 贵 华

(1( j( i一 l)

这里要注意的是
,

1
.

当n ( m 时
,

F
八

(f
‘” ,

)二F
A

(f
‘“ ’

)

2
.

对任意的 m ) 1 ,

F
△

(f“
’

)二 F
八

(f
‘

)

定理证毕
。

当定理中的条件换为
“

存在D 〔F权f)
, 。》 1 ;

!D !屯。
”

时结论仍成立
.

推论 1 如果 !G }< co
,

且F (f) 专功
,

则存在 m 》1 ,

使F
△

(f
‘“ ,

)钾功
.

证明 这是因为当 }G }< co 时
,

F (j) 今功的充要条件是户门尸
, 专功

.

推论 2 如果了〔T 〔G )
,

且存在 m ) 1 ,

使刀〔F (l)
,

}D }= tn ,

则F△
(f) 今价

.

定理 7 下列条件都蕴含着F △
(f) 今功

.

1
.

存在 g g G
Z ,

f二夕
。

夕一 ‘
今功;

2
.

}自 < co
, g 是G 上的隐模拟

,

了= 扩;

3
.

存在 g ,

F
“

(动 今必
,

且 g 二f.

设G
,

f同前
,

邢是 一 个下备格 (即格中任意非空子集恒存在下确界)
.

泛权网络 h 定义

为映射

h
:

f、班

当(x
,

, )〔f时
,

我们把 h((二
,

夕))简记 为 h (二
,

刀)
.

定理 8 设 h 如上定义
.

如果

1
.

in f h(
x ·

f
,

g
o

f)< h(二
,

, )
二今 , ;

2
.

存在
: 及 夕(〔

z ·

f)
,

使

in f( U h(G
, ,

G , O

f))》h(
z ,

夕)
协仁G

‘

二G
’ ·

f

则f有不动点
,

即尸
△

(f )年功
.

这里砰
_

上的序关系为簇
.

对a
,

爬砰
, a ( 刀当a 年夕时简记为 a < 刀

.

当G , ,

G
”

g G 了U f
O

G

时
,

定义

h(G
, ,

G
ll

)垒h((G
, 义 G

“

)门f)

我们来证明上述定理
。

由条件 2 ,

存在 之 及 叭〔二 l)
,

使 h(
: ,

川不大
一

干下确界
.

如果 乡钾 z ,

那么

in f h(
z ·

f
,

夕
。

f )< h(
: ,

刀)

由于 夕
·

fg o f(
2 , ,

所以有下面的不等式

in f h(
z o

f
, : 。

f
‘2 ’
)成 in f h(

z o

f
,

,
O

f )< h(
二 ,

, )

这与 夕
, : 的取法矛盾 ! 所以只能有 夕二 : .

于是佃
,

刃〔f
。

推论 1 令

Y垒 {夕lh(夕
,

, )成 in f( U h(G
‘,

G ‘·

f))
诱 G

’

g ‘
’ ·

f

则 Iy }( }F
么
(f)}

.



一

类不动 子集的泛系研穷 1 31

推论 2 设h是一个泛权网络
,

且

1
.

sn f h(二
·

f
,

口
。

f)< h(,
,

夕) 劣钾夕,

2
.

h 是一个满射
,

则 f有不动点
.

证明 因班是一个下备格
,

所以

in f( U h(G
‘,

G ‘·

f ))
功、 G

’

二C
’ 。

j

存在 目在附中
.

由于h是满射
,

存在 (
之 ,

妇〔f
,

使h(
2 ,

刃 刚好是上述的下确 界
.

再由定理 8 即

知推论为真
.

注 1 定理 8 中的条件 l 可弱化为只要对条件 2 中的 (:
,

的成立相应的不等式
.

注 2 在定理和推论的条件下
,

我们有g = 2 .

显然
,

由于关于 h 的限制不那么直观
,

h佃
,

的似乎不取

h (j )的下确界
.

在定理 8 中
,

由条件 1 可以证明
:

满足条件2的 (:
,

的的泛权达到左边的下确界
,

即符号) 实

为二
。

而且

in f( {{ h (G
, ,

G
, 。

f))= in f h(f)
功、 G

’

二 G
O

f

这样
,

条件2实际上是说h(D 的下确界可以达到
.

如果 h是一个距离
.

且是一个满射
,

则不动点的存在性即

刻就知
,

而且正是跟离为 0 的元素对的分量
.

从了及却勺结构来看
,

上述的定理及推论是〔2 〕中关于收缩映象的不动点定理的一般推广
.

在许多时候
,

推论 2 的应用较定理 8 要方便一些
.

注 3 一收缩映象至多有一个不动点 ; 满足上述定理或推论中条件的f却可能有多个不动点
.

例 1 设G = {二
,

毋 ; 了= G
“ .

令邵 = {。
,

1} 并以 自然数大小为序关系
.

定义 f 上的离散

度量 (d is e r e te m e tr ie ) 如下

。= b

a 等 b

n
�11

Jr
刀l、.

一一

.

口a
心

儿

其中a ,

b〔G
.

于是

in f h (
a o

f
,

b
o

f )二 0
, a ,

b〔G

推论 2 的条件在此全部成立
.

我们看到
, 二 与 , 都是f的不动点

.

例 2 设 G 二笼1
,

2
,

⋯
, n ,

⋯ }
。

定义

f= U { ( i
,

k‘
, , )

,

(j
,

九. , , ) }
f

.

1 ( G
, 年 了

其 中k ‘
, , 为 ) m a x {‘

,

j}的任意整数
,

_

目对 G Z一 { (
。 , 。

) j
。== 一

,

2
,

⋯ }中的无穷多个元 {( i
,

j) }
,

k‘
, , 取为极值m a

x{ i
,

了}
.

可 以证明
:

这些极值正是 f的不动点
.

如果 W 上的序关 系及 h为例 1

所示
,

则此例满足推论 2 的全部条件
。

注意不动点的个数完全由笼k
‘, , }控制

。

例 3 我们举例说明
,

仅有定理或推论中的条件 1 是不能保证 f 有不动点的
,

即
卜

下确界

不能达到时
,

f 可能没有不动点
。

设‘一“
,

2
,

一
‘; ‘一 。

>un
、1

{(1, 排
附一

。

坦
1

件 0}

定义

则对任意的 1 / , > 1 / m
,

嗽
一

,

动
一

裔 (m> 。‘’

‘n ‘“

(
一

真
·

了
,

众
。

, )
一 。
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、、.产‘
手了1仍

对任意 k> n , 〔

告
。

‘
,

所以
,土
‘

倪

令 、令一
椭

in f、

(青
。

了
,

击
。

,)
一”

)
显然

,

当。> n时
,

h( l/
。,

l/ m )> 0
.

所以
,

定理中条件 1 是满足的
.

但f没有不动点

这 甲要注意的是 O乙h(f)
。

我们取 }f }二 co 不是偶然的
.

当f有限 日满足条件 1 时
,

f 必有不动点
,

即有限性和收缩

性是不动 汽存在的充分条件
.

此即

定理 9 如果f有限
,
月

_

当二寺夕时

in f h(二
·

f
, 夕

·

f)< h(二
,

夕)

则了必有不动点
,

证 明 因 }jl < oo
,

所以 h(知f
,

梦j)
一

也是有限的
.

这样存在、〔xo f
, 2 〔梦f

,

使

入(。
, :
) = in f h(二

·

f
,

,
。

f)

如果之= 。
,

贝lJ :
自然是f的不动点

.

所以下面设 : 今。
.

这时有叫
,
〔切

。

f
,

气〔zo f
,

使

h(。
, , : ,

)二 in f h(、
。

f
, : 。

f)< h(。
, :
)

仍设二
、
钾 : , .

继续这个过程就有序列

(二
,

, )
,

(。
, :
)

,

(、
, , 二 l

)
,

⋯
,

(功
, , 二 二

)
,

⋯ < h(切
, , 之。

)< ⋯ < h(功
, , : ,

)( h(叫
, : )

因f有限
,

序列中必有相同的元
.

所以 不可能有上述序关系
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= : , .

w
,

即是f的不动点
.
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