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摘 要

本文对 Fuz z y 映象得出了几个新的不动点定理
,

这些结果改进和发展了文 〔l
,

4
,

5 1中的结

一
、

引 言 及 预 备 知 识

关于 F u z z y 映象的不动点定理 H e ilp e r n
,

Bu tn a r iu 及作者等在引文〔1~ 5 ] 中曾作过某

些研究
。

本文的目的是继续研究这一问题
。

本文中所给出的结果改进和 发 展了〔1
, 4 ,

5] 中

的主要结果
。

本文沿用〔1 〕中的记号和术语
。

本文 以下处处假定 (X
,

d) 是一完备的度量空间
,

C B (X )表X 的一切 非空有界闭集族 ;

歹 (X )表X 中一切 F u zz y 集的族 , 犷 (X )表夕(X )中这样的子族
,

对每
一

: 月〔丫(X )
,

由下

式定义的非 F。 : z ; 集才〔e刀(x )
:

才= 授x 〔x : A (劝 = m ax A (
“
)}

别 (X

F 称为是X 、犷(X )的 F u zz y 映象
,

如果对每一 二〔X
,

F (x) (以后记为F
二
) 是 岁 (X )

中之一 Fu zz y 集
。

设 F : X ) 沙(X )是 F u z z y 映象
,

则由F 可产生一集值 映象 户
: X 、CB (X )如下

:

户(x )一{y“X :

凡 (y )一署凡(
·
)}

称 叉, 〔X 为 F u z z y 映象 F : X 。丫 (X )的不动点
,

如果

F场 (介)> F气 (对
,

V 正X

由定义易知下之结果成立
。

引理 1 介〔X 是 Fuz zy 映象 F : X 、犷 (X ) 的 不 动 点
,

户
:
X , C刀(X )的不动点

,

即

(1
.

1 )

(1
.

2 )

当而且仅 当 劣 , 是 集值 映象

引理 2

b〔B
,

使得

(N
a d le r [ 7 ] ) 设 A

d (
a ,

b )( 刀万 (A
,

B )
,

、〔户(、 )

B 〔C B (X )
,

则对 任 一 a〔A
,

和 任 一 数 夕> 1
,

必 存 在

这里 H (
·

,
·

)表由度量 d 导出的 H 。邸d or 班 度量
.

谷

周模仁推荐
.
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二
、

主 要

定理 1 设 F
,

G 是 X , 沙 (X )的 F u z z y

的集值映象
,

设对一切 x , , 〔X 有

结 果

映象
,

户和泞分别是由F 和 G 按(1
.

1) 式定义

月 (户(、)
,

泞(,, ) )( 巾(J (二
, 。)

,

J (二
,

户(
二))

,

J (。
,

台(。))
,

“(二
,

台(。))
,

‘(。
,

.

户(、)))

(2
.

1 )

兵中函 数孕满足下面的条件 (少
,

)
,

(中
:

)
.

(少
L

) 中
:

〔O
,

oo )
5

、仁O
,

co )关于每 一变 量不减
,

巨必上半连续 ;

(少
:

) 少(t
,

t
,

t
, a t

,

bt)( 卯(t)
,

V t) 0
.

其中 a ,
b = o

,

1 , 2 ,

且 a + b = 2 , 又 尹(t)
,

[ o
,

co )。 [ o
,

二 )
, 甲(t )< r ,

丫t> o , 甲(o)二 0
.

设 刀> 1 ,

任 取 x 。〔X
, x ,〔户恤

。

)
,

{t。}界。

是 由下式定义的非负实数列
:

t。+ 1
= t。+ 甲(刀(t

。一 t*
一 、

))
,
k 二 1 , 2 ,

⋯ ; t。= 0 , t、) d (x
。, x 、

) (2
.

2 )

若 八”蛛< 00
.

则F 和 G 在X 中存在唯一 不动点 介〔X
.

证 对给定的 肠〔x
,

气〔户(二
。

)
,

和刀> 1
.

由引理 2 存在 丸〔吞(x
,

)
,

使得

J (
二、, 二 :

)( 口万 (户(:
。

)
,

否(
: ;

) )

又由引理 2
,

存在 凡〔户(凡)
,

使得

d (x
Z , x :

)(阴(亡(, ,

)
,

户(
二 2

))

继续这一程序
一

可得序列笼x
二

}孔
。

二X
,

满足条件
, 2 。十 ,

〔户(x
Z。

)
, 、: 。十 2

〔亡(二
。。 + ,

)
, 。二 o , 1 , 2 ,

,

二

J (x
Z。 + , , x Z ”

)(脚(户(x
Z ,

)
,

亡(二
2
卜

,

))
, 。= 1

,

2 ,
⋯

J (二
2 。 十 : , 二 2 , 十 :

)(脚 (亡(、
2 。 十 ,

)
,

户(
x Z。

))
, , = o

,

z
,

2
,

⋯

( I ) 我们首先证明下面的不等式成立
:

J (二
2 二 ,

户(
二2 。

))( 己(
二2 . _ 1 , 二2 ,

)
, 。二 l , 2 ,

⋯

J (二
2 , , , ,

亏(
二 2 , 十 ;

))( J (
x Z 。 , x Z , * ;

)
, 。 = o

, l , 2
,

⋯

事实上
,

由(2
.

3 )和条件 (2
.

1) 有
J (、

: , ,

户(x
Z 。

))成H (乙(二
: , 一 ;

)
,

户(二
2 。

))

} (2
.

3 )

(2
.

4 )

( 小(J (
二 : 。 , 二2 , 一 1

)
,

J (, 。” ,

户(二
2 ,

))
,

J (
二 2 , 一 , ,

亏(
x Z
一

,

) )
,

J (
二 2 ” ,

吞(二
2 二 一 ;

))
,

J (
二 : , 一 1 ,

户(二
2 。

)))

《巾(J (凡
, ,

x Z
卜 ,

)
,

J (x
Z , ,

户(
二。。

))
,

J (
, : , 一 , , 二2 ,

)
, o ,

J (x
Z , 一 l , , : ,

) + J (x
: , ,

户(, : ,

)))

若 J (, : 。 ,

户(x
: ,

))> J (x
: 。 一 、, 二2 。

)
,

则由上式得

J (x
: 二 ,

户(、
2 :

))( 切(d (二
2 , ,

户(x
Z。

)))< J (二
2 , ,

户(, : ” ))

矛盾
.

由此矛盾得证 d (、
2 二 ,

户(x
: .

))( J (二
2 ” 一 , , 二2 .

)
, 。= 1 , 2 ,

·

⋯

同理 可证 d (
二2 , 十 1 ,

G (
% 2。 十 ,

))( d (
二2 . , 、 2 , 十 1

)
, 。= o

, i ,
2

,
·

⋯

(I ) 现用归纳法证明

d (x
, , x , 一 ,

)( 刀(t
, 一 t,

一 ,

)
,

j二 1
, 2 ,

·

⋯
(2

.

5 )

事实上
,

当 j= 1 时
,

由给 定 的 条 件
,

(2
.

5 ) 显 然 成 立
.

设 当 j= 2 , 3 ,
⋯

,
九时

,

(2
.

5)

成立
.

现证对 了= k 十 1 时 (2
,

5) 亦成立
.



F uz
z y 映象的不动点定理 (二 )

当 k 为偶数时
,

由条件 (2
.

1) 和不等式 (2
.

4) 可得

己(翔
十 , , 二。)成刀万 (户(二

。
)

,

泞(x
。一 ,

))

《刀巾 (d (众
, , 。一 ,

)
,

d (二
。一 l , 二。)

,

d (
二。一 ; ,

价) + d (众
,

泞(x
。一 ;

))
,

o ,
J (

二。一 , , 二、
)+ d (

, 。,

户(x
。
)))

( 刀孕 (d (众
,

众
一 1

)
,

d (众
一 : , 二*

)
,

d (
, 一 , ,

翔)
, 0 ,

Zd (
“。一 L , “。

))

成刀切(d (心
,
娜

一 ;
))成刀中(刀(t

*一 t。
一 1

)) = 刀(r
*十 ,
一 t。)

当 k 为奇数时
,

用类似的方法可证 (2
.

6) 亦成立
.

故 (2
.

5) 得证
.

因 八。 t, < co 传。 co )
,

故对任意的正整数 吞
, m ,

由

(2
.

6 )

自+ 协 一 1 九+ 仍 一 1

d (, 。+ 。 , 二。
)( 乙 d (

, , 十 l , 二 ,
)( 刀乙 (t

, 十 ,
一 t ,

) = 刀(t
、十 。 一 t、) (2

.

7 )

得知 {心 }是X 中的 Cau ch y 列
。

由X 的完备性
,

设 ‘、介 〔X
。

下证 介 是 F
,
G 的 唯 一的

公共不动点
。

事实上
,

我们有

d (气
,

户(、))《 d (x
, , 二2 。

) + d (戈
: : ,

户(介))

《d (、
, 二 2。

) + H (泞(二
: ” 一 :

)
,

户(、 ))

( d (
二, , x Z 。

)+ 巾 (d (二
, , 戈 2。 一 ,

)
,

d (、
,

户(二
,
))

,

d (x
Z” 一 ; ,

浮(二
2。 一 ,

))
,

d (二
, , x Z ,

)+ d (二
2 。 ,

泞(二
2 , 一 1

))
,

d (, 2 。 一 L, 劣 ,
) + d (二

, ,

户(二
.
)))

于上式右端让
n o co

,

并注意巾的上半连续性得

d (、
,

户(x
,
))《巾(o

,

J (叉
, ,

户(介))
, o , o ,

d (x
, ,

户(二
.
)))( 切(d (二

, ,

户(二
.
)))

因而有 d (气
,

户(介 ))= 。,

故介 〔户(x
二
)

.

同理可证介 〔碑(介 )
.

故由引理 1 知 劣 , 是F
,

G 的公共不动点
.

设 夕, 〔X 也是F
,

G 的公共不动点
,

于是有 夕, 〔户(y
;
)n 泞(y

,
)

.

故由 (2
.

1) 有

d (x
, , 。,

)《万(户(介 )
,

泞(。
,
))( 巾(J (

* , , , ,
)

, o , o ,

d (介
, g ,

)
,

d (、
, 夕,

))

( 叫 d( 介
,

海))

故有 d( 介
,

扑) = 0 ,

即 介 = 外
.

证毕
.

注 1 于 (2
.

7) 两端让 沉 , co
,

即得 {x *蚤收敛于不动点 x , 的误差估计式
:

d (x , , x 。)( 刀(t二一t * ) (2
.

8 )

由定理 1 直接可得下面的结果

定理 2 设玉F ‘}界
;

是X , 穿(X )的 Fuz zy 映象列
,

设对任意的正整数 ‘
,

j
,
‘今 j

,

和

任意的 “ , g 〔X 有

万(户
, (x )

,

户
,
(夕))《巾(J (二

,

夕)
,

J (x
,

户
.
(二))

,

J (v
,

户
,
(夕))

,

‘(二
,

户s(, ))
,

d (v
,

户
‘
(二 )))

(2
.

9 )

其中函数必满足条件 (中
;

)
,

(巾
:

)
.

任取 二。〔x
, , ,

〔户
‘
(%

。

)
,

刀> 1 ,

作非负实数列 {‘}界
。

满

足条件 (2
.

2)
.

若八, 与< oo
,

则存在 玉F
‘}霖 : 的唯一公共不动点气 〔X

.

推论 1 设{F ‘}器 ; 是X * 穿 (X )的 Fuz
z 了 映象列

,

设对任意的正整数 ‘
,

j
,

i今 j和任

意的 x , g 〔X 满足条件 (2
.

9)
,

其中函数巾满足条件(少
:
)和下之条件 (中

3
)

:

(中
。

) 中 (t
, t , t , a t,

bt)( ? t ,

其中 ? 〔(o
,

1)
, a ,

6 == o ,
1

,
2且

a + b = 2
.

则定理 2

的结论仍成立
。

证 取 t。= 0
, x 。〔X

, 二;

〔户
‘
(二

。
)

, * :

) d 林
。, 二 ;

)
.

定义非负实数列行
、
}界

:
如下

:

t。+ ; = t。+ 甲(刀(t
‘一 t卜 :

))
, 舟= 1

,
2

,

⋯ (2
.

1 0 )



其中刀> 1 ,

且刀:
,

< 1 ,

又切 (t)之: t ,

张 石

t乒O
。

于是由

生

(2
.

1 0 ) 有
t。十 1

一 t、二脚 (t
、一 t。一 ,

)= ⋯ = (脚)
为
(t

,
一 t。) = (刀? )

自tl

因而有

2im t、二 zim 户
, , .

、。
、

。 儿、。 之曰 Lr‘一 不卜 l )
二 tl

_
一

丫co
1一 口夕

故结论由定理 2 得知
。

推论 2 设 {F ‘}畏
,

是X 、穿 (X )的 F u zz y 映象列
.

设对一切的正 整 数

任意的 二 ,

夕〔X 有

j
,

‘年j 和

H (户
‘
(

,
)

,

户
,
(。))、。m a x

{
d (

, ,

。)
,

d (
* ,

,
‘
(
、
))

,

d (、
,

”
,
(。))

, d (
戈 ,

户
,
(g )) + d (,

,

户
。
(% ))

2 }
具中O< q < 1

。

则推论 l 的结论仍成立
.

证 取 。 (, : , , 2 , , 3 , , ‘
,

, 。)一 a m a X

{
,

, , ‘2 , , 3 ,

}
于是 小(t

, t , t , a t ,
b t)二 g t

,

其中 a ,

b == o , 1 , 2 ,

且 a + b二 2
。

故结论由推论 1 得之
.

注 2 〔l〕中的定理 l和定理 4 及〔4 1中的结果都是定理 l 和定理 2 的特例
.

三
、

进 一 步 的 结 果

设C (X )是X 中
一

切非空紧集族
.

设穿以X )c 歹(X )这样的子族
,

对每一A 〔军以X )
,

由下式定义的集合才〔c (x )
:

二 {, 〔X : A (二 )= m a x A (“)}
“

( x

设F是 x 、1l’
二

(x )的模糊映象
,

户
: x o C(入 )为按 (1

.

1 )的方式由F 产生的集值映象
.

令

r , = in f{d (
, ,

户(
二
))

, : 〔x } (3
.

2 )

设{ : 。

}二X 是这样的 序 列
,

使 得 d (介
,

户(二
,

))。 r , .

又 因 户(二
。

)是 非 空 紧 集
,

故 存 在

,
。

〔户(
, ,

)
,

使得

d (二
。 , 夕。 ) = d (

* 。 ,

户(、
。

)) (3
.

2 )

如果笼g
。

}中存在 :4女敛子列 {夕
。‘

}
,

比如夕
。 ,

、夕
。 ,

月
.

{ , , ;、

}中有无穷子歹
,J其每一元异 于 梦。,

则称

F具有性质(C )
.

定理 3 设F
,

G 是X 、笋场(X )的 F此
z y 映象

,

设

H (户(
:
)

,

碑(。))< 巾 (d (
、 ,

, )
,

d (x
,

户(
:
))

,

d (,
,

泞(。) )
,

d (二
,

玲(。))
,

d (,
,

户(
x
)))

(3
.

3 )

对一切 % , , 〔X
, 戈斗y成立

,

其中函数小满足条件
:

(巾
;

)
‘

小 : 〔o
,

oo )
5

、〔0
,

co )对每一变量严格增
,

小上半连续 ,

(少
2

)
‘
少(t

, t , t , a t,

bt)《 t ,

V t> o ,

其中 a ,

b = o , z , 2 , a + b = 2
.

若F 和G 都具有性质(C )
.

则F
,
召在X 中有唯一不动点

.

证 记
r , , in f{d (

: ,

户(
:
))

, , 〔x }
, r 。 == in f{己(x

,

浮(
x
))

, , 〔x }

设 {介 }c x
,

使得 d (
二 , ,

户恤
,

))、r , ,

而 。,

〔户(劣
。

)满足



Fuz z y 映象的不动点定理 (二)

d (
, . , 夕。

)= d (
* , ,

户(
, ”

))

因F具有性质 (C )
,

不妨设 夕
。

。g 。
〔X

,

又设笼翔
,

}中每一元都异于 梦。
.

于是有

13了

(3
.

4 )

d (,
。,

呼(夕
。

))( d (。
。 , 夕。 f

) + d (。
。 , ,

泞(、
。

))镇d (。
。, 。。

,

)+ H (户(二
。

)
,

泞(、
。

))

(3
.

5 )

而 万 (户(x
。‘

)
,

泞(g
。

))< 少 (d (xn
、, 夕。‘)+ d (夕

。 、 , g 。)
,

d (二
” , ,

户(二
。‘
))

,

d (夕
。,

泞(夕
。

))
,

d (
二, : ‘ , 。, : ,

) + d (,
。 ‘, g 。

) + d (。
。 ,

泞(、
。

))
,

d (夕
。, 。。、

)+ d (梦
, :、,

户(
* 。‘

川
把上式代入 (3

.

5)
,

然后让 ”‘。 co
,

得

d (夕
。 ,

泞(夕
。

))( 巾 (
r r , r , ,

d (双
。 ,

泞(, 。

))
, r , + d (, 。 ,

泞(, 。

))
, o )

若 r , < d (夕
。 ,

泞(, 。”
,

由巾的严格增性得

d (, 。 ,

d (夕
。

))< 中(d (g
。 ,

d (, 。))
,

d (, 。,

弓(g
。

))
,

d (夕
。 ,

泞(万
。

))
,

Zd (。
。 ,

泞(, 。))
,

o )簇 d (, 。 ,

泞(夕
。

))

矛j舀
.

住l此矛盾得知d (!l
。 ,

泞勿
。

))簇
r , ,

故 r a
(

: , .

由对称性又可得
r , 簇 r 。 ,

因而有
r , = r 。 = d (。

。 ,

泞(。
。

))
.

下证 r r 二 0
.

设相反 r , = d (。
。 ,

泞(。
。

))> o ,

*阅泞(u
。

)非空紧
,

故存在 : 。
〔泞(。

。

)
,

使得

d (, 。 , z 。

)=
r , > o ,

故有
J (

: 。 ,

户(
z 。

))( 万 (泞(, 。

)
,

户(
z 。

)) < 小 (d (
z 。, 夕。

)
,

d (z
。,

户(z
。

))
,

J (, 。 , : 。

) + d (
: 。 ,

d (夕
。

))
, o

,

d (夕
。 , : 。

)+ d (:
。 ,

户(:
。

))) (3
.

6 )

仿上 一 样 可证d (z
。 ,

户(:
。

” < d (刀
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,
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。 , 夕,
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簇d (夕
。 , , ,

)

矛盾
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由此矛盾得证y 。
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证毕
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注 3 定理 3 可推广到序列的情形
,

这里不再赘述
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