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摘 要

本文试图藉助复变函数方法求解在面斜对称载荷下无限各向异性弹性介质的周期裂 纹 问 题
.

这问题将化为欲确定满足某种边值条件的两个复变函 数
.

文中假定应力
、

位移与边值条件是 周 期

的
,

而且假定应力在无穷远处有界
.

这里的解答已表示为封闭形式
.

一
、

导 引

一维奇异积分方程理论应用于求解各向同性介质内的间断曲 线 问 题 已 被 M y c
xe

二 , 二 -

叭
二。 “ ’广泛地讨论

.

这种理论显得特别简单与有效
,

假若复变函数理论 的 称 为 Ri
e m an

n -

H ilbe r t 问题的边值问题的解 已经取得的话
.

几 ex 。 二 u ‘ 。益〔么“ C a B , H ’“〕,
S ih与 L ieb o w it z 〔‘’

已应用推广的 R ie m a n n 一H il be rt 表达式求解各向异性平面介质内的裂纹 (有 限 个 ) 问 题
.

路见可应用周期 R e im an
n 一H ilbe r t 表达式已求解各向同性平面介质 内的周期裂纹问题

〔6 ’.

本文
,

藉助于推广的 Ri
e m a n n 一H il be r t 表达式

,

考虑在关于裂纹面斜对称载荷下各向

异性介质的周 期裂纹问题
.

此问题化为欲确定满足某种边值条件的两个复变函数
.

这里假定应力
、

位移与边界条件是周 期的
,

而且假定应力在无限远处有界
.

这些解答是

用封闭形式表示的
。

周期 R ie m a n n 一H ilb er t 问题是欲确定在 已被分布在
二 轴上以 a 二 为周期的周期线段 (或

裂纹 ) 所切割的复平面上分片全纯函数
.

假定每个线段 (或裂纹) 的长度等于 21 (l<
a二 / 2 )

,

且以 L , 表示第 j个线段 (j = O,

士1 ,

士2 ,
⋯ ), 而 L0 二〔一 l

,

门 (图 1 )
.

周期线 段 (或裂

纹) 的全体用下式表示
:

L = 乙 L ,

J . 一 {

力

而在 况 轴上与其相补的未切割部分记为 L气

在本问题讨论之前
,

给出以下说明
。

众所周知
,

应力分量与位移分量 可用 G 。盯 sat 函数华(
: ;

)与 势(
2 2

)表示为

.
周焕文推荐

。
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图 1

a 二
== ZR e [ ; 孟甲

‘

(
: :
)+

s
孟价

,

(
z :
)]

口 , = ZR e〔切
‘

(
二 ,

)+ 功
‘

(
: :

)〕

a z , “ 一 ZR e [ ; ;毋‘(
: ;

)+
: :劝

‘

丈
: 2

)j { (1
.

1)

以及
u 二= ZR e〔P ,甲(

: :
) + P

:

叻(
2 2

)〕
, u , = ZR e [ a

,切(
z ;

) + g :

势(
2 2

)]

其中
: , ,

P, , q ,
(j= 1

, 2 )为

(1
.

2 )

之1
== 劣 + 户

xy , 之:
‘ x + 召

: y

P : = a ; , :
孟+

a , 2一 a ; 。s , ,
P: = a ; ; ; ; + a 1 2一 a , 。5 2

q ,
=

塑, 蛟望
: ,

q ,

=

占1

a l: ‘; + a : : 一 a Z e‘:

名2

而 a , ,
(‘= 1 , 2 , 6 ; j= 1 , 2 , 6 )为弹性系数

, 拼, ,

厅
, , 拼2 ,

厂
2

为特征方程

a , , # 4
一 Za ; 。拼3

+ (Z
a ‘: + 几

。

)拼
么
一 Z a : .召+ a : : 二 0

的根
.

易于证明
,

若应力与位移是以
a 二为周 期

,

从 方 程 (1
.

1 ) 与 (1
.

2)
,

有训 (石 )
,

与

训(
2 2

)是周期为
a 二 的周期函数仁。」.

二
、

问题的边值条件与解答

设少 (
: ;

) = 切
‘

(
2 1

)
,
梦 (:

2

)= 砂
,

(
2 2

)

为相应于关于 % 轴斜对称作用且以
a 二 为周期的面剪切载荷问题的 G ou

r sat 函数
.

在实轴上

: : 二几= : .

于是
,

从方程 (1
.

1 )
,

条件

中(动十少 (
r
)= o ,

在L 补上 (2
.

1 )

成立
.

作用在周期裂纹 L ~ 乙 L , 上的 a 知
, a 姜, 的值

,

假定是已知的
,

且是以 a 二 为 周 期
了. ~ 洲〕

的
,

其中正号 (+ ) 与负号 (一 ) 表示周期裂纹上边与下边 的 边 界 值
。

由 方 程 (1
.

1 ) 与

(2
.

1)
,

边值条件可只用少(动表示
,

按照周期性假定
,

边值条件只需在L
。 _

匕考虑
,

即

a 立, 二 (
5 2 一 : ,

)中
+

(
T
) + (了

:
一了

,

)少
一

(
:
)

,

在 L
。

上

a ; , = (
: :
一 : ,

)小
一

(
:
) + (矛

2
一京

,

)少
+

(
:
)

,

在 L
。

上

相加与相减 仁两式
,

得到

〔(
: :
一 : ,

)小 (
:
)+ (矛

2
一 矛:

)少(
:
)〕

+

+ [ (s
:
一 : ,

)中(
r
)+ (矛

:
一‘

,

)中 (
: ) ]一 Zf(

: )
,

〔(:
2
一 : ,

)巾(
: )一 (了

:
一矛

,

)中(
:
)〕

‘

一 [ (
5 2
一 s ,

)巾(
: )一 (‘2一 ‘,

)小(
: )〕

一

二 29 (
:
)

,

其中

} (2
.

2 )

在 L
。

(2
.

3 )

在 人 L (2
.

4 )
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j(
:
)二 (a姿

, + a ; , )/ 2
, 夕(

:
)= (a 鑫

, 一 a ; ,
)/ 2

,

在 L
。 _

匕

假定 f(动
, g (动满足 H 6 1d e r 条件

.

显然
,

f(习
, g (

r
)为以

a 二 为周期的函数
.

因为已假定应力在无限远处有界
,

这样
,
中(

z ;

)与岁 (
2 2

)在
z 二士。‘ (即 二 = x 十 勿

, 夕,

士co ) 处有界

边值问题 (2
.

4) 的一般解答可 由 H ilb e r t 核积分公式给出

(
·:

一
,
)。(

· ,

卜 (, : 一 : ,

), (
· ,

卜赢J{
: 。(

·
)、

。 t

d 丁十 2 ? (2
.

5 )

其中 , 为未定复常数
。

引入 Ple rn e lj一H ilb e r t 函数

X (
: 1

)= 斌R (
二 ,

)

其中

R (
z ,

. ,

l
, z :

二 t a n - 一 -

一 t a n -

并且选取满足下列条件的
~ 一
个分支

lim
名一 ) 土 0 . j 么

应用周期 R ie m a o n 一H ilbe r t 问题的解
‘” ,

方程 (2
.

3) 的
一

般解 (在 : 二 士。‘处有界) 为

(:
,
一 : 1

)中 (
z ,
) + (矛

:
一 畜:

)少(
z ,

)

一
‘、
葵
(
二 :

正
:

“
·

, 斌“(巾ot
一

气几 “· 十 Z
D0t 嘿粼

十 2马 (2
.

。)

其中 D
。

与 D
,

为未定实常数
.

由方程 (2
.

5 ) 与 (2
.

6 )

必(
z 、

) = 巾
若
(
: ,

)+

可联立求解中(
: :

)为

1 D
o ta n

(
2 1

/
a ) + D ,

5 2
一 : ,

斌R伍) (2
.

7 )

其中

(·
:

一
、

), ·
(
· 、

卜 2

森
‘

J{
: a (

·
)一 t t毛凡 、·

+ 2奴‘

井
* (:

,

)

!
忿 :

, (
·
)“协

。 t
一

下

沪 dT
(2

.

8 )

拼照相似方法
,

求得函数岁(
: :

)

: (
二 :

)一二·
(
·2

) + : 1

二
: : D 忿ta n (2

2

/
a
) + D 贯

澎R (: ;

)

丫补

名-
一召2

(2
.

9 )

其中

(·
,

一
z

)岁
·(·

2

卜
。

a1a
、

{{
。。(

·
)
。。 t 丁一 几 d 了

I f
正 , 、 _

、

了
一乙

十一 ‘奋丁
一

今‘
/ _

幼
一

I f(
r )创 R (, ) c o t _ 一 z

J : (2 1 0 )
Za 汀 , 心 R (:

,

) J
一 : J 、 ” 产 ‘

v ‘ ’
、’ z

一
‘

a 一
’

、‘
.
i u ,

目
_

D 节
,

D 贯为未定实常数
,

而广 为未定复常数
.

为确定常数 D
。 ,

D 言
,

D , ,

D 犷
,

夕,

卢
,

必须考虑位移周期性条件
,

以及在 z 二 士二i 处

的载荷情况
.
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首先
,

考虑位移周期性条件
:

〔u + i“〕d
士
二 o (2

.

1 1)

其中过
*

如图 2 表示
.

应用方程 (1
.

幻
,

(2
.

7 )与 (2
.

的 以及注意到下列等式

一一z 上。 zzz

OOOOO

1

丫R (王面办

= + co
s

一

l

一 a
尹二 劣+ 内夕 (j= 1 或 2 )

d z

甲左(沙)
= 士 a 二e o s

a

z 份

I a ll

图 2

a

材 R (之吟

d : =
{
J 刀士

丫一 Z 价

C O S
a

澎R (: 件)
d 之= 。兀‘c o s

一士士�

月汀

‘‘J..止‘...J

位移周期性条件 ( 2
.

“·

{乍纽;J

n ) 可化为

‘ _ , 、 J . c ot
日气T ) “ r 卞 一一

一忿

( I / a )
2 J{

‘
了(

·
)、、”“门

+
一

鱼
_ _ _

吞么一 5 1
C兀 C O S -

方(D
。‘+ D :

) +
P名

S直一 召么一二
一

(D : ‘+ D :卜一 ,
l : + 二 ,

2 : ·

}
一 。

( 2
.

1 2 )

R ·

{:: 二执
一

戮
‘。(

·
,“

·+ e o s
(l/ a )
2

f(
:
)斌左(

, )d :

〕.矛.

孟一f...J

+
一

少
-

5 2
一占-

a 二c 。 s
工(D

。

‘+ 刀
:

) +

“

_

_ 鱼一
a
就。

S 正一名名 杏
( D : ‘+ D :卜一。! , + 一、2 : ·

卜
”

(2
.

1 3 )

“·

{之才卜戮
J _ , 、 _

, , e o s (l
纵

了 ) “了十
一 么垃{〔

:

f ( : )斌R(
: )dr 」

十 一夕
, 一 a 兀 。。s ‘

5 2
一 s王 a

(D
。

‘十 D .

) + 一岁
“一

名-一 万z

P
:

一告
(。 : ‘+ D :卜一,

1 : + 一* 2 : ·

}
一 。

(2
.

1 4 )

R ·

饮癸卜卷
一

{{
‘。(

·
)‘

·十
燮岁吐{〔

:
“

·
,。‘

·

,“
·

+ 鱼
_

5 2
一 S -

a 二C 。 s 了(刀
。

‘一刀
,

) +

口

: :

竺
。2

一含
(D : ‘一 D :卜二、! , + 一。2 : ·

}
一。

( 2
.

1 5 )

其次
,

考虑在
z 二 士OO f处的载荷情况

:

二 0 (2
.

1 6 )

由方程 ( 1

R e

{

.

2 )
,

一 1

20 汀

(2
.

7 ) 与 ( 2
.

{{
‘。( ·’“·十

a ,
(士co i ) “口

二 ,
(士co ‘)

9 )
,

方程 (2
.

1 6 )可写为

咒黔J{
.
“

·
, 斌、, *

f‘
、

一
1

名2 一 S -

(一刀
。
‘十 D ; )一告

+ , - 1

名l一 5 2
( 一 D 言‘+ D 贯) e o s + , ’

}
一”

(2
.

1 7 )
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Re坛走
‘。(

·)J· + c

竺省加
’

{{
。
‘(

·, “
彻、

+ 1
(D

。

‘+ D
、

)c 05 l+ v+
一

1 一 (D 灯 + 少 )c 05 1 + 尹
‘ 2
一 凡

-

一 a
’

sl 一 凡
’

- 一 ’

a

8)9)0)这
,工,上勺自

:
,曰O曰f

、了.、

R ·

{
: :

三
: ,

「一 ;
(一 D

。‘+ D
!

卜一 ;
(一 D : ‘+ D : )」

+ : + : ·

}
一 。

R ·

{
二 :

三
: :

卜
。 S

一

丢
(D

。
‘+ D

l

卜一二
(D : ‘+ D : )〕

+ , + , ·

卜
。

常数 D
。,

D
, ,

D 言
,

D 亨
, , 与尹能由方程 (2

.

1 2 )~ (2
.

1 5 )
,

(2
.

1 7 )~ (2
.

2 0 )

样
,

本问题的解已求得
.

考虑在裂纹面上作用的剪切力致

(2
.

确定
.

的特殊情况
.

此时
,

(:
2
一 ; ,

)巾(
: ,
)=

g (
:
) = O

解有如下简单形式

.刃‘

.‘工j

l
“

1

Za 二i研尸(二
、

)
f(

:
)材左(

, ) e o t
- r 一之 1

a

D
。ta n (

: :
/
a
) + D

,

斌尸(
: ,

)
+ 下 (2

.

2 1)

(

一
, 笋(一卜 、、

叔
、

:

)
一

{{
:

, (
·
)、* (

·)
co t 二二互

一

击

.

D 君ta n(
之
扩a) + D 兮

, _ ‘

二

+ 二之 = 二汗黔
二手二一

十 下食

扩R (二
2

)

其中 D
。,

D
l ,

D 言
,
D 兮

, , , , 关 由 方 程 (2
.

1 2 ) ~ (2
.

1 5 )
,

(2
.

1 7 ) ~ (2
.

2 0 )

此时这些方程中的 抓动 = 0
.

对于g (r) = 0与f(动 = 一 q 的情况
,

(2
.

2 2 )

确 定
,

‘

一
, , (一 )一 2 。, *

孔
(二

;

)

{!
: 、
、

一t

(

一
, 少(一卜

一

、孤
、
:

)
一

I{
‘

“”。)一 t

了一几
a

D
。ta n

(
: :
/
a
) + D

,

斌左(丙)
+ 夕

(2
.

2 3 )

丫一之 2

a

d r 一
D 言ta n

(
: 2
/
a
) + D 曹

斌双动
+ , 苦

(2
.

2 4 )

其中D
。 ,

D
l ,

D 艺
,

D 贯
, ? , ? 苦 由方程 (2

.

1 2 ) 一 (2
.

1 5 )
,

(2
.

1 7 ) ~ (2
.

2 0 ) 确定
.

此时这

些方程中的f(
: )= 一 g ,

g(
:
)二 0

.

三
、

应 力 分 析

为得到裂纹尖端的应力分布
,

令

% = l+ r e o s口
, v = r s in o

且设 r 与半裂纹相比较是很小的
.

极坐标
r 与 0 分别表示自裂纹尖端的径向距离 与径向线和

裂纹前缘的夹角
.

因而方程 (2
.

2 3) 与 (2
.

2 4) 中的函数斌R (勺) (j= 1 ,

2) 可近似表示为

ta n “2 , 一 ta n Z

(、蛋
、 、e c

(〔
Zr (e o s。+ 。, 、i。 。)〕士 (j一 l ,

: )
“ I U
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以及 z ,
幻 z : 七 h 关于斜对称载荷的周期边值问题的复变函数可为

必(:
1

) “

应用这些结果
,

F

〔r (e 。 s口+ 。
, 5 1。口)〕告

.

~
, 。 、 , , , , 、

G
.

。
, 。 、

+ 口 L·
’

)
, 岁 L“2 )一 rr (

c 。s。+ 。
2 s in 。)〕去 + 口气r

“

)

(3
.

1)

其中

F ==
左。0 5

(l/
a
)

2斌 2 (
; :
一 : ;

)
’

介e o s
(l/

a )

{2犷玄
一

(
s :
一 。: )

= 一 F

!

G=

应力强度因子 奋可以直接由复函数中(之
,

)或岁(几)计算得到
.

使 勺(了二 1 ,

2) 趋于 裂 纹 上 的

点
,

例如 z 。,

方程 (2
.

2 3 ) 得至}1公式

掩二 2犷 2 (
; :
一 : ,

)1im (
t一愁

一 ‘一考)
‘, ‘

· , )
(3

.

2 )
之 i 一卜 万。

众也可从笋仕
:

)求得为

在二 2 澎 2 (
; :
一‘:

) 11。
‘ 2分

2 0
(
t·n

考
一 ta n

之)
‘岁 (

· : )
(3

.

3 )

这里
,

当 a o co 时
,

由方程 (3
.

2) 与 (3
.

3 ) 可得与 S ih
,
L ieb o w it z “

〕 一

致的 在 劣 轴 上 只

存在单个裂纹的结果
.
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