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摘 要

本文用复变函数论方法研究了弹性波在平面多连通域中的绕射问题
,

给出了这一问题解 的完

备逼近序列及边备条件的一般表示
.

问题归结为无穷代数方程组的求解
,

使用电子计算机可直 接

求得解答
.

特别是
,

对弱祸合问题
,

本文提出了渐近求解方法并且使用这个方法详细地讨 论了 尸

波对圆孔群的绕射问题
.

基于绕射波场的解
,

文中给出了任意形状空腔动应力集中系数 的一般算

式
。

在固体中传播的弹性波
,

一旦遇到几何不连续处 (如空腔
,

裂纹
,

填充等)
,

由于波的

绕射
,

在局部地方将引起高应力
,

即出现所谓动应力集中
,

它是对工作在动载荷条件下的工

程结构或机械构件的严重威胁
,

因此引起了人们的极大关注
。

目前
,

对单连通域这个问题已

经解决
,

对某些多连通域也已基本解决
t‘’~ ‘3 ’.

但是对任意形状的平面多连通域
,

特别是包含

裂纹的多连通域
,

有效的求解方法仍是缺乏的
.

对此作者指出
,

我们针对单连通域提出的求

解方法
‘“’可以推广到平面多连通问题

.

一
、

波 场 表 示

设有一无限弹性平面
,

其内嵌有 m 个任意形状
,

任意分

布的孔
,

如图 1 所示
.

当无穷远处有稳态的平面波或反平面

波入射时
,

这。个孔将导致波的绕射
,

我们的问题是要确定

绕射波场内各点的位移与应力
。

此问题归结为确定波场内的两个波函 数 切,

劝 (平 面问

题) 或一个
z 向位移 二 (反平面问题)

,

它们可表示为
:

甲= 材 + 甲
r

沪= 尹十劝
’

田 = tD ‘+ 功
,

} (1
.

1 )

(1
.

2 )
图 1 弹性波绕射的多连通域

戴世强推荐
.
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式中
,

护
,

训
,

训分别为入射压力波
,

剪力波及反平面波
;
扩

,

扩
,

旷 分别为反射压力波
,

剪力

波及反平面波
.

入射波训
,

州
,

洲 是已知的
,

对于稳态波
,

它们可写为 (略去时间因子eX P[ 一。t〕)
:

{
飞...J

、.尹于一‘r�* 。一。
e x p

!s孕(亡+
‘

(1
.

3 )
“一‘

。

二p

〔
‘

睿
( : + 。)}

、 。

一
。

一p

l
‘

夸
(。+ 石)〕 ( 1

.

4 )

式中
, a = 。/ c , ,

口= 。/ c . ; c , ,

c ,

分别为介质的压力波速与剪力波速 , 。为波场圆频率
; 切。 ,

叻
。,

叭分别为入射压力波
、

剪刀波及反平面波的振幅 ; 亡= x 十 勿
,

乙= 二一勿为复坐标
.

反射波切
, ,

扩
,

功
r

是待求的
,

它们应满足稳态波方程
:

(V
么+ a 艺

)切
,

= o

( 1
.

5 )
(V

z
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f

(V
Z
+ 少)。

,

王
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.
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.
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:
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.
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式 甲
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V
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= 4 砰
, 不 为二维七尽Pl ac e 异十

.

0 5 U S
,

满足上面条件的函数可取为
:

中
f

= 乙 乙
a ‘, H 乡

‘,
(
a
l互l)

感. 1 J . 一 ( 洲〕 }条
了牡丫
、}亡

‘

} /

(1
.

9 )

, 一
鑫

,

补
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即
’

(gI “‘, (}f:.)’

一鑫
,

氢
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1 )
‘”,“

‘, , ( ,
复
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’
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1 0 )

式中
,

H乡
‘’
为j阶第一类H a n k e l函数 , 亡‘= x ‘+ ‘。伪局部复坐标

; a ‘,
,

b‘,
, c ‘, 为待定常数

·
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二
、

边 界 条 件

绕射波场中任一点的位移与应力
,

在局部坐标系中可表示为
:

(2
.

1 )

、...、矛...J

梦+小

一 + ‘一
,

一 2

堤
‘
(, 一 ‘梦 ,

a , ,

+ a 。
:

= 一 2 a 2

(久+ 拼)少

叮。
,

一 a x ‘
+ Zir 戈‘。

,

= 一 8拼
口2

口乙:

u二 ‘= 牙

了x 、z ;
+ ‘勺 i 二 ‘= 2拼

a牙
日C

‘ } (2
.

2 )

式中
, “二‘,

峋
、 , u z 、

及a x 、,
a 。‘ , : 二 ;。* , r 二、: . T 。*z ‘分别为局部坐标 系(O

‘x ‘, ‘z ‘
)中沿坐标轴方

向的位移及应力
; 几

,

拼为介质的L a m e常数 ; 少= R e切e x p (一 ‘。t)
,

岁 = R e功e x p (一 io t)
,

牙 =

R e , e x p (一 io t), t为时间
.

把(2
.

1 )
,

(2
.

2 )式中的位移及应力
,

依0‘进行转轴
,

则有
:

、

!
了

!
u 奎‘+ , u歹‘

二 a

= /I ‘

灭 (少一 f岁 )

a ; ‘+ a 王‘= 一 2 a 2

(之+ 拼)小 (2
.

3 )

_
. _ J 。

日么 _
_

. , , , .

a 歹‘一口荃‘+ 艺. T 舅‘歹‘== 一 8拼刀 7
一

。 户 :
t甲 + .尹 )

。5 .

仰‘= 砰

(2
.

4 )
了芡‘, ‘+ ir于‘, ‘== 2拼效 .

。二

}
式中

,

刀。二 e x p (10
‘
)

; 。; ‘
, u ; . ,

勿‘及a ; 。
,
a ; ‘

, : ; ‘; ‘
, : ; ‘, ‘

, : ; , , ‘分别为局部坐标系 (口
‘艾‘万‘艺‘)

中沿坐标轴方向的位移及应力
.

现在我们这样来选择口
, ,

使它在第i个边界上某点的值恰与该点处边界法线与x ‘轴的夹角

相等
.

如此
,

好 、和好 、 ,

梅、及 a ; ‘
,
J 歹‘和 仆

、歹‘
,

“
, ; ,

百浮 ;

在 边界上即表示沿边界法向和

切向的位移及应力
.

0‘显然与点的位置有关
,

它在边界上的值可 由各边 界曲线的形状确定
.

第 ‘个边界在局部坐标系 (O
‘为功: ‘

)中可用方程

f(戈
‘ ,

, ‘
)= o (2

.

5 )

来描述
,

则不难求得此边界上各点处的e‘为
:

“‘一 , ‘一 ‘

(
一

盟箭)
一

晋 (2
.

6 )

假定在多连通体的各边界上已给出控制位移及控制应力
,

它们均按。 作调和运动
,

即

““ + ‘u , ‘一G寸‘G : ‘
、

a 舅‘一‘: ; ‘歹‘= F : ‘一 ‘F Z‘ J (2
.

7 )

u , ‘ == G s‘

丁荃
, , ,

= F
3 ‘ } (2

.

8 )
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式中
,

G 。‘== R e g 。‘e x p (一 ‘。t)
,

F *‘= R e
f
、‘e x p (一‘。t) (秃= l

,

2
,

3 ) 为第 i个边界 上 给

定的控制位移及控制应力
,

决
. ,

了
。‘是它们的空间分量

。

把 (2
.

3 )
,

(2
.

4)式代入 (2
.

7 )
,

(2
.

8 )式
,

化简后可得
:

.

1 二 ,
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.
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.
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(2
.

的~ (2
.

12 )式即为绕射波场场应满足的边界条件
.

三
、

第 一 种 边 值 问 题

此时多连通域边界上给出的全部是位移控制
。

(1
.

1 0 )
,

(2
.

9 )
,

(2
.

1 0 )式完全决定
.

把 (1
.

1 )
,

(1
.

2 )式分别代入 (2
.

9 )
,

(2
.

1 0)式
,

于是问题的解将由(1
.

1) ~ (1
.

4)
,
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.

的
,

得
:
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d, 为局部坐标系坐标原点O ‘,

O, 的复坐标
。

用 e x p (一 15 8 :
)(0

: 三 a r g 亡。)乘方程 (3
.

1)
,

(3
.

2 )的两边并在区间 (一二
, 二)上积分

,

则有
:
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‘

(
卜 l , 一 ‘一为

、

P ‘
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,
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“ 飞
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.
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2
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.

6 )
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.
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,
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+ .
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(3
.

5 )~ (3
.

5 )式即是用来确定
a , , ,

b , , , c , 。的无穷代数方程组
,

其中(3
.

5)
,

(5
.

7 )式用于

平面第一种边值 问题 , (3
.

6)
,

(3
.

5) 式用于反平面第一种边值问题
。

它们在电子计算机上可用

截断法具体数值求解
.

四
、

第 二 种 边 值 问 题

此时多连通域边界上给出的全部是应力控制
。

于是问题的解将由 (1
.

1) ~ (1
.

4 )
,

(1
.

9 )
,

(1
.

1 0 )
,

(2
.
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,
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.
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.

把 (1
.

1 )
,
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.

2)式代入(2
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,
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,
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{: :}
; 一
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(4
.

5 )~ (4
.

5 )就是用来确定
a , 。 ,

b , , , c , , 的无穷代数方程组
,

其中(4
.

5 )
,

(4
.

7 )式用于平

面第二种边值问题
,

(4
.

6 )
,

(4
.

8 )式用于反平面第二种边值问题
,

它们在电子计算机上可用

截断法
,

作具体数值求解
.

五
、

弱 藕 合 解

多连通域各边界不太靠近时
,

其根合效应是比较小的
,

其它边界对某一边界的影响可以

看成是一种微扰
.
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犷‘”

’一

{:}
‘。’

(5
.

4 )

(l= 1
.

2
,

⋯
,

, )

式中

{
, “ ,

}
‘”一

{了
:

} (5
.

5 )

{ : 广
一

{ : } (5
.

6)

X ;, ;
,

拜留分别为X : , 。
,

Y , , 的
“

零
”

次近似值
.

如此问题已化为m 个单连通域问题
,

其解已经比较容易确定
.

在 (5
.

3)
,

(5
.

4 )式中
,

由于



政
一

秉一盖
一

}
中的“! , 一“! ·

对于复杂的边界形状
,

特另”是裂纹
,

我““还可

心亨‘,
.

‘

f
‘l、

夕

、,卜」
一 ,

,

所以系 数干
‘

{
、

P ‘

以引入 二 个映射函数三
:
(的 (l= 1

,

2
,

⋯
,

二)
,

把各边界转化为 刀平面上的单位圆
,

在映 射平

。

于是在计
刀一刀

碑

‘
飞一了.飞

?

�lnl面上求解
。

依映射函数的性质
,

我们有姓
: == e x p〔认r g 幼+ 三 :

(的 )〕二

算 (5
.

3 )
,

(5
.

4 ) 式中的{ }时
,

只须将它们的表示式 ( 3
.

3 )
,

( 3
.

4 )
,

( 4
.

3 )
,

(4
.

4 ) 式中的 口
‘, 换

为三。
(刀) , A :

换为
!灯} !曰

{(刀)
; (刀) !

假定 X 片;
,

Y二又
, 已从 ( 5

.

3 )
,

( 5
.

4 )式中解出
,

于是把它们代入 (5
.

1 )
,

(5
.

2 ) 式中
,

便得

、 _ _
、

f 名 、 ( 互)

卜尤 ;烈== 悦
,

卜
7 、

P 名少

(l= 1
,

2
,

⋯
,

m )

(5
.

7 )

,.奋,...

tP产J
.气

}
y“

’一

{:}
“ ’

(5
.

8 )

,

白S

+QO乙�口
之

�
2

乙�枷乙�

(l= 1
,

2
,

⋯
,

。 )

式中

{了
,

}
“ ’一

{了
,

广
’一

鑫
’

鑫

以
‘’一

哪
。’一

鑫
‘ 、

身 :

; ;知
, ;

( 5
.

9 )

(5
.

1 0 )y
、

.

卜IJ
r纪S

X 扔;
,

州么份别为X ‘, , ,

Y , 。的
“

一
”

次近似值
.

如此进行下去
,

在第。次近似中
,

我们有
:

(5
.

1 1 )
、砚,产

了

丫卜J阴

艺 卜 ;豁一
干

‘

J 、

P

( I == 1
,

2 ,

心亨‘
f‘甲

:pJr、‘

石自. 一 ) 习

。

氢{{:}
Y ,:

) 一

{:}
‘”

( 5
.

1 2 )

(l== l , 2 ,
⋯

,

。 )

式中

于
_ ‘ ,

下
‘” , 一
干

_ ,
_

下
‘卜 ‘’

、

夕 ‘夕 、

P ‘ 夕

一 乙 乙 艺{:
浇. 一 ‘旧 矛

户
}
X ( ” 一 l )

‘了舜 (5
.

1 3 )

{:}
‘” ’ 一

{:}
‘” 一

” - j 掩

}
y

( 5
.

1 4 )
乓. ~ 。

.
乙I-[
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X ;罗宕
,

X {方
‘’;

这样一来
,

解
。

y乡公
’,

Y乡戈
一 ‘’分别为X

‘, 、,

对弱藕合的多连通域问题
,

y , 。的n ,

及 (
, 一 l) 次近似值

.

用这种逐次修正的迭代方法
,

便可求得各级渐近

六
、

动 应 力 集 中 系 数

在绕射问题中
,

边界处的应力状态是我们比较关心的
,

因为它会出现很大的数值
.

对于

自由孔
,

通常引用动应力集中系数 a 曹 (平面问题) 或 讨 。 (反平面问题 ) 来描述孔边的应力

集中情况
.

它表示孔边环向应力a , (平面问题) 或介
。 (反平面问题 ) 与最大入射应力 a 。

(平

面问题 ) 或 : 。 (反平面问题 ) 之比
,

即
:

, a 刃

口石二一
-

仃。
(6

.

1 )

r z 口

丁。
(6

.

2 )

在第 ‘个自由孔边
,

由于的
‘
= 0( 平面问题) 或件

‘歹‘= O (反平面问题 )
,

所以从 (2
.

3)二

式 (2
.

4) 二式有
:

a 。== 时
‘
二一 Za “(几+ 拼)小

a砰
句 = 晰 虱 笼 一“’州

‘

瓦
-

(6
.

3 )

(6
.

4 )

从(1
.

3 )
,

(1
.

4 )
;
(2

.

3 )
,

(2
.

4 )式不难求得最大入射应力为
:

a0 = 一朋
2
“丽干丽;

: 。
= 一 拼刀切

。

把(6
.

3 )~ (6
.

6 )式代入 (6
.

1 )
,

(6
.

2 )式
,

得
:

(6
.

5 )

(6
.

6 )

a :一渗沈默撬
·: 。一 2

爵
·

癸
一 士

赢1罢}

· : 一垫拼业
R ·

{。
‘+

鑫
,

亘
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! ’
‘· ,“

‘
, ,
(裔)

’

}
二p「一 ‘口 ,〕

·: 。一 士

丢I会{“
+

鑫悬
“,

H ”
! ’
‘”‘“

。
, ,
(

一

,
毓)

’

}二
, 卜‘。‘〕 ‘6

·

‘”,

式中
,

。
。一 * ‘

/、; + , ; )
1 / 2 ; 。‘一 a ‘

了

/、 ; + , ; )
1 ,2 ; 。‘一山‘

/ ?
。 ;。、

,

一。
,

/ 切
。;

一喜
一“(丽豆冈了两

.
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七
、

圆 孔 群 问 题

作为上面所论结果的应用
,

现在我们来讨论圆孔群问题
,

即多个圆孔为弹性波的绕射问

题
.

假定问题是平面弱藕合的
,

入射波只有压力波训
.

对于第一种边值问题
,

应用 (3
.

3 )
,

(3
.

7 )式可把(5
.

1 1 )
,

(5
.

13 )式写为
:

H 备甘
,

(a p ‘)a {片
’+ i、H 丢甘

,

(加
‘
) b{琴

.

乙川= 一 fq甲。 e x p〔fa占:〕J 。一 ;

(a p :
) +

(7
.

1 )

一H 舀犷
,

(a p :
)

a
;琴
’+ l’、 H 备丫

; (加
‘)b{琴

’

= ‘“切。 e x p〔ia 雪‘〕J q + 1

(a p : )+ 兄
J一 1

(l= 1
,

2
,

⋯
,

m )

式中
,

(的 表示第
n次近似 , p ‘为第l个圆孔的半径

; 雪:
为坐标系(O

:为从: :
)对坐标系(O却z) 沿

二 方向 的平移距 离
, Q留

,

R 二留为
:

、lll.lraesraesweesee、/11..阵,.es.....J
Q)护~ 乙

点. 一 O 二

弓留= 乙
A . 一 。

鑫{{:
。;竺

’
一p (一 ‘“夕

!
’“口

1 (
+ ,

2二
J
一 , 了分;

‘

e x p
卜

, qU : )a “‘

。“:
’

一{
·
; : 一

’
H ;生“(a }“

,
. )+ ‘

·”;: 一
’
H ;三“(刀}“

,
!)} (7

.

2 )

一“
、

r 雪, 、“一 ;

e x P气万口乙)吸万了 几 .
\ }5 了 l,

·

,:
)一

{
·
“:

一 ”H ;转 ‘a .“
,
})一‘

·“乡: 一
’
H ;;“(刀.“

,
})}

, 。 、

了亡, 、奋 + ‘

·

e x P 气一 万口正)气下l厂 丁I
\

,

1S J } ,

·

(H ‘l+’
2

(a 。
!
)一 (一

‘)H “
1’
(a p ‘

))
。
;;

)一

(
‘/ Z

H ‘1+)
2

(, p !
))

(7
.

3 )

、........,|、/1..

、.J

月口
尸
.

、.口

‘口

乙, = 亡
:
+ d ‘, ; 亡: == p : e x p (10

:
)为第 l个圆孔的边界坐标 , a

孤” == b乡石
‘’三 0

.

对于第二种边值问题
,

应用 (4
.

3 )
,

(4
.

7) 式
,

可把(5
.

1 1)
,

(5
.

13 )式写为
:

(
H ‘t-)

2
(a 。!

卜 (
? 2 一 1) H ‘

! ’
(a。!

))
。
;”
’+ (‘

衬Z
H ‘甘

2

(, 。
!
))

b;;
’

一

((一
1 ), 。(a 。

‘

卜 , 。
一 2

(a 。))
*叮*

。

二p〔‘a : ! : +

艺
‘

Q。

沙 . 1

二 ((
“ 2
一 1)J

。
(a p ‘)一J

。 十 :

(
a p : ))i

“职。 e x p [ ‘a 君‘〕+ 乙 R 乡毛
,
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式中 。罗 = 艺
人. 一 。。

玛留= 乙
为. ~ 〔℃

一

去{{:
。火

’
一p‘一 ‘“口

‘
’“口

‘

命!{:
·

‘“
’
二p ‘一 ‘““

不
’“口

‘

。、;
)

一;:一{(一
l)H ;

! ) (· !。
,
. )(借

}
)
’一“;瑰 (· }“

,
、)

.

e X P
(2‘“

!
)
(念

})
“一’

}
一‘一 “、;一

‘2‘“
!
,(备)

’一

万么三飞(刀{互
,
{) (7

.

4 )

.

e X P

_ 。。 _ 、。

[,
, , 、 ; ; 。: 。 , . * . 、

了 雪, 、
“

。
。: 夕 , , * , 、

T , “ = “ , ‘ 一
飞、

衬 一 上’月 “一 气a ’S ‘”灯豪}) 一” “干2 、a ’S川

⋯
p (一 2 ‘“!

,(音)
’‘ ’

}
+ ‘一“、:一H 、

‘

e ‘p‘一 2‘“‘,
(音)

’‘ ’

(刀}雪
,
1)

方程 (7
.

1) 或 (7
.

3) 是 l个独立的二元方程组
,

可 以彼此独立地解出
,

a
;晋

, E D 一F B

=
声

又万二七刀
彭琴

E A 一E C

A D 一C B

其解可表示为
:

(7
.

5 )

式中
,

A
,

B
,

C
,

D ; E
,

F 分别表示 (7
.

1) 或 (7
.

3 )式中的系数及常数项
.

八
、

数 值 例 题

作为一个数值实例
,

我们具体地计算了等双椭圆孔为尸 波的绕射问题
.

图3 ~ 图5给出了孔

边最大动应力集中系数a 育的变化
.

从图中我们看到
:

1) 等双椭圆孔的最大动应力发生在两孔

的最近点
,

其动应力随无量纲波速a b的增加迅

速衰减
。

并在波速a b、 0
.

2附近达最大值
,

这与

单孔问题相似 , 2 )在低波速范围
,

动应力集中

系数随椭圆孔间距的减小而增大
,

而在波速变

大时
,

动应力集中系数随孔的间距减小先是增

加而后减小 ; 3) 沿入射波方向
,

椭圆越细长
,

动应力集中系数越大
.

举举粉甲甲
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图 2 尸波绕射的等双椭圆孔

图 3 最大动应力集中系数a 产与无量纲

波数a b之间的关系
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