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摘 要

在本文中
,

我们对一般集值压缩型映射证明了几个随机公共不动点定理
,

这些定理改进和推

广了【1、1 8] 中的相应结果
.

最近 A c har i〔
‘’研究了点到紧集的多值压缩型映射的公共不动点问题

.

R a y 〔“’,

R us 〔3 ’,

K a s a ha r a 〔‘’,

C z e rw ik 〔
“’,

K ita 仁。’
,

B o se 和 Mu kh e r je e 〔
7 ’,

C he n 和 S h ih fs ’,

倪
、

姚
、

赵
‘口’相

继研究了点到闭集的多值压缩型映射的公共不动点问题
.

〔2~ 9〕的 结果都 改 进 和 推 广 了

N a d le r〔‘”’的有名结果
.

以上文献中对映射所附加的压缩型条件几乎都是线性的
。

另一方面 It o h〔’
‘’,

张
〔‘“一 ‘“’

研 究 了 多值压缩型 映射的随机不动点问题
,

推广了某些决

定性结果
.

本文对更广泛的一类多值压缩型映射得到几个随机公共不动点定理
,

在随机情形下它们

是〔n ~ 1 8〕中相应结果的推广
.

在决定性的情形它们也是〔1~ 1叼中相应结果的改进和推广
。

一
、

记 号 和 引 理

全文中设 (X
,

d) 为一 Pol is h 空间
,

即是一可分完备距离空间
,

(口
,

穷
,

尸)是一 完 备

概率空间
,

CB (X )表 X 的一切非空有界闭集的族
.

穷表 X 的一切 B or e l子 集 的 a- 代数
,

D (二
,

B ) = in f{d (x
,

, ) ; , 〔B } 表 点 x 到集 B 〔X 的距离
,

H (
· , ·

)表 d 在 CB (X ) 上诱导 的

H a u sd o r ff 距离
。

定义 称映射 T
:
日。 ZX 为 男

一可测 的
,

如果对任意开集 B c X 有

T
一 ’

(B )= {。〔口
:
T (。)门B 笋功}〔牙

称映射 “ :
口、X 为可测映射 T

:
口。 ZX 的可测选择

,

如果
u 是可测的且有 可。)〔T (。 )

,

V 。〔

口
。

注意这里定义的可测性 H im m el b e r g 〔‘。’称为弱可测
,

仔细分析〔1 1〕命题 2 的证明知成立

引理 1 〔“ ’ 设 T
:
口 x X 、CB (X )满足对每一 %〔X

,

T (
· ,

x) 可测 ; 对每一。〔口
,

T (。
,

·

)连续
.

如果 。 :
口、X 是一可测映射

,

则由 G (。 ) = T (。
,

u( 。 ))定义的映射 G
:
口。CB (X )

是可测的
。

补

钱伟长推荐
。
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仿〔1 1〕命题 4 的证明容易证得

引理 2 〔’“, 设 S
,

T
:
口、CB (X )是

‘

可测映射
, “ :

口、X 是 S 的一可测选择
,

则对任意可

测函数 a :
口 , (1

,

oo )
,

存在 T 的一可测选择 。 :
口, X 使得

d (
u
(。)

, 。
(。 ))《 a (。 )H (S (。)

,

T (。 )) (1
.

1 )

引理 3 〔2。’ 设序列{A
。

}c CB (X )
,

A 。〔C刀(X )且 lim H (A
。 ,

A
。

)= 0
.

如 果 x ,

〔A
. ,

V n > 1 和 戈 ,

, x 。 ,

则 x0 〔A
。 .

引理 4 〔21 ’ 设 甲 :
R

+

, R
,

(非负实数集 ) 非减和从右边 上 半 连 续
,

V t> O
,

铃切(t) < t ,

V t> O
,

其中 甲”

表 甲 的第
n 次迭代

.

则 1im 甲”

(t)== 0
,

二
、

主 要 结 果

以下假定巾
:
口 x R 草、R

十

是满足下述条件的函数
:

(少
;

) 对 每一 (t
: ,

tZ
,

t3
,

t‘
,

几)〔R 草
,

中(
· ,

t :
,

tZ
,

t。
,

t‘
,

t。)可 则
,

对 每 一 。〔口
,

中(。
, · , · , · , · , ·

)关于每一自变量 t‘(i = 1
,

2
,

⋯
,

5)
,

严格增加和右连续
.

(中
2

) 对每一 t> 0 ,

有

p (。印
:

E 切,

(。
,

t)< co )= p (口
。

)= 1

其中切(。
,

t )= m a x {巾(。
,

t
,

t
,

t
,

o
,

Zt)
,

中(。
,

t
,

t
,

t
,

Zt
,

o)}
,

切, + ‘
(。t) = 甲(。

,

甲
,

(。
,

t))

定理 1 设 S
,

T
:
口 x X 、CB (X )

,

对每一x 〔X
,

S (
· ,

劝和T (
· ,

x) 是可测的
,

对每一 。〔

口
,
S (。

, ·

)
,
T (。

, ·

)是连续的
.

如果对一切 “
,

, 〔X

P {。〔口
:

H (S (。
,
x )

D (T (。
,

g )
,

g )
,

,

T (。
,

夕))《中(。
,

d (x
,

g )
,

D (S (。
,
x )

,
x )

,

D (T (。
,

g )
,
二 )

,

D (S (。
,
二 )

,

g ))}= P (E
二 ,
)== 1 (2

.

1 )

其中中满足条件 (中
:
)和 (巾

:

)
,

则在几乎处处意义下 S 和 T 分别的随机不动点集重合且非空
.

即存在一可测映射
。 :
口 , X 使得对几乎一切 。〔口 有

u
(。)e (。

, u
(。 ))

, u
(。 )〔T (。

, u
(。))

证明 由 X 的可分性
,
少 的右连续 性 和 S

,
T关于 x 的 连 续 性

,

根 据 中
2 ,

引理 4 和

(2
.

1) 式知存在集合A 〔男
,
尸(A )二 1 使得对每一 。〔A 有

切(。
,

t)= m a x 笼中(。
,

t
,

t
,

t
,

o
,

Zt)
,

中 (。
,

t
,

t
,

t
,

Zt
,

0 )}< t
,

V t) o (2
.

2)

和对一切 戈 , , 〔X 成立

H (S (。
,

二 )
,

T (。
,

夕))( 少(。
,

d (二
,

, )
,

D (S (。
,
劣)

,
二 )

,

D (T (。
,

夕)
,

g )
,

D (T (。
,

g )
,
x )

,

D (S (。
,
x )

,

夕)))
,

V 。〔A (2
.

3 )

任选可测映射 x 。 :
A”X

,

由引理 1 知 S (。
,

x 。

(。))
, A”CB (X )是一可测 映 射

,

故由

K u r a to w s k i ; R vll一N a r d z e w sk i〔
“么’t“, , ’

·
‘6 〕的定理存在 S (

· ,

x 。

(
·

))的一可测选择 x ; :
姓 , X

.

于是 T (.
,
劣 ,
(. ))

:
A o CB (X )也是可测映射

.

我们 断 言 成 立 D (T (。
,
“ :

(。 ))
,

x :
(。 ))《

d (二
:
(。)

,
戈。

(。))
,

丫。以
.

否则存在 。〔A使得0《d (x
、
(。 )

,

义。(。 ))< D (T (。
,
“ ,

(。 )
,
戈、(。 ))

.

由(2
.

2 )
,

(2
.

3 )两式推得

D (T (。
,
二 :

(。 ))
,

x ,
(。 ))《H (S (。

,
x 。

(。 ))
,

T (。
,
x ,
(。)))

( 中(。
,

d (x
。

(。)
,

x :
(。 ))

,

D (S (。
,

x 。(。))
,

x 。

(。 ))
,

D (T (。
,
x

,

(。 ))
,

x 、

(。 ))
,

D (T (。
,

x :

(。 ))
,

x 。

(。 ))
,

D (S (。
,

x 。

(。 ))
,

‘ :
(。)))
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《巾(。
,

D (T (。
,
x :
(。 ))

,
x 、
(。))

,

D (T (。
,

x ;
(。 ))

,
“、(。))

,

D (T (。
,
戈1

(。 ))
,

x ;
(。))

,

ZD (T (。
,

x :
(。))

,
x :
(。))

,

0)

< D (T (。
,

x :
(。))

,
x :
(。))

矛盾
,

故断言成立
,

即有

D (T (。
,
x :
(。 ))

,
x :
(。))《d (x

:
(。)

,
x 。(。))

,

V 。〔A (2
.

4 )

显然由a( 。)= d (二
:
(。 )

,
劣。(。))十 1

,

V 。〔A 定 义 的 函 数 a : A , R
,

可 测 且 有 d (二
:
(。)

,

二。(。))< a (。)
,

V 。〔A
.

从而有 切(。
,

d 林
:
(。 )

,
x 。(。)))< 甲(。

,
a (。 )) V 。〔A

,

这里

甲(。
,

t)二 m a x {口 (。
,

t
,

t
,

t
,

0
,

Zt)
,

中 (。
,

t
,

t
,

t
,

Zt
,

0)
J

}

于是 2 甲(。
,
a (。 ))/〔切(。

,

d (二
,
(。 )

,
x 。

(。)))+ 甲(。
,
a (。))]是映A 到 (1

,

oo )的可测函数
.

由

引理 2 知存在 T (
· ,

x ;
(

·

))的一可测选择 % : :
A , X 使得

d ‘二
且
‘。 ,

,
二2 ‘。, ,《H ‘S ‘。

,
X 。

‘口, ,
,

T ‘口
,
二1
‘。),吮币瓦取瓦恶翩}

~

千画(瓦云丈面角

《中(。
,

d (x
。

(。)
,
二 :
(。))

,

D (S (。
,
劣。(。))

,
x 。(。 ))

,

D (T (。
,
x :
(。))

,
二 :
(。))

,

D (T (。
,
劣 :
(。))

,
x 。

(。))
,

D (S (。
,
x 。

(。))
,
劣:
(。)))

·

2甲(。
,
a (。))/ [切(。

,

d (二
:
(。)

,
二。(。)))+ 切(。

,
a (。 ))]

《中(。
,

d (二
。

(。)
,
x :
(。))

,

d (x
。
(。)

,
戈:
(。))

,

d (二
。

(。 )
,
二 :
(。))

,

Zd (二
。

(。 )
,
戈 :
(。))

,

o )
·

2切(。
,
a (。))/ 〔甲(。

,

d (劣
:
(。)

,
二。(。))) + 甲(。

,
a (。 ))]

《沪(。
,

d (x
;

(。 )
,

戈。

(。 ))
·

2甲(。
,
a (。))/ [ 甲(口

,

d (二
:
(。)

,
劣。(。)))+ 切(。

,
a (。))j

< 甲(。
, a
(。)) (2

.

5 )

仿上述推证知存在 S (
· ,

x Z
(

·

))的可测选择 二: :
A , X 使得

d (二
:

(。)
,
二 :
(。 ))< 甲(。

,

甲(。
,
a (。))) = 甲

么
(口

,
a (。 ))

由归纳法
,

可选出一可测映射序列 x 。 :
A 、X

,

(
。= 1

,

2
,

⋯
,

) 使 得对每一。〔A 有凡
。+ :

(。 )〔

S (。
,

x Z 。

(。 ))
,
二 2。 + :

(。 )〔T (。
,

x : 。 十 :
(。 ))

.

且有

d (x
。 + :

(。 )
,

x 。

(。 ))< 甲
”

(。
,
a (。 ))

,

V 。〔A (2
.

6 )
于是有

乙 d (x
, 十 ,
(。 )

,
二。 (。 )) < 乙切 ,

(。
,
a (。 ))< co

,

V 。〔A

因此对每一。〔A
,

{x
。

(。) }是一 C a u e hy 序列
。

设

劝由1im 二。

(。) == x 朴(。 )
,

V 。〔A

因为 x 气。 )是可测映射 x 。

(。 )逐点收敛的极限
,

故 x 气A , X 是可测的
。

(2

又对 每一Q, 〔A
,

S (。
, ·

)和 T (。
, ·

)的连续性有lim H (S (。
,
x 。

(。 ))
,

S (。
,
二 .
(。 )))= o 和 lim H (T (。

,

, 。

(劣 ))
,

T (。
,

x 份(。 )))= o
,

又因 戈2 , , :
(。)〔S (。

,
x z ”

(。 ))
,
二 : 。 + 2

(。 )〔T (。
,

。: . 十 :
(。 ))

.

于

是由 (2
.

7 )式和引理 3 推得

x 铃(。 )〔S (。
,

二井(。 )); 二釜(。 )〔T (。
,
x 费(。))

,

V 。〔A

现在定义映射 u :
口。X 如下

u
(。 )=

其中
z
为 X 内一固定元素

。

{
戈赞 (。 )

,

z ,

当 。〔A

当 。〔日\A

显然 u :
口、X 可测且对几乎一切 。〔习有

u
(。)〔S (。

, “
(。 ))

, “
(。 )〔T (。

, u
(
u
))

即 u :
口* X 在几乎处处意义下是 S

,

T 的一公共随机不动点
.
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现 在 设 在几乎处 处 意义下 y :
口、X 是 S 的一随 机不动 点

,

即 对几乎 一 切 。〔g 有

D (S (。
,

g (。))
, 夕(。 ))= o

,

由 (2
.

1 )有

D (T (。
,

, (。))
,

夕(。 ))《H (T (。
,

y(。 ))
,

S (。
,

, (。)))

( 必(。
,

o
,

D (S (。
,

, (。))
,

, (。 ))
,

D (T (。
,

夕(。 ))
,

, (。 ))
,

D (T (。
,

, (。))
,

, (。))
,

D (S (。
,

夕(。 ))
,

夕(。 )))

《甲(。
,

D (T (。
,

y(。))
,

g (。 ))

对几乎一切 。〔口 成立
,

上式蕴含对几乎一切 。〔口 成立D (T (。
,

, (。 ))
, , (。 ))== o ,

即g (。 )

〔T (。
,

, (。))
.

同理可证 T 在几乎处处意义下的每一随机不动点也是 S 在几乎处处意义下的

随机不动点
.

故 S
,

T 分别在几乎处处意义下的随机不动点集重合且非空
.

定理证毕
.

系 1 设 S
,

T
:
口 x X * CB (X )

,

对每一 戈〔X
,

S (
· ,

x)
,

T (
· ,

x) 可测 ; 对 每一 。〔口
,

S( 。
, ·

)
,

T (。
, ·

)连续
.

如果存在可测函数 K
:
口、(o

,

l)
,

使得对一切 %
,

g〔X 成立

P {。〔口
:

H (S 。
,
x )

,

T (。
,

夕)《K (。 )m
a x {d (x

,

, )
,

D (S (。
,
劣)

,
二 )

,

D (T (。
,

, )
,

夕)
,

[ D (T (。
,

g )
,

x )+ D (S (。
,

二)
,

, )] / 2 } }= P (E
二 ,
)= 1

则在几乎处处意义下 S 的随机不动点集与 T 的随机不动点集合且非空
.

即存在可测映射
“ :
日

, X
,

使得对几乎一切 。〔口 成立
。
(。 )〔S (。

, u
(。 ))

, u
(。 )〔T (。

, u
(。 ))

证明 在定理 1 中取 巾(。
,

t l
,

tZ
,

t :
,

t‘
,

t。)= K (。 )m
a x {t :

,

tZ
,

t。
,

〔t
‘
+ t。〕/ 2 }

.

由定理 1 知

系 1 成立
.

注 1 系 l 是【l、91 中相应结果的改进和随机化推广
,

是【1们 中主要定理的改进和推广
.

在单值情形

也是【11 、1 8〕中相应结果的改进和推广
.

由定理 1 立即可得

定理 2 设 尹 是映 口 x X 到C刀(X )内的多值映射的族
.

对每一 S〔尹
,

S (
· ,

习
,

丫x 〔

X
,

可测
,
S (。

, ·

)
,

V 。〔口 连续
.

如果对每一相异对 S
,

T (尹和对一切 x
,

, 〔X
,

有 (2
.

1)

式成立
,

其中 中 满足条件 (巾
:

)和 (中
:

)
。

则尹内所有映射在几乎处处意义下有相同的非空随

机不动点集
.

注 2 定理 2 内讨论的多值映射族显然比【13」内讨论的点到紧集的多值映射序列更一般
.

因此定理 2改

进和推广了〔13」了的主要结果
。

定理 3 5
,

T
:
口 又 X * CB (X )

,

对每一 x 〔X
,

S (
· ,

x) T (
· ,

劝可测
,

对每一。〔口
,

S (。
,

·

), T (叭
·

)连续
.

如果对每一固定的 。〔口 和对一切 x
,

, 〔X 成立

H (S (。
,
戈)

,

T (。
,

夕))《中(。
,

d (二
,

夕)
,

D (S (。
,
x )

,

x )
,

D (T (。
,

夕)
,

g )
,

D (T (。
,

夕)
,
x )

,

D (S (。
,
戈 )

,

夕)) (2
.

5 )

其中 中 满足条件 (巾
:
)和

(少
3
) 如下定义的可测函数序列 t* (。 )

:
口、 [0

,

co )
:

t。(。 )= o
,

t : (。 )= t (。 )
,

t。+ ;

(。 )= t* (。 )+ 切(。
,

t、(。 )一 t *
_ :

(。 ))(k = 1
,

2
,

⋯ )
,

满足福t* (。) }逐点收敛于某可测函数户
:

口 , 〔O
,

co )
,

其中t :

习 , 〔O
,

co )是某给定的可测函数且

切(。
,

t )二 m a x {巾(。
,

t
,

t
,

t
,

0
,

Zt )
,
巾 (。

,

t
,

t
,

t
,

Zt
,

0)}

则 S 和 T 分别 的随机不动点集合重合且非空
,

即存在可测映射
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多值映射的公共随机不动点定理
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因为(2
.

5)
,
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.

的两式对一切 。〔口 成立
,

当取 t( 。)为定理 1 证明中的 a( 。 )时
,

由定理 1的

证明
,

可证得存在可测 映射
u :
口今X

,

使得对一切 。〔口 有
n
(。 )〔S (。

, u
(。 ))

, u
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仿证明 1 最后的证 明可证得 S 和 T 分别的随机不动点集重合
.

定理证毕
.

注 2 定理 3 也可推广到多值映射族
.

显然定理 3是〔12] 中定理 1
,

2 的本质改进和推广
.
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