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摘 要

本文推广了文【39〕
、

【1叼和【3 71中关于理想塑性轴对称问题的结果
,

得到了三维理想塑性问题

的一般方程
.

在引入量子电动力学中著名的 Pau li 矩阵后
,

本文以不同于文〔7〕的方法
,

使理想刚

塑性材料的平面应变问题
,

最后归结为求解双调和方程
.

本文还 以应力增量的偏张量为本征函数
,

导出了理想塑性问题的本征方程
,

从而使非线性成为线性方程的求解
.

一
、

前 言

塑性力学的理论模型有若干种
’峪六 ‘。, ’弓, ’7 ’.

为了便于理论分析
,

本文以塑性流动理 论 中

的理想刚塑性材料为研究对象
。

理想刚塑性材料的塑性力学问题表现为一组非线性方程组
t “ ~ ‘”, ’“, ““’。 其形式为

:
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方程组(1
.

1) 式
,

(1
.

2)式和(1
.

3 )式共十个标量方程
.

未知函数 为 丙
‘ , v ‘和 元

,

也是十

个
.

直接求解以上塑性力学方程组是 比较困难的
.

困难的来源在于
:

(一)
、

应变增量与应力

增量的关系
,

即 S t
.

V e n a n t一L e v y一 v o a M is e s
方程是非线性的 ; (二)

、 v o n M ise s 屈服条件

是一个二次型的标量方程
,

也是非线性的
.

由于这些困难的存在
,

限制了塑性力学问题的长

足发展
〔, 2 ~ 幻 , .

求塑性力学问题精确解的方法有三种
.

第一种方法将塑性力学诸方程归并为所谓
“

一般

方程
” ‘“g ’“7 ’,

然后找出这些方程的一些特解 〔‘“’.

文 [ 3 9 〕将轴对称塑性变形问题归 结 为 由五

个方程决定五个未知函数 , 文〔19 〕进一步将上述问题归结为由三个方程决定三个未知函数 ;

文〔3 7 〕更进一步将此问题归结为由两个方程决定两个未知函数
.

可 以证明
,

在用所谓
“

一般

方程
”

处理轴对称塑性 力学问题时
,

最少也要出现两个方程和两个未知函数
.

如果方程数多

于两个
,

则多于两个的未知函数必须由其他方程来协调
.

推而广之
,

对于一般三维塑性问题

而言
,

最少也要出现四个方程和四个未知函数
.

关于这一点
,

本文将展开讨论
.

第二种方法是将塑性力学诸方程缩并成经典的数理方程
.

文 E7〕就是将理想塑性体的平

面应变问题归结为求解双调和方程的
.

本文以不同于文〔7〕的方法
,

重新导出了双调和方程
,

从而再一次证明了文〔2 5〕的结论
。

在导出双调和方程的时候
,

本文利用了量子 电动力学中著

名的P a ul i矩阵
〔‘’5 , “’略‘’.

我们知道
,

D ir a c 矩阵和 Pa ul i 矩阵在处理量完全平方项之和的方

程时
,

是有其优越性的
,

它能使方程降价
,

其代价只不过是增加方程的 个 数 t“
, 3“’,

而
v o n

M is e s 屈服条件就是这样的方程
。

这种引入 Pau li 矩阵的方法
,

对理想刚塑性材料的平面应

变问题尤为相宜
。

最后导出的双调和方程
,

其优美程度
,

不亚于弹性力学中的 BOu
ssi ne

sq -

r a 二epK , ,
解

〔“’。’或文[ 3 2〕和 [ 3 3 〕中的通解
。

第三种方法着眼于刚塑性材料诸方程中的特殊结构
.

在方程 (1
.

幻式和 (1
.

3 )式中
,

最引

人注目的是应力增量的偏张量
。

由于这样的特殊结构
,

使我们有可能采用一种巧妙的办法
,

将非线性的塑性力学问题
,

纳入线性的本征值 问题
,

而其形式又与量子力学中的定态 Sc hr 6
-

di ng er 方程相类似
〔“” ‘’“‘’摇”’‘“’.

由于弹性力学问题可以纳入线性的本征值 问题之中
〔“4 ~ 36 ’,

因而将塑性力学问题纳入线性的本征值问题是不足为怪的
.

可以看出
,

第三种方法是 最为方

便的方法
,

它是本文的重点
.

二
、

理想塑性问题的一般方程

理想塑性问题的一般方程中
,

有三种是便于使用的
.

第一种是以位移增量
。‘和理论比例

系数 几为研究对象乡 第二种是以位移增量的势函数 甲‘ 以及 几为研究对象 , 第三种则以剪切应

力增量几
3 , a 3 : ,

叭 2和几为研究对象
。

第一种情况 以位移增量
v ‘和理论比例系数几为研究对象

。

在 (1
.

1) 式的三个标量方程中
,

我们对每一个方程都再微分一次
,

然后相减
,

可得
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另外
,

在 (1
.

2) 式的头三个标量方程中
,

我们让它们依次相减
,

可得
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.

1) 至 ( 2
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,
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成联立方程组如下
:
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方程组 ( 2
.

7 )至 ( 2
.

10 )式即为以位移增量 川和理论比例系数 几表示的一般方程
.

第二种情况 以位移增量的势函数切
‘和理论比例 系数 几为研究对象

.
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,

我们可令

。‘== e “ *口, 甲。 (2
.

1 1 )

式中
e ‘, *为 R i e e i 符号 ( L e v i 一C i v it a 符号) 〔”0 ’.

将 (2
.

2 1 )式代入 (2
.

7 )至 (2
.

1 0 ) 式
,

即得方

程组如下
:

口名 口2切一 。
2甲:

a凡口戈 :

d于一「
)戈, 口戈 ,

L ax Za x
3 口x s口x l

日
2甲3 、1

.

1

— 布 丁 斤二一 1 . 气~ ~

石
O 满 1 0 工2 I J 乙

r
_

丝
_

_ 型 、
\口戈夏 口x 夏I

Oq
2..、

.

1一几r
..
..L

�
.皇

.

「生“卫i 一旦二
L 几、、a凡

“ ax 孟

a 2 a 么、 少
.

少 、1

)叭一石灭洒又牙叭 十瓦瓦
,

叭月

�

!
曰、.,产

.

1 口
2 「1 2 / 己

艺
口2 、

十 2
一

而和瓦L认气瓦
空一百不

f )叭一
口2

口碗口x 。
甲3

+
口

2

百不西瓦叭



64 沈 惠 川

一

音舔筑+(( 潞
一

寿)
叽一

斋
+

蒜
叭
)]
一 。

。

忿[l(
2

斋
一

众
一

粼
3

)}
+

教蒜
一

潞)
·

[专《
一

鑫
一

聂)
。一 。

荔俨
9
+

孟
,

l)]
+

合
。

赢 l令《潞
一

蒜卜
一。

瓜
, 1

+

蒜
3 。
)]

一

合蒜教畏《聂
一

斋卜
一

蒜砂
之+

蒜
叭
)]
一。

森
一

l钊
2

众
一

斋
一

众)]
+

合(潞一聂)
·

[l--( 磷一纂
:
)份揣

* !
+

蒜
3

。
)〕

+

告
一

蒜
,

·

以(斋
一

寿卜
一。

纂
、

一

。湍
。
)]

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

1 口2
F l 了了 口2 口2

丫

丁万 玩而L认、
一

西欢 一 衰刃
-

)叭一
口2

口劣 :口x s

口
2 \1

肠十赢两i叭月= ” (2
.

1 4 )

(2
厂擎

l -
二

旦协 一 二

吻
卫
、
“

+(
:

典
炙-

、 口x Z口戈s 口 x so x 兔 口x lo x Z I \ o x 3 o x l

口知
:

口戈 x口x Z

、

8 名切-

口戈 : a戈3 )
.

/
。 a 么切: a Z甲:

. r . 乙 二
—

只厂 一-

一
又 又

~
一

\ 口x z口 x Z 口x Z口x s

d 么甲z

口x sa劣 1

、2
.

3 「/ 口2 口2 、

) 十
孔火而委一衰魂

-

)

口2

叭 一J牙)百无)甲
,

, .

1
已

」

‘.三切

日2
1

2
.

3 「了口
2 日2

十 d牙沪瓦叼 十 Z L火
一

西万爹一面
口2 口2

、 d
‘

_

d
‘

刀切2 一 万二 幼石 切3 十 石石 5 二
I U 人 Zu 洒3 u 去 lu 汤 2

十

%[( 奇
一

裔)
肠一

众
* ! +

众司 = 6 k么几
2

(2
.

1 5 )

方程组 (2
.

1 2 )至 (2
.

15 )式即为 以位移增量的势函数甲
‘和理论比例系数久表示的一般方程

.

方程组 (2
.

12 )至 (2
.

15 ) 式在形式上要比方程组 (2
.

7 )至 (2
.

10) 式来得复杂
.

可 以看出
,
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从以上三种情况可以看出
,

三维塑性问题的一般方程最少也要由四个方程决定四个未知

函数
。

三
、

理想刚塑性材料的平面应变问题的双调和方程

在理想刚塑性材料的平面应变问题中
,

当我们讨论应力增量时
,

下列三个方程便巳组成

封闭方程组
:
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应变增量和位移增t 可 以通过上述方程组的解来获得 (参阅本文第四节 )
。
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对理想刚塑性材料的平面问题而言
,
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J‘‘. .........,J.

“
1
一

(
“

3
一

(0 一 1

以及二分量单位矢量

( 3
.

5 )

.

、、....‘了,工j .上‘夕,...、、

一一
e

由此
,

方程 ( 3
.

3 ) 式可以用下列方程来代替
〔5 , 8 ’:

S ;
(a

, : 一 a : : ) + 2 5 2口 , 2 = 2及e Z

引入A ir y应力增量函数切
,

这时甲亦为H i lb e r t 空间中的二分矢量
:

( 3
.

6 )

a l 一= 甲
, 2 2 ,

a 2 2
= 甲

, 1 1 , a 一2 = 一甲
, 一: ( 3

.

7 )

(3
.

7) 式使方程组 ( 3
.

1) 式和 (3
.

2 )式恒满足
.

将 (3
.

7 )式代入 ( 3
.

6 )式
,

有

1
5

,

(潞
一

聂
*

)
一 2 5

口戈2

口2

劣
,

a戈
。 _

2寿e
:

( 3
.

8 )

令

华 = 叻一 ks
Z e : % , x Z

则 ( 3
.

5) 式化为齐次型
:

( 3
.

9 )

〔
s

,

(裁厂潞)
一 2 5

2

口戈 l口x }
, 一 。 ( 3

.

1 0 )

在 (3
.

10) 式等号两端同时作用算子

「夕
.

(
一

世
_

一里
_

L一
‘

、口劣2 ‘ 口x 一‘
2 S

)‘

口劣卜

并利用 Pa ul i 矩阵的特性

S 、S 。 + 5 0 5 、= 2占
、。

可得双调和方程

V
Z
V

“

功= 0

式中

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

口
2 a Z

v
‘

= 石邪
十
瓦

“ (3
.

1 3 )

从而
,

理想刚塑性材料的平面应变问题
,

可以 由双调和函数叻和 ( 3
.

7 ) 式
、

(3
.

的式最后

得到解决
.

这个结论
,

曾在文〔2 5〕中有所说明并由文 〔7〕加以证明过
.

本文所提供的证明
,

要比文〔7] 来得简单
.

四
、

理想塑性问题的本征方程

理想塑性问题的本征方程
,

可以从刚塑性材料诸方程的特殊结构 中导出
.



理想塑性问题中的一般方程
、

双调和方程和本征方程 6’l

方程 (1
.

2 ) 式
,

是 用应力增量的偏张量 (丙
‘一 日句

.
/ 3 )来 表示应变增量的式子

.

但由于

有不少可压缩条件 (1
.

4) 式的存在
,

使以应变增量来表示压力增量显得十分困难
。

当然
,

我

们可以从 (1
.

幻式中找到

1
a , ‘ = 飞仄 又刀 , , ‘+ ”‘ , , ) 一 Jo , ‘ (4

.

1 )

其中 f为待定的标量函数
.

然后将 (4
.

1) 式代入 (1
.

1) 式以确定 f 的形式
.

但结果表明
,

这样

得到的 f函 数
,

其形式比较复杂
.

再加上
v o n M is e s 屈服条件的限制

,

后果不堪设想
.

所以

我们必须放弃这条思路
.

要找到应变增量来表示应力增量
,

同时这时的应力增量又要满足平衡方程 (1
.

1) 式的表

达式
,

确是件不易的事
.

然而
,

办法还是有的
.

我们回忆起应力 (增量 ) 函数张量 〔‘“, “。’“‘’。

用它来表示应力增量就可 以使方程 (1
.

1) 式恒满足
:

a ‘, 二 e , 。。 e ‘, qd *a ,
必
。。

(4
.

2 )

如果我们所选的应变增量张量 与这里的应力 (增量 ) 函数张量成正比
,

则 (1
.

1) 式自动

满足
。

这就是说
,

我们可以找到用应变增量表示应力增量
,

而又使平衡方程恒满足的最一般

的表达式
:

。 J‘一

}
·J庵。

一
”自”

,

(令一 ) (4
.

3 )

式中 右为比例常数
.

此时

。一l
·王。

一
”为口,

G 一 )

一}}(食一)
, ‘。一

(:
。、

小
。

〕 (4
.

4 )

(4
.

3 )式这个最一般的表达式必须同时与方程 (1
.

2 )式相协调
,

因而有

·, *

一
”、”·

(妾一)
一

合
“J‘·‘。。

一
”*“,

(专一
。

)
一 :

(专
·, ‘

)

了
_ _

l
。

、。 。 了 1 八
。

、
‘

了 1 。
。
、

气
“j““ “‘’q

一了
。 , ‘“ ‘“““ , q

)
o “a ,

火U “ q 一 3 妙0 “ q

) = ‘气a
, ‘一 万廿 o , ‘

) (4
.

5 )

设应力增量的偏张量为

~ 1 ~
。

l j‘= a j‘

一 3 廿。“ (4
.

6 )

则 (4
.

5 ) 式可写为

了 1
。

\ _ _ ~
‘

~

气
e , ““ “‘’“ 一 3 。 , ’“‘““ e ‘’“

)
口川

’更 “ , = ‘逮 , ‘ (4
.

7 )

计及 (1
.

3 )式
,

所以 (4
.

7 )式是 以 互为本征值的本征方程
.

若设

T
, ,
二 以厄

一

倪劝, ,

T
: 2
二 斌丁k叻

: ,

T
3 3二 澎

.

,j-’k沪
3 ,

T
2 3 = 九势4

T 3 ;
= k沪

。

T
; :

== 壳劝。 { (4
.

8 )

这时 v o n M ise s 屈服条件 (1
.

3 ) 式成为
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!功}
“= 1 (4

.

。)

式中

势== (价
; ,

价: ,

沪: ,

劝‘
,

势。
,

劝e
)

,
(4

.

1 0 )

(4
.

的式表示本征函数 劝的归一化条件
.

这个方程的由来显然是受了(2
.

2 7 )式的启发
.

由

(4
.

的式和 (4
.

10 )式
,

我们可将应力增量解析延拓到复平面
,

并定义叻为 H il be r t空间中的一

个六维矢皿
。

(4
.

7 )式展开后
,

可写为

H 净= 雪E 沙 (4
.

川
式中

、、............2
八U八”0
�八UnU,l0

斌百

0

0

0

0

0 0 0

0

斌厄

0 0

0 0
( 4

.

1 2 )
0 1

0 1

0 0

将方程 (4
.

11) 式等号左右两端同时乘以E
, 一 ‘

0 0

0 0

1

斌万

0

( 4
.

1 3 )
0 0

1 0

0 0 1

0 0 0

最后可得本征方程 (定态 S e h r 6 d i n g e r 方程)

H 劝= 卯 ( 4
.

1 4 )

其中

333 3 333

(((P重一 ZP之) (夕璧+ P翌) (一 ZP受+ P委)))
333 3 333

(((一 ZP孟+ P委) (P孟一ZP圣) (P全+ P委)))

4
二「夕Z Ps

O

2
一 下厂PsP i

O

2
_

一 下丁 P 一P Z

Q

2
_

一
一

万PZ P s

Q

2
_

一下万 P IP么
口

H =
2

_

一下
.

P么P .

Q

普
, : , 1

一

普
, 。, ; 4

_

二犷 P IP忿
O

( 4
.

1 5 )

P I 名

一 P :P:

一 P 3P I

一 PzP :

P2 2

一P : P 3

一 P吕P -

一 P ZP :

P委



理想塑性问题中的一般方程
、

双调和方程和本征方程

p , == 一 i口。

当我们设本征函数 劝为

(k = 1
,

2
,

3 )

弓马

(4
.

1 6)

劝= u
(P

‘
)

e x p [ 士‘(P
。劣。)〕 (i

,

k = 1
,

2
,

3 ) (4
.

1 7 )

时
,

则我们可以由方程 (4
.

14 )式求得本征值亡
,

和确定 。,

(拌= 1
,

2
,

3
,

4
,

5
,

6 ) 之 间的关系 ; 可

以由归一化条件 (4
.

的式求得
u , .

同时
,

我们还可以由边界条件解出这些本征函数 (确定P。的

取值 )
。

一旦本征方程 (4
.

1 4)式解出
,

就可 以容易地确定位移增量
v ‘.

若T , ‘=
1

U
才一

ee
一 二弓

3
日句

‘已解出
,

则

合
(。 ,

, 。+ ”‘ ,
, , 一“T

, 。

(4
.

1 8 )

k久二
l

斌百功
,
鲍

1
_

口x l 一

1

斌万 丸
即

2
_

_ _
久

_

旦盗
口x :

一 斌厄
一

功: 口xs

一赢(歌
一

+

盘)
一

命(会
+

会)
一

京(
口v ;

二子
一

十
O劣么

旦当、
口气 ,

(4
.

1 9 )

砂
;

斌万价
. (粤

一
+

粤卜德
二‘粤

一

+

粤、、 o 满 2 0 满 l / 习 乙 W ‘\ o 万 l 。弄 5 1

U一义口
一口

一一
U一X日一口

由(4
.

1 9 )式可知

口t) .

ax -

即有下列两式
:

斌丁叻
。

沪
;

或取微分一次后变成

日口一 口刀 1

口x z
口凡

如
2 , 双

一

玄么
,

_ _

T 目

—
下
—一口涌 x 梦l

日t)

口戈

两式相加得

(4
.

2 0 )

同理还有
:

命(俨 会一会
一

)
一

众
一去(

一

合一会
一

)

聂(三黔会
一

会
一

)、星法
一

聂(食
一

会)

卜聂(气
么

一

孟
一

)+ (聂
+

靛
一

)
一、、
孟(

一

含最
一

)

一、 2

炭(食
一

福户弘
一“

l
一

舜(世留
)

云卜(备
+

聂)
一、

一

、
斋(贵孟)

一

白箫(贵
一

舜小
一。

l命(tel妙孟卜(盖
* +

潞)
一斌了
备(会会)

(4
.

2 1)
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会
一

却〕
va 一 ”

苦

了..、d一劣

一口
一一斌万
口凡

(4
.

2 2 )

由(4
.

1 7 )式可知
:

卫生 二
.

丸

“,

(p
‘
)

u, (P
‘
)

(4
.

2 3)

从而
,

(4
.

20 )至 (4
.

22) 式化为线性一元两次方程组
:

「‘
一 + “3

’

[‘
一 + 一’

[ ‘
“王+ “2

’

聂
+ ul

聂
,

一

+ 碗

/ 口
2

.

a
Z \

,

一 口2
,

一 口名

、石又丁十而刀一丫 2 “, a牙刃不一V Z 残 J瓦力瓦}
。 !一 ”

(而二
, 一

+
a 万 玉

日2 口2 、
一

口2
,

一 口2

。欢 )一 V Z ““

而祠不一丫 2 气 。瓦。又
, 〕

。: 一 。

(4
。

2 4 )

(4
。

2 5 )

口2
.

/ 口z

而事+ “3

气百对
一

十
a 2

口x 全

、
, 一

d
‘ , 一二 d

‘

)一 材 2 “‘ J瓦沙瓦一 V Z ““

瓦西不
口么 旦1

~

1
,

口戈
I

J

口2

v 3 = 0 (4
.

2 6 )

全部问题即可顺利解决
.

从 以上分析来看
,

理想刚塑性材料诸方程的特殊结构是导出本征方程的关键
,

而这个本

征方程的求解又是全部问题的关键
.

不过
,

本征方程的求解倒是 比其它方法来得简单
.
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7 2 沈 惠 川

O n the G e n era l E qu a tio n s
,

D o u ble

a n d E ig en 一

Eq u a t 10 n in th6

H o rm o n ie E q ua tio n

Pro ble m s o f

ld ea l Pla stic ity

Sh e n H u i一e hu a n

(U ”iu e邝itg of S e ie”c e a
耐 T e c h”0 10 夕, o f C hi”a ,

H efe才)

A卜stra c t

In this Pa Pe r w e

s tieity in PaPe r [ 39〕
,

e x t en d d ir e e tly the o u te o m e o f a x isym m e tr ie p r o b le m s o f ide a l p la
-

[ 1 9〕a n d [ 3 7〕to tli e th re e一 dim e n s io n a l p ro ble m s o f id ea l Pla s tieity
,

and g et at th e

r ig id Pla stie ity

g姐er al e qu at io 公 in it
.

T he p rob lem
o f p la n e st ra in fo r

ea n b e so lv ed b y p u t tin g in to

m a tr ie e s o f q 住a n t u m ele et ro d y n a m ic s

the eig e n e q u a tio n in the p r o blem s o f

differ e n t

d o u ble 五o r m o n ie

fro m the m e t五o d

m a te r ial o f id e滋

by fa m o u s Pau li

id e al p la stie itv
,

tak in g p a r tia l

,a Per [ 7 ]

te n so n o f

e q u a tio 皿

i n Pa Per
.

W e lead to

s tre s s 一i公e r e -

m e n t a s e ig e n fo n etio n s , a n d

in t五15 PaP er
.

、甲e s re to tr a n sfo r m n o n lio ea r e q u a tio n s in to lin ea r e q u a tio n


