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摘 要

本文从三维波动方程的 K irch hof f 积分公式出发
,

首先经离散化给出无限均匀介质 中的边界

单元法公式
.

其后
,

在 引入了波在不同介质面和 自由面上的反射
、

折射系数以后
,

给出了 三 维波

动方程在分区均匀介质中的边界单元法公式
.

一
、

目11 舀

1 9 7 8年
,

C
.

A
.

B r
eb bi a 正式使用了

“

边界单元法 (B E M )
”

这一名称〔‘’; 它 的历史可

以追溯到本世纪六十年代以来
,

对于边界积分方程 (BI E ) 的研究 〔“’.

边界单元法 以它 明显

的优越性
,

引起了许多学者的重视
.

它的发展速度极快
,

应用范围正在不断推广
〔“’.

边界单元法主要适用于区域或场的初边值问题
,

基本思想是建立 区域 内任一点状态 与边

界状态的关系
.

它可以降低所要解决的问题的维数
; 从而提高计算速度和精度

,

使以前一些

无法解决的大型问题得以解决
.

本文直接从三维波动方程的 K ir c hhof f积分公式出发
,

经离散化给出了无限均匀介质中

的边界单元法公式
.

在离散化的过程中
,

提出一种常数四边形单元和等参数五面体单元联合

求解的过程
; 既较简单地完成了 尸 波与 S 波在边界处波函 数的分离

,

又避开了 在 分 区均匀

介质中较为复杂的角点处的波动问题
; 为把公式推广于分区均匀介质打下了基础

.

接着
,

在

引入了波在不同介质面和自由面上的反射
、

折射系数以后
,

给出了三维波动方程在分区均匀

介质中的边界单元法公式
.

这一方法可以直接应用于地震工程
、

基础振动等有关研究领域
.

二
、

波阵面上的运动条件及沿任意方向的导函数

首先假 定无限域 内所有扰动都是 以等幅平面波的形式传播的 (如图 1 所示 )

波的衰减的情况下
,

B 点 才+ 么才时刻的波函数值等于 A 点 才时刻的波函数值
,

即

H (才+ △才
,

% + e么才l
‘ ,

, + e么tm
产 , z + c △才n

尸

) = H (才
,
x

,

夕
, z
)

其中
:
l’

, 。 ‘ ,

n, 为波线 N 的方向余弦
.

当 △t 足够小时
,

(2
.

1) 式可以近似为 :

。

在不考虑

(2
.

1 )

斧
钱伟长推荐

.

1 1 1】
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由此得到波阵面上的运动条件为
:

dH 1 OH
~

瓦扮 二 一万
一

丽
- (2

.

3 )一,

1

1/

图 1 平面波的传播 (2
.

3 ) 式 类似于钱伟长
、

叶开沉教授所给 出的扰

动区与未扰动区 分 界 面 上 的 运 动 条件
〔‘〕.

因此
,

在不考虑波的衰减的条件下
,

波前处的

运动条件
一

可以适用于任意波阵面
.

设波阵面上任一切线方向为 T (六 m : n ’

)
,

则有
:

l
,
l
‘

十。
, 。

o

+ 。 , 。 o

= 0 (2
.

4 )

由于 H 在同一波阵面上等值
,

所以有
:

嘿
一
鲜

,
。

+
明

m
·

+ 叫
,

一 。

0 1 0 义 0 9 口之
(2

.

5 )

对比公式 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )有
:

(2 6 )一一
1

�

n,丫
,

Z
时已

一一
1m,呀一夕时

.

山
.

一一
1I’月

一

玖
�
d

,

‘

因此
,

波函数H 沿任一方向 n( l
,

m
,

n) 的导函数为
:

, .

口H
.
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一
天一

一

m 十 一石
-

0 夕 O 之

n = k( l尸l十 m 产m + n ‘

的附叙一一明
一
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1 口H
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= 一
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丁
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‘
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‘

粉 )
C O 不
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.

7 )

三
、

K ir c hh of f积分公式的离散化 一 边界单元法公式的建立

K ir c hh o ff 积分公式为
:

HP 一

咨
一

仃
:

民
“

乳
。

+

言豁 旦氰几二 鼎(翎ds
( 3

.

1 )

其中
:

万
’

= 万 ( t一r/
。
)

, ; = 斌 ( x 一 x 尸

)
“+ (夕一脚 )

“
+ (

z 一 zP )
“ ,

d 为积分常 数
.

把 S 面上的挠动
,

理解为一个个独立的次级点波源
,

则其对于域内 任
一

点 尸 的波线方

向余弦为
:

l
‘
= (二

, 一 x ) / B
, 。 ‘

= ( g
,
一 g ) /B

, n ,
= (

: ;
一 :

) /B (3
.

2少

共中
:

B ~ 斌 (
, , 一 二)

2
+ ( , p 一夕)

2
十 (

: , 一 :
)

2 .

因此有
:
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+

髯
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一

:笋
一兰

了
‘+ 理

了
阴 + “

了 一 f ( 3
.

3 )

共中
:

f = l‘l+ m ‘m + 。 ‘。 .

口
_ _

了工、= _ 卫
_ _
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d n \ r / r 艺 口拄 r ‘ J (3
.
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把 ( 2
.

7 )
、

( 3
.

3 )
、

( 3
.

4 ) 式代入 ( 3
.

1 ) 式
一

可得
:
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、一

娜汇
一

悬一半
一

告二〕‘ds (3
.

5 )

把 S 面划分为 k 个单元
,

上式
一

可以写为
:

”一琪JJs
、

卜十 半一 井
一

“
·

其中
:

f
‘= l

尹
l‘+ m 尹m ‘+ 。‘n ‘ ·

划分单元足够多时
,

则 S ‘面可近似为一平面
,

用 r 。表示单元中点到尸点的距离
,

且令
:

〕f
‘d s

此时 l‘
, m ‘, ”‘

为常量
.

(3
.

6 )

t o = 才一

贝。 11
(
t-

△才=
_

几=
r

C

= 二‘, 一
r 。

一 一 、 C

十
一
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一““

。+ “‘’ (3
.

7 )

,曰
曰

、

roCr

对H 作泰勒级数展开
,

并在线性加速度假定下
,

有
:

11
(
‘-

“(
‘-

一“ (‘
。

)+ 户(‘
。

)△‘+ 音方 (‘
。

)△‘
2
+

;万 (‘
。
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3
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。
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。
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。
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“

(3
.
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、、J.z
、
、,夕/r�‘rC

将 ( 3
.

5) 式代入 ( 3
.

6 )式有
:

。一 告鑫{{
: ‘

王一二l
““

。

, + 方“
。

, “‘+

合““
。

’△‘
“

1 「
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卉
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1 子卜, , 、 ‘ , , ,

1 子子
, ‘ 、 ‘ , ,

飞、
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忍

L月 气‘。 ) 十月 L‘。)。丁一 丁几 L‘。) 凸f 十
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]了J
‘“。

一吞细
、‘

阵 胡 (t0) +

件 仙
‘十加琳

,

+

(、斋
*
f
。△‘

Z
+

、

c?r j
‘
△‘

)方
(‘
。

卜 (
。

委
、一

,
‘△‘

3 +

台f
‘“‘

2

)万 (‘
。

,」
d s

( 3
.

9 )

近似假定万 (t
。

)
,

户 (t
。

)
,

方 (t
。

)
,

方 (t
。

) 在每
一
单元

_

L为常数
,

即常数单元假定
,

则 (3
.

的

式为
:

其中 :

1 咨
, 刀 二 二 . 、 J

*
.

、 . , 、、 、 . , 、、 , . 、 。
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一
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:
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“
· d s
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在局部坐标中 (如图 2 所示 )
,

有向量
:

片
卜

〔少
二

隙
“左

,

口X

百万 d气

:兰
、;
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黔
、

, 口Z

二
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其中
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1 8 )式 可利用高斯积分进行近似计算
.
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四
、

分区均匀介质中的边界单元法公式

弹性波在遇到不同介质分界面或自由表面时
,

将发生波的反射与折射现象
.

当入射波为

单一的尸波或 S 波时 ; 反
、

折射波可能同时具有 尸波和 S 波
.

三维平面波在某一平面界面上的反
、

折射性质
,

可以通过研究同时垂直于波阵面和界面

的平面上的二维波的反 射
、

折射性质而得到
.

5 波位移矢量可 以分解为此平面 内和垂直于此

平面的矢量分别进行考虑
; 即 S 犷 波和 S H 波

.

反
、

折射系数的推导一般是在正弦波的假定下完成的
,

但因为这些系数与波的振动频率

无关
,

因此
,

可以证明其同样适用 于非正弦波的情况
t“’。

K ir o hho ff 积分公式可以理解为惠更斯原理的数学表达式
‘“’,

边界 S 上的边界条件可以

理解为次级点波源
.

在无限均匀介质中
,

波的传播方向
、

振动形式等波动特性是 由真正的波

动源所决定的 ; 而在分区均匀介质中
,

波在自由面和不同介质面上将产生反射
、

折射
.

每一

个经过反射和折射后的
一

波动都将具有各自的波动特性
; 因此

,

就必须把它们作为真正的次级

点波源看待
.

经过 S 面的离散化
,

可以近似地把每一个单元 S ‘ 中点的挠动作 为 次 级 点 波

源
,

它们在各自域内将产生波动
.

在进行反射
、

折射计算的时候
,

各个点波源 (单元从) 引

起的波动应该分别逐个进行
; 而最后的迭加值将作为新的边界条件

.

对于 q 域内任意点 尸
, t 时刻的位移矢量可以写为

:

乙 [且‘,
万

‘
(,
。

) + 且
‘2

户
‘
(t

。

) + 且
‘。

厅
‘

(才
。

)+ 姓
‘4

万
‘
(t

。

)」= _ J
d 乙

F
‘1一d

一一一
q尸

万

(4
.

1 )
其中

: n 。为 q 域的边界单元总数
,

H ~ 〔u 。 田」
.

若 尸点在边界上
,

则有
:

H ;
1 二

:
。

,

一 - ; 少
.

厂 下—
a
一

1

d
(4

.

2 )

其中
:

心 为邻域 q 尹

的边界单元 (作点波源看待 ) 总数
,

F 犷为本域中

的反射结果
,
F 号为邻域中 j单元扰动在 尸 点处的折射结果

,

因此
:

尸犷= 刀犷〔且
‘,
人, (t

。

)+ 且
‘2

人
‘

(t
。

) + 且
‘3

人
‘(才

。

) + H “兀
‘

(才
。

)〕
·

尸号二 尺号 [姓 , 1
人,
(, 。) + 姓, :

孟
,
(t

。

)+ 且
, 3

儿
,
(才

。

) + 姓
, ‘

万
,
(t

。

)

i单元 扰 动 在 尸点处

一)

n ‘

一)

刀j

(4
.

3 )

其中
:
R 犷表示反射系数

; R 愁表示折射系数 ; h
,

儿
,

石
,

兀为对应于 尸 波 或 S 波 的 波 函 数

值
; n ‘,

构 分别为反射与折射波位移的方 向余弦向量
.

利用公式 (4
.

2)
,

任一边界尸 单元 t 时刻的波函数值则 可根据同一域及相邻 域 上其它边

界单元上 t一 r 。

/c 时刻的波函数值而求得
.

五
、

关 于 非 平 面 波

假定点波源 C 点 (如图 3 所示) 的扰动值为 0
, 。二 ,

。 , ,

。
: ,

其将在 R 域内 产生向各

个方向传播的非等幅波
,

波阵面A 如图中实线所示
.

为了得到某一波线方向N 上的扰动传播

情况
,

可以把波阵面A看作为沿所研究方向传播的平面波阵面
。 .

并假定波函 数 在每一波阵



111 6 顾 卫 华

一 7 犷一杆一7 \

了尝
-

坦生今
一

平
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图 3 非平面波的传播 图 4 波动中的能量传播

而 a 上等幅
,

其幅值为波线与原波阵面A 交点上的值
.

域 内任一点尸处的挠 动情况
,

用此平

面波假 定所得到的结果与原扰动 (由点波源C所引起的挠动 ) 显然是一致的
。

因 此
,

在所研

究的波线方向足够多的情况下
,

就可以得到由点波源C所引起的整个域 R 的波动情况
。

而不

同方向传播的等幅平面波在 C点处都应该满足原扰动条件
.

(
a
) 等幅平面波波阵面上的动力条件

:

在与波线相垂直的平面 S
: ,

S
:

上作两个小圆柱体 d o
l ,

d 。
:
(如图 4) 及f小 )

.

假定 才一山 时刻
,

波的前阵面与 S
;

平面重合 ; 此时
,

在 d S
I

上作用有外力尤
产 ,

Y
产 ,

Z
尸 .

其对 d 。
;

的冲量为 〔略’:

一X
,
d s

:
d t

,

一 Y
产
ds

;
d t

,

一 Z
,
d s

;
d t (5

.

1 )

其中负号表示应力矢量方向与N 方向相反
.

d o
l

由此获得的动量为
:

。。s
:·。,

黑
,

。d s
: ·d ,

写
,

。。s
,·d , “

箭 (5
.

2 )

动量等于冲量
,

所以有
:

、二 , , 。 , , 。 , .

口u ,

一 A
’

a o 声 不~ 户a o lc a 不 。
,

a 丁

二 厂 , , 。 , , , 。 , ,

口沙 ,

一 Y
产
d s

,

d才~ o d s
, c d 才 u “

口t

~
, ,

门
, ,

。
,

口切
一 z

‘
d s

;

由 = p d s
l

cd ‘
荡

(5
.

3 )

、.它.‘

!
、
、

l
胜龟....少

t 时刻
,

波的前阵面与 5
2

平面重合
,

此时
,

d s
: _

匕的应力状态相同于 d s
l

面 在 t一 dt 日寸

刻的应力状态 ; 即此截面上的外力为 X
‘ ,

Y
‘ ,

Z
产 .

而在 d s
,

面上
,

此时外力为刃
,

y
,

2
.

这些外力对 d m
l

的冲量为
:

一 X d S
;
d t + X

产
d s

:
d t

,

一 Y d S
l
d t+ y

产
d S

Z
d 才

,

一 Z d S
;
d 才+ Z

尹
ds

:
d 才 (5

.

4 )

d 。
,

由此冲量获得 的动量为
:

、
I

cd ,

(
一

盟一军)
,

、
;

cd 才

(霏一备)
,

、
;

cd 才

(
一

留
口切 ,

d t

(5
.

5 )
根据动量等于冲量

,

并考虑到 (5
.

3 ) 式关系
,

可得
:

口口

= 一 人
,

PC 一 石
一

= 一 Y
,

U 舀

口叨 。

蔺 几 一 二二二

一 乙
口才

(5
.

6 )
面耐

CP

此时
,

d S
Z

面上的外力对 d o
Z

的冲量为
:

一 X
尹
d s : d t

,

一 Y
产
d s

:
d t

,

一 Z
尹
d s

:
d t (5

.

7 )
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d 。
:

由此获得的功量为
:

哪
Z

cdt 纂
,

、zcdt 蓄
,

。ds zcdt
口

豁 (5
.

8 )

此式表明 d m
,

在 t一 dt 时刻由 d s
,

面上的冲量而获得的动量
,

在 t 时刻传给了 d ln
2 .

沿 波线

作一串小圆柱体
,

用上述方法即可描述出波动中的能量传递过程
.

t 时刻
,

d m
,

圆柱体侧面上亦有外力存在
,

但在等幅平而波的情况下
,

此外 力 对 d 阴
,

的

冲量和为零
.

设 S 为平面 S
,

与 S
:

之间任意一个与 N 垂直的平面
,

并构筑坐标系 九oh
,

ho N
,

N ok
;

k
,

h 轴在 S 平面 内
,

N 即为波线方向 ; U
,

厂
,

牙 为相应的位移分量
.

由等幅条件可得U
,

犷
,

附 在 S 面上为常量
.

因此
:

aU 日U 口犷 a犷

日寿 = a h
‘

二 。几 = ah

a研 a班
口儿 一 口h 一

(5
.

9 )

一 >

设外力 F 二〔F 。,

F 。,

F 们
.

其中
:

F
、
= a 肉

I+ 公*、脚 + r y on ,

F
。
= 丫、。l+ 口, m + 下万 , ” ,

F 刀= 下寿万l+ 丁, 万m + a 万”
(5

.

1 0 )

圆柱体侧面外法线向量为

- >
n = [ l

根据虎克定律
,

尸 k= 几

,

m
,

0 ]

并考虑 (5
.

1 1) 式关系可得
:

(5
.

1 1、

F 、二几
aW
口N

tn
,

F 万
口U

= # 石万

a犷
‘+ 拼百万 m (5

.

1 2 )

其中
:
几

,

拼为拉梅常数
.

沿 九方向的冲量为
:

手
: :

。

dL “, 一

呼
: “

且如dL 一“,

芡
’
久

黑
· 。S

⋯da (5
.

1 3 )

其中
: r 为 d s 的半径

.

由于任一垂直于 N 方向平面上的 U
,

厂
,

W 为常量
,

所以在 S 平面上有
:

aU
.

a V
.

aw
。浑

一

“ c o n s t
,

口方 = c o n s t
,

a那 = c o n s t (5
.

1
.

4 )

因此
:

手
:
“

左
d L d ‘一 “‘几a班

口N
r

j
。 c o s a “ a = u (5

.

1 5 )

类此可得
,

沿 h 及 N 方向的冲量为
:

手
: “ 而

dL “, 一 “

嵘类

手
:

二dL dt 一dtu (
一

爵

r

J
。 “’n a “ a = U (5

.

1 6 )

(5
.

1 7)

由于上述平面 S 为 S
,

和S
:

之间圆柱体上的任一垂直于 N 的平面
,

所 以整个小圆柱体侧

面上的外力的冲量和等于零
.

因此
,

当 d s 、 O时
,

即可得到一点处的动 力 条件 (5
.

的 式
,

根据虎克定律
,

动力条件可以写为
:
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其中
:

顾 卫 华

a “

一 户C 。‘

“ (乙+ 艺拼刀
‘

口一 拼阴
‘

田 z 十 拼n
’

。 ,

U ‘

口口
, , _ 、 , 。 ,

_

, ,

、
一 p e 0

.

二 (式+ 艺尽 )m
‘

口一月n 。二 + 声石l
‘

。 : /

O ‘

一 }
口功

, 。
_

_ 、 , 。 , , ,

I
一PC 。 ,

= (几+ 艺碑名) n
‘

口一 拼l
’

。犷+ 拜m
‘

。二
夕

U 乙 一

(5
.

1 8 )

日u 口v 日阴 口田 日v 口u a切
口= 。二 + a , + 。2

,

。二
= a梦 一 a z ,

。 , = az 一 a、
,

对于尸波波阵面有
:

票一
,

,
。

,

瓮
-

一
“

,

絮
-

一
‘
“

其中
: c , = 材 (之十 2幼 / p 为尸波波速

.

对于 S 波波阵面有
:

口u
, , , 、

口口
, , , , 、

日阴

口t == c“ Lm
’

。
z

一 刀
’

。“)
,

一

日了二 c “气”
‘

田‘
一 ‘

’

6 , z

)
,

厄 , == c 口
(I

产。 , 一 m 产。二

)

(5
.

2 0 )

其中
:

勺二 斌 拼/ p 为 S 波波速
.

(b ) 边 界某一点处的应变值
:

设 S
‘

为边界上的某一个四边形单元
,

在单元中点外法线负方向上任取一点
,

一个等参数五面体单元 (如图 5 所示)
,

可构筑如下形函数
:

N
l
一

;
(1一 “)(1一 “)(1一

。 /

)
,

N
Z
一

; (
1 + “)(1一 “)(1一

)

N
3
一

l(
1 + “)(1 + “)(1一

。 /

)
,

N一 ; (
1一“,“ + “)(1一

。产

,
,

戈一
‘

局部坐标与总坐标的关系可以写为
:

= 乙 N ‘, ‘ ,

夕= 乙 N 、夕‘,

一 N
i之‘

(5
.

2 2 )

5

乙i-1

同时有下列关系
:

= 乙 N ‘u ‘’ = 乙 N ‘v ‘’

乙 N ‘二‘

玄. 1

(5
.

2 3 )

!
、/...|少N

‘

歹万
一

晰
,乞婴

au

口g 一

N
‘

口劣 口夕公
一

馨

司一一

U一Xa一a

(5
.

2 4)

图 5 等参数五面体单元 a“

口2

= 条些
拭 口2

v ,

二有类似关系
.

根据复合函数求导法则有
:
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(5
.

2 5 )!
.

1
一

践叙呱即巡。!
lwe
IL..

J
一一

、..口......润...甘..

1.t
.

备
.

名一VXV夕V12
�

引口
.

创aal一a
r.

!
.

l
se.........t1 ........l

es
.l..J

之
.

倪之
‘

九之八‘沃创氏
.

氏加引夕
,纪夕
f几g幻山

L

创山
‘

创山
‘.

加义
心

浇劣乙“义
一J‘欣创沃创沃勃

f.

!!l
�、.

l

es
..
......J

践
一

肤aN.ah叭
一

耐
了.

1....................

因此有
:

[ J」 (5
.

2 6 )

1 ....1..........
U

,心

左曰V�乙“Uv
�

到八
‘

目

别材几月
�

一到封八
‘一n

.

引口创一。
.

创
.

山
r............盆!

!
口二

一

飞l
,.,.....口,...J

皆巡
即
登

r.
以

!
....日‘..J.....

只要知道了单元结点的位移值
,

根据 (5
.

2 6 ) 和 (5
.

2 4) 式即可求得单元中点的应变值
.

六
、

结 论

分区均匀介质中波的传播问题
,

是一个非常复杂的问题
;
要想得到它的解析解是非常困

难的
.

有限元方法为研究这一问题提供了非常有利的工具
.

但是
,

当在三维空间中研究较大

型问题的时候
,

对计算机的存储量和计算速度将提出很高的要求
.

因此
,

边界单元法为解决

这一问题提供了一条使人非常感兴趣的途径
.

从 K i r c hhof f积分公式出发
,

经离散化所得到的边界单元法公式为显式公 式
,

从而可以

节省计算时间
.

这一方法可以应用于场地地震反应
、

基础振动等有关研究领域
; 并且

,

在引

入适当的边界条件 以后
,

还可 以推广应用于其它许多课题的研究
.
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