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摘 要

本文用导数展开法对液体薄层与亚音速气流接壤时的界面稳定性侧卜线性分析
.

文中考 虑 了

浓体的表面张力与体积力
,

故非线性的 R ay le ig h 一
Tay lor 不稳定性可作为特例而导出 ; 液体与 气

体均不计粘性
.

虽然N ay f施[1] 曾算过这一情况
,

但其三阶方程有遗漏 (如21 3 页的式 (2
.

2 9))
.

同

时解也不自洽 (如其一阶解 (2
.

31) 并不满足他的初始条件 (2
.

2 0))
,

此外
,

在截止波数 附 近
,

对行波他并未考虑
.

本文弥补了这些
,

并得出了新的结论
.

一
、

物 理 模 型

本文所用的模型是
:

未扰时
,

静止液体层的深度为 h
,

一端与固壁相邻 ; 另一端 与一亚

音速的气流相接壤
.

气体延伸 至无限远
,

均匀流速 U , 平行于固壁
,

液体与气体的 粘性均不

考虑
.

液体还受到一个体积力 g 的作用
,

g 与界面垂直
,

并由液体指向气体
; 模型中 还考虑

了液体的表面张力 T
。

设未扰界面在 才= O 时受到一个正弦形的扰动
,

波幅为
“,

波数为留
,

ak
尹
= 。虽然 小但为

有限值 , 并假定扰动运动是二元
、

无旋的
.

分别以 k,
一 ’

及(g k’)
一

告作为长度与时间的特征尺度

来无量纲化
,

于是液体与气体的速度位分别是
:

砂
·

k,
一

髻
·

诚 x
,

。
,

t)及u ,
·

〔二 + 中(二
,

。
,

, )]
·

澎
一 ‘ ,

其中 切 及巾分别是液体与气体的无量纲扰动速度位
。

二
、

数 学 提 法

显然
,

对一 OO < 戈< co
,
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,
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其中 刀 (
二 ,

约 是受扰界面相对于未扰界面的垂直位移
,

M 是未扰气流的马 赫 数
,

m Z
= 1 一M

Z 。

在固壁处
,

液体的法向速度为零
,

即

切,
(二

,
一h

, t)= o (2
.

3 )

在远离液面处
,

气体的扰动速度为零

巾
,

(
二 ,

oo
, t)= 巾

,
(
二 ,

co
, t)= o (2

.

4 )

在液
一
气交界面 夕= 城二 ,

O 上
,

运动学条件
〔3 ’分别为

刀. + 刀
z 甲二 == 切,

(2
.

5 )

叮二(z + 巾
二

)== 少
,

(2
.

6 )

由于假定了u
,

》 (砂
‘一 ,

)惫 (即气流 速 度》波 速)
,

故 (2
.

6) 式 中 。.

不 出 现
.

动 力 学 条

件“
一 ”’是

1
,

一 刀十 切
。
十 不万气甲

‘

, 、 一

县 1
,

。
,

一
, . 、 , _ _ 、

二一“ ) = 尺勺
二二气1 十形 )

“
一了fn 月X 七一 气仕夕== 刀处 ) 气艺

.

r( )
‘

其中 k== k ,/ 虹
,

砚 = (p g / T户是气体不动时的线性截止波数
, x = p , U 委献/( m p的

, p 是 液

体密度
,

而C , 是压强扰动系数
,

是由于界面上形成了波而 由气体在界面上作用于液体的
,

它

由文献【6 ]给出
, , 一

_ . , 一 丫 、 、

C , 一(2 / , M
“
){L

‘一

导
M

’

(2 ,
·
+ , “+ , ‘)]厂

‘一 ‘

J (2
.

8 )

其中 , 是气体的比热比
.

初始条件是在 t= 0 时
,

刀(%
, o)== 。 e o s “

仇(x
,

0 )二 0 (对行波则不应提初速为零的条件)

今采用文献【7 〕中的导数展开法来解
.

引入下列时 间尺度

T
。
“ t ,

T l = 。t ,

T : == 。Z t

于是

(2
.

9 )

(2
.

10 )
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.
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a
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戈况
了吸、了‘、

甲巾

既然 (2
.

1)
,

(2
.

3 ) 及 (2
.

4 ) 是线性的
,

故每一甲
,

均应满足 (2
.

1) 及 (2
.

3 ) ; 而 每 一

巾
。

均应满足 (2
.

4)
。

把上述展开式代入其余的方程
,

并令
￡ 的同幂次项前的系数相等

:
可得关于

e 的 一至三

阶方程组
.

巴
阶

:
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(在g == 0处 ) ( 2
.

2 9 )

当 T
。= T : = T : 二O 时有

,

价一 。与

舞一会
一

舞
(仅用于驻波 ,

( 2

为便于与 N ay fe h 的推导逐一作比较
,

本文尽量采用相同的符号
,

顺序甚至编号
.

仅列出到 目前为止
,

与 N a yf e h 一文的不同之处
:

.

3 0 )

这里

i
、

N a yfe h 将 ( 2
.

2 9 ) 式的 最 后一项
“

(m kx ( 2 一 , )/ 6 ) M
4

(日中 l

/ a二) 昌
”

遗漏了 (它来自

(2
.

8) 式C , 的三阶项) , 而既然一律准确到三阶
,

该三阶项就没有理由略去
.

这一 遗漏
,

至少会通过 几 (本文 (3
.

5的 式, N a y fe h ( A l幻 式 ) 影响夕 (驻波振幅对频率 的 二 阶修

正 ) 的值 , 通过 九 (本文 (3
.

2 6) 式
, N a

对eh ( A 6) 式 ) 影 响尸 (行波振幅对频 率的二阶

修正 ) 的值 以及 a (对截止波数的二阶修正 ) 的值
。

2
、

一般说
,

行波的初速度不可能处处为零 ;

3
、

本文按惯例
、

规定速度位的梯度等于速度 ( 当然也可以规定速度位梯度的负值等于

速度 ) ,

而 N a yfe h 文中并未明确交待他的定义
.

本文中 (2
.

5) ~ ( 2
.

7 ) 与 N ay feh 相 应

的式子在正负号上的差别估计即来源于速度位的不同定义 (但从最后效果看
,

这一符号上的

差别并不影 响结果 )
.

在下一节中
,

将分为远离截止波数的情况和靠近截止波数的情况来分别讨论
。

以下凡与

N a yfe h 文中讨论重复的部分
,

倘不影响完整性
,

为节省篇幅起见
,

一概从简甚或 省 去
,

而

只保留为说明不同点所必需的那部分推导
.

三
、

求 解 并 讨 论

(一 ) 远离线性截止波数 k
口

的情况

1
、

对行波的解

其一阶解为
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其中 0 = x + 拼:T 。+ 口(T : , T : )
,

刀( 0
,

0 ) = 0

“二== C ; ‘
·

n (n 几
2
一 n k x 一 i )

,

C
, = e o th o h

倘取刀为常数
,

即得线性解 , 当 川 > 。
,

扰动是线性稳定的
,

川 = O 的波数称为线性截止波数k
。

(相应于中性稳定 )
,

k
。

== [万士 ( x , + 4户] / 2

由于波数只能是正数
,

上式只有取正号才有意义
。

拼受< O 则线性不稳定
,

使

( 3
.

5 )

倘体积力改为 由气体指向液体
,

( 3
.

5 ) 式变为k。 = 〔x 士 (丫一 4 )蚤〕/ 2
,

因而存在两个截止

波数
.

只有当扰动波数位于此两截止波数之外时
,

扰动才是稳定的; 反 之
,

则 不 稳 定
·

当

x < 2时
,

则对所有扰动波数都稳定
,

此即经典的 K e lyi n 一H e lm hol tz 问题
·

与上述一阶解对应的二阶方程为
,
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”

2 :
+

音)
p

3
一

(
2。 一

清)
“2么+

(洽
一

笔)一奋
一 M

‘

黔
‘, 一

省
p
‘
一“,
[
‘

2 :
“一c !C

Z

, +

今
一

夸]
+

岑
P. 一

业丝I糕
里

~
一

弩
-

夕一

袭

(3
.

2 1)

(3
.

2 2)

(3
.

2 3 )

(3
.

2 4 )

(3
.

2 5)

(3
.

2 6 )

(3
.

2 7 )

“
N SPT

”

代表不产生永年项的那些项
.

上述三阶方程的特解中含有永年项
,

它在 T
。

, co 时

使仇/ 刀
,

无界
.

为了确定消除这些永年项所必须满足的条件
,

今假定与这些在三阶 方 程 中可

能产生永年项的项相对应 的特解为

刀s
= 0

。
:
一

「命
一

(
。

;
+

器)
+

命
。

}
一

’·’一‘” “+ ”一”
5 ‘·“

。
:

一
E

吵
(犷妙)5 1。 0

S ln n 月

它满足 (2
.

3 )
、

(2
.

4 ) 及 (3
.

1 7 )
.

将它代入 (3
.

1 5 ) 一 (3
.

2 0 )
,

得

E 二P: + 刀
‘, m D + 3P

;

/ (sm ) + 5口/ (3 2 fn
2

)= P
3

.

。 。 kx /
_ ,

3q 、
_ _
。

. _

n
_ _ _ ‘ . 。 _ .

_

。 。
一 拼

:
C

;
E 一 若全【

‘

P: +
一

苍盖
-

)一 m k x D = P
‘
+ kx P

。
+ 拼, C

,

刀
,

sm 、‘
几

’

4 m /
’

一“一 ‘ ,

一。 二 。 ·

。 : 一 : , -

从中消去E 及刀
,

得

刀
‘ _ 拼1

一 4C I 〔(C I+ 4C
;
C

:
一 3 )

a : 2
+ 3C ; 一 ZC ;C

: 〕一
3 k

么

1 6C I拼,

十

茫缸 象
+

扁
一九一
剑 (3

.

2 8 )
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于是准确到二阶的解为
:

刀== 。 e o s o+ 。Za : 2
(
e o s 20一 eo so

:

)+ O (
。3
)

,

一
。声in 。迎寥魏衣互

, + 一
[(

(卜 C ; ), +

(合
。 2 2 0 2 5 ‘·“

2

一。1“2 2 5 ‘n Z。

)嗯黯
且」

+ o (一)

100 5

(3
.

2 9 )

(3
.

3 0 )

巾一‘m 一 ‘
·

e 一 “’ · , ‘n “+ 。’

〔(
M

4
(下+ 1 )
sm s

。+

粤、
5 1。 : o一

粤
s in o :

1
。

一
, + o (

。,
)

“‘ / I,’ J

了........1‘了、召.|

其中 0 = 二 + (拼
1 + e Z

刀
,
)*+ O (

e 3

)

0 : = z 二+ 拼: t+ O (。
2

)

只要脚为实数
,

上述解在一个很广的波数范围内是有效的
,

但当

线性截止波数附近该解失效
,

对此情况将在三
、

(二) 节中讨论
。

(3
.

3 1)

(3
.

3 2 )

(3
.

3 3 )

拼: , 0时刀
,

, oo
,

即在

上述解表明
:

初始的谐波扰动 以两个波速传播
,

其一 与振幅的大小有关
,

另一则无关
.

2
、

对驻波的解

满足 (2
.

1 6 ) ~ (2
.

2 0 ) 的一阶驻波解为

、,声
口
、、.户、.夕
.、.尸矛

J任户06t‘njCO八O八O
.

⋯
,口OJO口八O

了.、
矛‘.‘、、了夕‘.、

{刀
‘二 “0 5 “

’

c.o
s ‘

}甲
‘== 一 拼‘

’

“‘n a
’

“0 5 劣
’

“0 5 “ Ly 一 “’/ “’“ n “

L

巾 1 == 川
一 ‘

·

e 一 价梦
·

e o sa
·

sin 劣

其中 a == “: T 。+ 雪(T
: ,

T Z
)

,

占(0
,

o )= 0

于是二阶方程组 (2
.

2 1) ~ (2
.

2 4) 变为
:

一

望豁
‘, (1 +

。。 5 2 a )
·

(
5 1· ZX )

一
,

v
Z * 2
一。

一
二一 i

一毕一
2二一 in Za (在。一。处)

(3
.

3 9 )

冲咭
一

T
二口一J幻一�‘一�d

,

日2
巾

, .

口2
必

。

m 一刃与毕十
~ 育一 , ,

o x
一 口夕

-
( 3

.

3 8 )

一一
戳场
东代

月
一�d一月一一

,

(
粉
工
T
‘0一

�
d

口刀Z a巾
:

口% 口y 夸(
m +

孟)‘
S ‘n ZX’“+ 一

5 Za
’ (在 g == 0处) ( 3

.

4 0 )

_ _ , 口切: : z 口2刀:

一
‘
12 下窗万一

伟 百又2 一 m kX
镇U 人
口中 : 一 C 1 0 1

潞
(
一

)
一

+

普
(卜 C : ,

+

借
一 ( 3 + C ,

. 『

r l
, , , _ .

。
, 、

) “0 5 艺a 十气万 L拌1 Ll十 七 i ) 一 艺 m 尺X J

+
一

咒甄
。: ( 3一 C :卜 2m 、〕}

e o s Zx (在g = 0处 ) ( 3
.

4 1 )

初始条件是 T 。= T
:
= T

:
= o 时

, 粉: = 0,
口刀:

口T o

口刀1

十 aT ( 3
.

4 2 )

为了使驻波的两阶解中不含永年项
,

应有a到aT
,
= o

,

即 占= 红T
Z

)
.

于是满 足 ( 3
.

3 8)

~ (3
.

42 ) 的二阶解为
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。:
一

[音
一

2

(一 Za

一
。ZT

。

)+ 一 (,

一
。Z

T
。

,」
。。5 2 /

(3
.

4 3 )

切2
=

-
一 (卜 C : )T

。
+

一

备(C‘+ 3 )
s‘n Za + 「f

-

旦丝

L\ 4
+

一
二
资
艺 )

。2一‘n 拼
Z
T

。

川一8

一

啥
5 ‘n Za

}‘
。。 5 2劣’e o sh Z(g + h)

sin h Zh
(3

.

4 4 )

。2 一

[
一

望添业
(1 +

。。5 2·)。+

斋一
2·+

一

青
·

爹)一
。Z T

。

〕‘
S‘·ZX , 一

’“’

(3
.

4 5 )

其中

一

众(一
+ 卫

“2 。
一

「2 (1 + C雯)。全卡
i

篇
一k x

(
4 + M

4

(? + 1 )
m 2

一

)〕/
8C

2”’

d : 。= a : 。+ M
4

(, + i )/ 3 2m
3 + (m + m 一 ‘

)/ s

将一阶解 (3
.

3 4 ) ~ (3
.

3 6 ) 及二阶解 (3
.

4 3 ) 一 (3
.

4 5 ) 代 入 (2
.

2 6 ) ~ (2
.

2。)

三阶方程组

(3
.

4 6 )

(3
.

4 7 )

右端得

V
Z切s

= 0

。

口2
中

。
.

口2
巾

,

m
“

不马
竺

十
-

一
竺

0 % 一 0 9
-

== (P
, + Q夕)

e 一 3“‘
·

(
e o s a )

·

sin x + NS PT

(3
.

4 8a )

(3
.

4 8 b )

口刀s
a甲

s

日T
o a夕

日刀3 日少 3

口劣 口g

= (P
Z
+ 占‘)

·

(
s in a )

·

e o s二 + N S PT (3
.

4 9 )

= P
。

·

(
e o sa )

·

e o s、 + N SPT (3
.

5 0)

一 珑 + 姜井禅 一 护
口1 0

口甲s 护仇
_ _ _

。
_

口少
3 ,

n
. : 。

,
_ _

。 二 , 、 , _ _ _ 、 _ _ _ _ _ . 、 丁。 n 甲
一
万万么

-
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.
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‘
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尸
1
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Z

(
d
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2
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-
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。
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一 一 - 一 一

-

一
-

一一 一
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尸
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.

/
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一
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+
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.
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.
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.
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望‘叶
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恋
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为了使三阶解中不出现永年项
,

要求
:

d右 「 _ ~ 一 ,
,

/ 尸
、

.

0 。 。 、〕 /
_

~

君
‘
=

一

稼
~

一

= I一P
‘
一 拼I

C
,
P

,
+ kx {共告

~

+ 不

共
乏一P

3
一P

。

)I/ Z C
, 拼,

(3
.

5 8 ),
一 d T

:
一 L

‘ 弓 尸 , 一 “ “
”

’

人\ 4 m
‘

1 6 m z 一 J 一 。
/ 」/ “ 一 ‘尸 ,

于是准确到 二阶解的界面位移

冲= 。
·

[ e o s
(拼

; + 。么互
‘

)t〕
e o s 二+ e Z

{a : :

[ e o s Z(拼
; + 。2雪‘)*一

e o s拼Zt ] / 2

+ a Z 。

(i一
e o s拼2*)}

e o s z二 + O (
。3
) (3

.

5 9 )

倘 拼;

为实数
,

(3
.

5 9) 式代表一个具有两个频率的驻波
,

一个频率为 “;
+ 砂夕

,

它 与 振幅有

关 ; 另一为 腕
,

它与振幅无关
.

但当 内 , O 时 夕, co
,

这种情况将在三
、

(二) 节 中 专门讨

论
。

当 拼 :
为虚数时

,

(3
.

5 9) 代表一个振幅随时间增长的波 , 且随着时间的流逝
,

二 阶 项

很快就变得比一阶项更大
,

从而使这种展开失效
.

(二 ) 在寿
。

附近的展开

设 k == k
。
+ 。Za , a == O (1 )

并只考虑到随T 。及T :的变化
.

这时
,

(2
.

1 6) ~ (2
.

3 0)

而 (2
.

2 9 ) 右端则多出了两项 。

‘
: k

。
.

夺
+ 。x

孕、
.

\ t, 人 U 人 I

(3
.

6 0 )

大致保持不变
,

只是九变成 了 肠
,

由于 N a yfeh 〔‘’
未考虑在截止波数附

近的行波情况 ; 即使对驻波情况
,

三阶方程中的遗漏项也会影 响到二阶解
,

1
、

对驻波的解

满足 (2
.

1 6) ~ (2
.

2 0 ) 的一阶驻波解为
, ” ,

= ” , ,

(T
,

)
·

c o s %

、

中
;
= m 一 ‘ ·

刀, :
·

(s in 戈)
· e 一饥

沙

其中 刀: :
(0 ) = 1

于是 (2
.

2 1 ) ~ (2
.

2 4 ) 就成了

故需重新推导
。

(3
.

6 1)

(3
.

6 2 )

(3
.

6 3 )

(3
.

6 4 )

。
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中

,

m
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万马

月

十
口戈~

口么少
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M
4

(? + 1)
2 m 2

冲受
,

·

e 一 ““犷
·

5 in Z二 ,

V
“中2 = 0 (3

.

6 5 )

_ 鱼
;

_

=

口y
一丫

1 1
·

e o s劣 (在梦= 0处) (3
.

6 6 )

1 + 协
2

豆而一 刀

.

s in Zx (在夕= 0处 ) (3
.
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人口一g代一a口一.
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a切2
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.

石而户一

u J O
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铃 一 m 左
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2
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1
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一
。 L , 、

玄m
尺o

’

x
’

珍i “ “0 5 艺x 、位夕=
U
咫少 (3

.

6 8 )

满足 (3
.

6 5) 一 (3
.

6 8) 及初始条件 (2
.

2 5) 的二阶解为

「 叮
2
= a Z :

(冲受
; 一 e o s拼ZT

。

)
e o s Z二

、性.
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‘
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,

(
。。S /
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啥
(
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。
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‘

器
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众
屯

」
·

一
in Z! 一

众
红

一
(
S in ZX )一
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(3
.

6 9 )

(3
.

7 0 )

为满足 (2
.

2 5) 中的初速度条件
, 要求

杂{
: 、一。一 , :

,

(。)一。

(3

(3
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而 a 2 2 ,
d

Z :

则应按 壳= k
。

(即拼: == 0 ) 代入估值
.

将一阶解 (3
.

6 1 ) 一 (3
.

6 3 ) 及二阶解 若3

修正后的 (2
.

2 9) 中
,

得三阶方程组
:

。

口
2
巾

。 .

口2
中

。

m
z

几派扩+ 二三于犷= (P : + g y )
·

刀全’

一 a丫
’

口犷 ~
‘ 1 口

一
布 1

6 9 ) ~ (3
.

7 1 ) 代入 (2
.

2 6 ) ~ (2
.

2 8 ) 及

·

e 一 “仍 ,
·

sin 劣 + NS PT

V
“切s

= 0

== 0 + N SPT (在y = 0处 )

= P
。

·

刀3 , :
,

sin 戈 + NS PT (在 g = 0处)

(3
.

7 3 a )

(3
.

7 3 b )

(3
.

7 4)

(3
.

7 5 )

丛即丛即一一鲡�aT0ans一叙

口甲3

一 刀
。
+ 云乐

U 1

一 k
2 甘

,
J

‘ 声 、

口2 刀a
口少

。

口% 2
一 m 寿

。x
等

二

U 汤

F/ 3
, , . ,

.

\
:

。
= L火万

“ : 十 “o
X p “

/”i ‘一七 ‘
’

刀三

+ a ‘x 一 Zk·

,。
1 1

〕
c o s二+ N S p T

(在 g = 0处)

其中 P
;

~ P
。

应按拼: = 0 代入估值
。

(3
.

7 3) ~ (3
,

7 6) 的特解中包含永年项
,

它使 叭 /仇 , co
,

为了消除永年项
,

应有

C刃犷: + (Zk。一 x )a 刀: :
一厂粉

3 , : = o

(3
.

7 6 )

当 T
。

, co 时
,

其中 竺 k
: : t. _ _

/
‘ . ‘

P
: q 、

‘

二 “cx 、践牛 纯一几而 一 i而
恋/

’

( 3
.

7 7 )

( 3
.

7 8 )

由 刀: : (0 ) = 1 及 ‘ ,
( 0 ) = 0 (参 ( 3

.

6 4 ) 及 ( 3
.

7 2 ) )
,

对 ( 3
.

7 7 ) 积分一次可得

其中

川孟= r (叮夏:一 i ) (刀孟
, 一户) / ( ZC ;

)

厂= Za (Zk
。
一 x ) /厂一 i

( 3
.

7 9 )

( 3
.

8 0 )

而 (3
.

7 9) 式的左端只能是个非负的数
.

当厂> o 时
,

如还有 户> 1 成立
,

则因 刀, :

(0 )二 1 ,

故 川 :不能超过 1 (否则 川
;

将成为虚

数) ; 倘户< 1 ,

则 川
;
不 能小于 1 ,

即 。, :
无界

.

于是户== 1 是稳定与否的分界线
,

因而

a = 厂 / (Zk
c
一 x ) ( 3

.

5 1 )

而 k = k
。

+ 扩
·

r / (Zk
。
一 x ) + O (扩)则是准确到二阶的截止波数

·

当厂< o时
,

倘户< 0 ,

则。簇价
; ;

成 1 ; 倘厂> o ,

川
;
只在 1 与厂之间变化

,

因而振幅。: :总

是有界的
。

2
、

对行波的解

满足 ( 2
.

1 6 ) ~ ( 2
.

2 0 ) 的一阶解为

{ ”
1
一叭

1
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)

’
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’
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·
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( 3
.

8 2 )

( 3
.

8 3 )
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.

8 4 )

其中 0。= 二+ 刀(T
:

)
.

由初位移条件 (2
.

2的
,

要求

刀: ,

( 0 ) = 1及 刀( 0 ) = 0

于是 ( 2
.

2 1 ) ~ ( 2
.

2 4 ) 成了

V
Z切: = 0
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.
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4
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= 一刀I: e o s o
。
+ 刀, ,

刀
‘sin o

。

(在 , = o处) (3
.

8 7 )

m Z
+ 1

2 m

·

刀2 : ;
·

s in 2 0
。

(在夕= o处 ) (3
.

8 5 )
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一

叙

一 珑+ 黔
一“,

鲁
一’“

·x a屯 = _

a义
m k

c x
·

刀2 : :
·

e o s 2 0
。

(在夕= 0处 ) (3
.

89 )

满足 (2
.

2 5 ) 及 (3
.

86 ) ~ (3
.

8 9 ) 的二阶解为

刀2 == a 2 2

(, 2 : : e o s 2 0。一 e o s 0
2

)
。

,

= 。 , , ,

(C 。。o
。

)些班鬓李且一
。

, ,

口
,
(s ; n o

。

)

丫 2
一

’
, ’宜、”“‘ “ 。/ s in h h

’
, 1 1尸 、“ ~

““ /
sb( 对“) + 呵

二

S l n n 佗 艺
(
sin o :

)
-

(3
.

9 0 )
e o shZ(夕+ h)

sin h Zh

。: 一 。
么; ,

「竺生黑业
。+

一

李1
。

一
,

.

, in Z。
。
-

L O “‘ ,, ‘ J

a Z
红 e 一 2“ ,

·

s in s

(3
.

9 1 )

(3
.

9 2)

其中
a Z :

及 d : :

应按 k= k
。

(即 拼, == 0 ) 代入估值
.

将 (3
.

8 2 ) ~ (3
.

8 4) 及 (3
.

9 0 ) ~ (3
.

9 2 )

中
,

得三阶方程组
:

V
Z甲s

== 0

代入 (2
.

2 6 )~ (2
.

2 5 )及修正后的 (2
.

2 9 )

。

a Z
少

, .

m
“ - 人

~

犷十
O X

.

口么巾

口夕2

廷== (P
, + g , )刀宝

: e 一 3 , ’
·

5 in o
。
+ N PS T

(3
.

9 3 a
)

(3
.

9 3 b )

== 0 + N S PT (在夕= 0 处 ) (3
.

9 4)

= P
o . 3 , L

·

s in o。+ N S PT (在 夕= o 处) (3
.

9 5 )

恤即呜即一一
ana一0T0机一叙

_ :

a甲3

一 叮 3下 。甲 一佰 ‘

u 1 0

口2刀3

口% 2 一
”
·、

登
一

!
。(x 一 2“

·

)。
1 ! 一c

!。了
!
+ C !。! !

”
, 2

.

/ 3
, , . ,

、
。

1
,

. , _ , 。 , .

。 , , 、 .

0
. 、 , 。。 ,

一 气
。 月 二十 “e X P 。 )刀1 1

Ic o sU o
一 L艺斤1 I P

‘

十刀l ,P “ ) S ln 口。十 州 。 t’ i

\ O / J

(在y == 0处 )

(3
.

9 6 )

其中 Pl ~ P
。

应按 拼,
= O代入估值

。

(3
.

9 3) ~ (3
.

9 6) 的特解中含有永年项
,

为了消除它
,

应有下述方程组成立
:

干
2”f‘

’

刀
‘
+ ”1 !

’

刀“一”

“
C 刃夏; + a (2掩

。
一 x 功

: : 一C 刃 , :方
‘艺
一厂川 ; = o

(3
.

9 7 )

(3
.

9 8 )

由 (3
.

9 7 ) 要求叭
,

·

口
,
= G (3

.

9 9 )

其中 G 为任意常数
.

当 G = 0 ,

得 咐
: 三 O 或 尸二 0

。

其中 暇
:
二 O 的解不满足初位移条件

,

无

意义 ;
尸二O 的解使 (3

.

9 8) 式蜕化为 (3
.

7 7) 式
,

这就是三
、

(二 )
、

1节中讨论过 的 驻 波

情况
.

当 ‘今 。时
,

城
:

与 尸 的依存关系见图 1 ,

这时 冲, ; “

不能通过零点
.

将 (3
.

9 9 ) 代入 (3
.

9 8 )
,

得

C
: 刀犷

,
+ (Zk

。
一x )a 刀

: : 一
C

,

G
“ 。

,

一 _ _ ‘

序一一 I 刀f
7] 1 1

(3
.

] 0 0)

倘再规定 川
,

(0 ) = O ,
贝11对 (3

.

1 0 0 ) 积分一次
,

得
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。; : +
~

邀导也(。:
:一 1 )一

梁
(, , : 2 + : )(, ; : 2 一 1)+ 。

2

(六
一 1
、
一。

灿 1 ‘粉 1 、 , 1 1 1 ,

(3
.

1 0 1 )

经过整理
,

可得
。: :

·

。:卜会城
:一 1 )巨

一

钟
+

产
’

一罕1 )如
一

钟
l

~

获丁一一豆乙石
「、1

一
‘ 1 1 一

一
、 .

于‘ 一 - 刃 l

V I / J

令 一子哗件
最后得

刀二
、

·

行卖受
一

梁
(: :

、
一 1 )「

: :
; 一
粤(。+

抒拜牙)1「
。: : 一
令。一订喃

、

)1
白 . I L ‘ 曰

“
J

(当厂< 0 )

厂
. _ 、 , , 、 , , 、 , 、

二 。、 _ 、

一

云
(“呈

:一 ‘)(“孟
【
一 a

)(“孟
: 一 C

) (当r > “)

(3
.

1 0 2 )

(3
.

1 0 3 )2111一

刀
.

‘.�

2
‘二

刀

.

1 0 4 )
.

1 0 5 )

八JOJ
J

‘、
�

‘、其中 。
(厂

, 2
) = (户+ 双户

2
一 : 2

)/ 2

。
(户

, :
) = (户一斌厂

2
一矛)/ 2

以下分别讨论厂< 0 及 r > O 的情况
.

r < 0 的情况

当户< o 时
,

(3
.

1 0 2) 右端 的 (厂一斌户
‘
+ 二 “) / 2 < 0

,

(厂+ 斌户
“+ : “

)/ 2 > 。
,

故 暇
; 只

有在 1 与非负的 数 (户+ 斌户
“
+ 矛 ) / 2之间变化时

, 刀1 : ·

心
:
才不致于是虚数

,

即 刀: ;

有界
.

当

户> 0 时
,

(护一斌户干牙)/ 2 ( 0 ,

(厂+ 双户不牙王) / 2> 0
,

川 : 只在 1与正数 (厂+ “户耳牙
玉) / 2

间变化
, 叮, :

仍有界
.

简言之
,

对厂< 0 的情况
, 刀: :

总是有界的
。

厂> 0 的情况

A
.

倘若 }户l(
: ,

则 幼至
,
一 a

) 与 (。受
:

·

(刀孟
:
一 c

)》 0 ,

即只有 斌
,

》 1时
, 刀: :

·

叮r
,

才不致于是虚数
。

换言之
, 刀, : 无 界 (见

图 2 中 的 1区 )
.

一 c
) 为共辘复数 (见 ( 3

.

1 0 3 ) 式 )
,

故 幼孟
:
一 a

)

- - ~
,

-
一

.

一一
响 一

一一一
区

口 〔
c

_

O

-
~

- -

一
一 ~

{卫
无界 厂<

图

厂二 一 艺

图 2
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B
.

倘户< 0而又有 }护 }>
二 时 (见图 2 中的 2 区 )

,

因双户
’
一矛( }户}

,

故 。 是 非正的数
,

c 是负数
,

因而(叭
: 一a) 及(叭

: 一c) 均是正数
.

同理
,

斌
:
> 1 ,

即叮: ; 无界
·

c
.

对厂>
: > 0 的情况 (见图 2 中的 3

、

4
、

5 区)

我们先考察
。 , 。 相对于 1 的位置如何随户及

:
而变化

.

不难证明
,

在 户> z > o时
, 。 是

户的递增函数
, 。 是厂的递减函数 ; 而

。= 1 或 。= 1 又只能发生在户= 1 + : 2

/ 4 的抛物线上
.

考

虑到斌户玉二牙只应取正值
,

故在抛物线户= 1 十 : 2

/ 4上
,

当 二
《 2 时

,

双砰二分= 1一二 2

/ 4
, 而

当 z
> 2时

,

斌户
’一砂== :

V 4 一 1
.

于是图 2 中从点 (0
,

l) 到点 (2
,

2) 的这段抛物线上有
。=

1及 c < 1 成立 ; 而在 (2
,

2 ) 到 (co
,

oo ) 的这段抛物线上则有
a > O 及 c = 1 成立

.

再把图 2 中户一
: 平面 内剩余的部分细分如下

:

抛物线以上的区域称为 3 区
,

抛物线与直

线 户= 之 之间的区域
,

对 : > 2 的那部分称为 4 区 ; 对 二< 2 的那部分称为 5 区
,

然 后逐个讨

论
。

(a ) 考虑到
。 及 。 的单调性

,

只要厂》 1 + 矛/4 (图 2 中 3 区)
,

就有
a
> 1 及 c

《 1 成立
.

按 (3
.

1 0 5 ) 式
,

遂有
c
《刀全

:
《 1 ,

即 刀; :
有界

·

(b ) 对图 2 中的 4 区
,

有
a
(户

, :
)(

c
(户声)) i ,

所 以 i( , 更:《
c , 刀; :

有界
.

(
e
) 对图 2 中的 5 区

,

有 i> a
(厂

, z
))

c
(户

, :
)) o ,

所 以 暇
:
> i , 刀: : 无界

.

由图 2 可见
,

户二 1只在
二 = 0 (即刀与兀无关) 时

,

才是稳定与否的分界
,

这正是 在三
、

(二 )
、

1节中讨论过的情况
.

而当
: > o (即刀是T

l

的函数 ) 时
,

作为刀
: :
有界与否的分 界 点 护

的值都将比 1 大
,

即使得不稳定的波数范围比
: = 0 情况还要扩大

。

这意味着行波不 稳 定的

波数范围不可能比驻波小
,

即行波型扰动更危险些 (
“

危险
”

的含义是具有较大的发生不稳

定的波数范围)
.

在完成本文的过程中
,

始终得到徐复同志的热情鼓励与帮助
,

并与戴世强
、

李家春同志

作过富有启发性的讨论
,

谨致诚挚的谢意
.
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N o n lin ea r Ke lv in
一

H e lm ho lt z In sta bility

Che n L e 一sh a n

(I n s t itu t e o f M
e c ha , i e s ,

月e a d e m ‘a S fo fe a ,

Be fjf
n 夕)

Abstr部t

A n o n 一 lin e a r ana lr s is 15 p r es e n t e d w ith de r iv a tiv e e x p a n sio n m e tho d fo r the in t er fac ia l

s tab ilit了 o f a liq u id film a d ja e e n t t o a s u b s o n ie g a s flo w u n de r th e in flu e n ee o f b o dy fo r e e

and s u r fa ee te n s io n
.

T he no n 一 lin e a r R a yle ig li 一T a ylo r in st a b ility 15 in e lu d e d a s a sp o e ia l e a se
.

T h o g a s a n d liq u id a r e e o n s ide r e d to b e in , ise id
.

T h o u g h N ayfeh (19 ? l) g a v e e o n s id er a tio n

in to this e a s e ,
the re 15 s o m e t五in g o m it te d in his thir d 一o r d e r e q u a t io n (e

.

9
.

p
.

2 13 e
即

re s-

s io n (2
.

29)) a n d in e o n sis te n t w ith his s o lu t io n s (e
.

9
.

th e firs to rd e r s o lu t io n (2
.

3 1) d o e s

n o t s a tis fy 五15 in itia l e o nd itio n s (2
.

2 0))
.

Be sid e s ,

in this p a p e r , o u r so lu t io n n e a r th e e u t-

o ff w a v e n u m be r 15 e x te耐 ed to in e l住d e t五e e a s e o f t r a v e llin g w a v e s and a n ew e o n e lu s io n

15 d r aw n
.


