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摘 要

本文对微分方程组
玄= r(*),

,

奋二 一 a (t)f(劣)g (. )

其中a。)> 0
, r (t)> 0

,

t) t。; f(二)对x > 0正值递减 : 夕印)> 0
,

给出存在正规解
,

有界正规解或

两类无穷区间〔c
,

oo )(c > t0 )上边值问题解的充要条件
.

同时给出若干例子说明结果的条件
.

一 引 言

、J., .

犷
.

E
卜

数|函

本文研究二阶微分方程组

分== r (t)夕; 公= 一 a
(t)f(二 )g (夕)

假定

(i)

(11)

(111

a: [f 。 ,

OO )”(0
,

OO )连续
,

t0是某实数
.

一〔‘。
,

一 , 今‘0
,

一 ,连续
,

J刃
r (‘)d ‘

一
了

:
(0

,

co ), (0
,

co )和 g :
(一 oo

,

co )、 (o
,

oo )均为连续函数
,

j( % )对 戈递减
.

和 g 足够光滑以保证组(E )的初值问题解的唯一性和解对初值的连续相依性
·

组 (E )的解
: (t )= (二(t)

,

g (t))称为正规解
,

若有某常数
c》t。,

使解
:
(才)对t>

c
有定义

,

否

则称 :
(t )为非正规解

。

设 z
(t )是组 (E ) 在 [ c

,

co )上的正规解
,

则对所有的 t> c , “
(矛)> 0 ,

从而公(t)( o , , (t )

不增
.

由假定 (i i) 及城f) > o ,

易证对所有t》 c ,

叭约> o
,

因而城O递增
.

于是
,

极限叭 co )

= li m 抓O存在且有限
,

0《试 oo )< oo
,

极限戏 oo )= h m 城f) 存在
,

0 < 二 (oo )( 00
.

这样
,

‘~ ) 0 0

组 (E ) 的所有正规解可分为下述三种类型
:

A
、

0< v(oo )< oo
, 二(oo )= OO ,

B
、

夕(oo )== 0
, 劣(oo )= co ;

C
、

g (co )== 0
, 二(co )=

e o n st> 0
.

设
:
(矛)是组 (E ) 在〔

c ,

T )上的任一非正规解
,

t0 《c
< T < 00

.

由 于 了、T 一 。时
,

城t)
,
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夕(*)不可能趋向 + co
,

因此
,

或者 ,
(T 一 。) = o , , (T 一 O)=

e o n s t( o ; 或者 ‘(T 一 o )=
e o n s t

> o
,

试T 一。)二一二
.

即 (E ) 的任一非正规解的第二分量班幻都是最终负值的 函数
.

本文研究组 (E ) 的正规解及在半无穷区间【
c ,

co )(
c > 才。)

_

上的极限边值 问题解的存在条

件
。

T al ia fe r r 。 〔“’曾研究由边界层方程导出的二阶微分方程

v “
+ 功(才)夕

一 几= 0 (凡> 0)

的正规解及其渐近性质
.

本文的定理 1 和 3 是〔2 〕中某些结果的推广
.

关于二阶常微分方程在半无穷区间上的边值问题
,

已有许多工作(见〔1 〕及其文 献 )
.

本

文研究两类极限边值 问题
,

给出解存在的充要条件(见定理 2 和 4 )
。

我们需要如下的引理
.

引理 设 : L(t )和 : :

(t)是组 (E ) 于 [ c
,

。)
, t。簇 c

< 。《co
,

上满足 二 :

(
c )= x 么(c )的 两个

解
,

贝IJ二
1

。)一二 :
(t)是 [ c

,

。 )上的单调函数
,

因此g :

(才)一v : (t)常号
.

又若 夕(夕)对 g 不 增
,

贝,J

g ,
(t)一 9 2

。)是 [ c
,

。 )上的单调函数
.

证明 设。
(t )= 二 , (才)一、 :

(t)
.

又不妨设 , :
(

c
)> 夕2

(
c
)(, :

(
e
)< 夕:

(
e
) 的情况证 明类似 )

,

则试f) 在士二
c右方附近为正值

.

下证可均在〔
c ,

。 )上不减
。

若不然
,

则存在一点 b 〔(
c ,

。 )
,

使

u
(t)在 t= b处取极大值

,

且 。(b )= 0
.

另一方面
,

由二 :
(b )> x :

(b )及y : (b )= , 2
(b )

,

得

。(b)= lim (‘(b + h)一 仓(b ))/ h

== lirn r
(b + 人)(, ,

(b+ h)一 , 2
(b+ h))/ h

介- ) 0

= r
(b )

a
(b )夕(夕

:
(b ))(f(x :

(b ))一f(二
;

(b )))> o

此与u
(t)在t= b处取极大值矛盾

.

此矛盾证明众(t)> 0
,

因此 , :

(t )> y Z

(t)
, t〔 [ e ,

。 )
.

又若夕(梦)不增
,

则对任何t〔(
c ,

。 )
,

有

珍
:

(t )一夕
2

(t )=
a
(才)〔f(二

:
(才))g (, :

(才))一f(二
,
(t))夕(夕

:

(t ))〕) o

故 g 、(才)一 g :
(才)在 [ c ,

。 )上递增
。

引理证毕
。

二
、

主 要 结 果

记 R (才)一

{:
。 ·

(
·
)d

·
(‘) ‘。)

,

显然当‘今一时
,

R “,单调趋向无穷
·

定理 1 组 (E ) 存在正规解的充要条件是存在某正数几
,

使

I万
·
“, f‘“R (‘”d ‘< -

(2
.

1 )

证明 必要性
.

设成O是 (E ) 于〔。
,

co )上的正规解
, c

> t。
,

则对t>
。 ,

以 t) > o
,

g( t) > o
,

妙(t)《o
, g (oo )存在有 限且 g (co )《g 。)《 , (

e
)

.

取 才: > e 充 分 大
,

使 当 t> t : 时
,

R 。)>

(x (
c
)/ g (

c
))一 R (

e
)

,

则由

。(‘, 一。(一 , +

{厂
·
(
·
)f(

X
(
·
))。(。(

·
))d

·
(2

.

2)

及当t> f、时

, (,卜
二(

·
) +

J;
·
(。)。(

·
)d

·
、 , (

·
)+ 。(

·
,(R (‘卜 R (

·
, )

《2夕(
c
)R (t )
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得

J
, ) ·

(
·
)f‘2 , (

·
, R ‘

·
, , d

‘( (。(‘, 一。(一 , ,‘m

其中。= m in g (g )
, g (co )( 封( 夕(

c
)

.

取久= 2 , (
c
)即证得 (2

.

1 )式
.

充分性
。

取T 充分大
,

使

M
l了

·
(
·
)f(‘R (

·
))d

·< “ (2
.

3 )

其中 M = m a x g (, )
,
又( , 《 2之

.

作组 (E ) 的解
z
(t)

,

使 二(T )== 久R (T )
, g (T )二 2几

.

下 证

g (t)> 久
, t> T

.

若不然
,

则有几> T
,

使试 tZ )= 几及当T ( t< 札时
,

试t) > 之
.

对T 毛t( t : ,

有

二
“,一(T , +

I;
·
(
·

,。(
·
)d

·

》 x
(T )+ 几(R (t )一 R (T ))= 久R (t)

。(‘
2

卜 2“一

{犷
。(

￡
)f(

X
(
·
))。(, (

·
))d

·

》2“一M
丁了

·
(
·
), (“R (

·
))d

·> 、
(2

.

4 )

由(2
.

4 )所得的矛盾证明z( t) 是正规解
。

定理证毕
.

定理 1 的充分性证 明启发我们提出这样的问题
:

在条件 (2
.

1) 之下
,

是否对任意的 c》 t。
,

a > O
,

组 (E ) 存在满足x( c) = a 的正规解? 此问题的答案是否定的
,

见下例
·

例 1
.

考虑方程组

分= 夕
,

妙= 一 (9
2
+ i )

2
/ 二

2

(2
.

5 )

满足x( 的= 1 ,

试的 = 刀的解
,

刀为任意实数
.

从组(2
.

5 )中第二式得

一 29公/ (夕
2
+ 1 )

2
== 2分/ 二

2

从 0到 t> 0 积分上式
,

得

J
口
笼

g ,
(t)

d u
/ (“+ i )

2 = 2(i一 (二(t))
一 ’

)
.

因此

i 一 (二(才))
一 ‘二 [ (, 2

(t )+ 1 )
一 ‘一 (刀

‘+ 1 )
一 ‘

] / 2 ( 1 / 2 (才) o )

即二(t)< 2
,

夕(t)< 一 1 / 4 (t》0 )
.

故不论 刀> o 如何大
,

总存在 t , > o ,

使 g (t
,
)== 0

.

因此组

(2
.

5 )满足 x (0)= 1的解均为非正规解
.

然而
,

对 r
(t)== 1 , a

(t)== i ,

f(二 )= i / 二
2 ,

易 验证条

件 (2
.

1) 成立
.

因此只要T > 0 , a > O充分大
,

组 (2
.

5) 存在满足城 T )= a 的正规解
.

基于上述考虑
,

我们对抓刃加适当的限制
,

而得到下述关于组 (E ) 的极限 边值 问题的

结果
.

定理 2 设函数 g 佃 )满足条件

! (2
.

6 )

则对任意的c > t0
, a > O和几> 0

,

极限边值问题
:

(E )及

二
(

c
)= a , g (co )= 只

存在解的充要条件是
:

对任何
8 > 0,

(2
.

7 )

{刃
·
(‘,f““+

·
, ’“”d‘< -

(2
.

8 )
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证明 必要性
,

设z( O是问题 (E ) 及 (2
.

7) 的解
.

则由

, (‘卜“+

{了
。(

·)f(二(
·))。(。(

·
, , d

·
“>

·
,

知
,

存在 t l

》
c充分大

,

使t> 才
1

时
,

{丁
·
(
·

, f‘
/
(
·, , g (“(

·
”“

·< ·
/ 2

故 当 t》 , L

时
, 。(, )< “+ 乡

。·

从而

X (‘)、a +

丁全
·
(
·
)。(

·
)d

￡ +

(
“+

音
·

)(
R (‘卜“(‘

:

))

一

(
“+

;
·

)
R (‘卜

a +

{了
·
(
·
)v(

·
)d一 (

“+

合
·

)
R (‘

1

)

< (几+
。
)R (t)

只要, > , 2

> , ; ,

其中才: 使R (‘
2

)> (2 /
·
)[

a +

{全
·
(
·
)y(

·
)d一 (

“+

;
·

)
“(‘

1

)〕
·

记协一
‘·。(。)

,

几( 梦( 几+ 州2 ,

则 (2
.

8) 式可 由下面的不等式得到
:

{刃
·(, ), (

·
(‘))。(。(‘))d ‘> m

{刃
·
(‘)‘((“+

·
, R (‘, , d‘

充分性
.

记 :
(t渭)= (, (t渭)

, , (才刀))为组 (E ) 满足二(
c
渭)二 a , v(

c
声 )== 夕的解

.

令

L = 伊
:
试t

,

脚 < O对某个才)
C
成立

,

或者抓co
,

刀)< 杆及U = {户y( oo
,

刀)> 朴
.

下证L和 U 均

为非空开集
.

L显然非空
.

设刀
; 〔L

,

则由引理知
,

(一 co
,

刀
; 〕c L

.

若有于>
c ,

使y( 矛
,

夕
,
)< 0

,

则 根

据假设 (i ii ) 中解对初值的连续相依性
,

总能找到几> 几
,

使试亡
,

刀
2

)< 0
,

从而 刀
2

〔L
.

又

若刀
,使 , (co

,

刀
;

)= 几
;

< 久
,

则可取6> 0充分小
,

使 几
;
+ 3占镇又并有 ts

) c , 夕(t
。 ,

刀
,

)== 几
;
+ 6

.

由

解对初值 的连续性
,

又存在刀
2

> 刀
1 ,

使梦(t
3 ,

刀
2

)< 之
;
+ 2占

.

又由引理
, v(才

,

几)》夕(t
,

刀
:
)> 几

, ,

t) e ,

因此z
(公

,

刀
:

)是正规解
,

故极限 , (二
,

口
:

)存在且 , (。
,

口
:

)《几
,
+ 2占镇几一 d< 久

,

即刀
2
〔L

.

因此刀
,是L 的 内点

,

这证 明L是开集
。

为证U 非空
,

取口> O充分大
,

使

G (, )> G (“+ 1 )+

{了
·‘·)f〔(“+ ‘, R (

·
, 一 (“+ ‘)R (。 , , d

·

(2
.

9 )

其 中 G (。)一

{:
d ·/ 。(

‘
,

, 。》”
·

因 当 R (‘, > 2‘“+ ‘, R (
·

, 时
,

‘“+ ‘,‘R “, 一R (
·

, , > (“+

1 /幻R 。)
,

故 由 (2
.

8 ) 知 (2
.

。) 式右端有定义
.

下证 g (t
,

刀)> 几+ i , 才》 e .

若不然

才; > e ,

使夕(t
,

刀)> 之+ z , e《 t< t ; ,

而夕(t
‘ ,

刀)= 之+ l
。

当 c ( t《t一时
,

有

/ (‘
,

刀)一 +

{:
, (
·
)。(

· ,

“, d
·> a + (“+ ‘, ‘R “, 一R ‘

·
, ,

从而

G ‘。“
4 ,

“, , 一 G (口卜{犷
。(

·
), (

二
(
· ,

, ))d
·

、 G (刀, 一

{雪
·
(
·
), ((‘+ 1 )(R (

·

卜 R (
·
)))、

·> 。(* + 1 )

因函数G (妇递增
,

故以才‘
,

夕)> 几+ 1 ,

此与 t. 的定义矛盾
.

此矛盾证明叭oo
,

户 > 几+ 1
,

U 非空
.

,

则有

刀〔U
,
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对任意的风〔U
,

由引理知
,

f几
,

co )c U
.

设叭 co
,

月
:
)= 几> 几= 几

:
一 3刀, , > 0

,

取几> 。

充分大
,

使

I刃
·
‘
·

,“‘“+ 。, R ‘
·

, , d
·< G ‘“+ 3 “’一“ “+ 2”’

(2
.

1 0 )

且

R (t
。
)) }(几+ 2刀)R (

c
)一 a !/ 刀

根据假设 (i ii ) 及叭枯
,

几)> 凡
,

可找到风< 刀
。,

刀
: 一风充分小

,

使

夕(才
。 ,

几 )> 几+ 3刀

我们要证当才》枯时
,

g (才
,

风)> 人+ 2刀

若不然
,

令f。二in f{t> 几, v (t
,

刀
‘
)《几+ 2斤}

,

则九> 才。,

当t6 ( t< t。时
, 梦“

,

几 )> 久+ 2冲
,

叭九
,

风)= 久+ 2刀

当坛( 才《九时
,

由 (2
.

1 1) 式得

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

而

(2
.

1 4 )

/ (‘
,

风)一 +

孔
·
(
·
)v (

· ,

; )d
·

》a + (几+ 2刀)(R (才)一R (
c
))

> (几+ 刀)R (才)

又由(2
.

1 0 )
,

(2
.

1 2 )和 (2
.

15 )诸式
,

得

(2
.

1 5 )

G (。(才
。 ,

,
‘

))一G (。(,
。 ,

,
‘
))一

{::
·
(
·
), (、(

· ,

“
4

, , d
·

, G (“+ 3。)一

J之
·
(
·

, f((“+ 。)R (
·
))d

·

> G (几+ 2刀)

与 (2
.

1 4) 式矛盾
.

(2
、

13 )式说明刀
‘任U

,

因此U 是开集
.

这证明集 B 二 {户城 co
,

脚 = 朴 非

空
。

定理得证
。

推论 若g( 妇对 g 》0不增
,

则极限边值 问题
:

组 (E ) 及 (2
.

7) 的 解 存 在唯一的充要

条件是 (2
.

8) 式对任何
e> O成立

。

证明 实际上从引理知
,

若集B = 笼刀
,
贝‘

,

刀)= 几}非空
,

则必为单点集
.

故由定 理 2 直

接得此推论
。

例 2
.

考察二阶方程组

分== v ,

妙= 一 e x p (t一二)/ t (t》1 ) (2
.

1 6 )

这里 r (t)” z ,
R (才) = t一 1 , a

(t) = e ,

/ 才和f(二 )=
e 一二 ,

因此对几= 1及任何。> o ,

(2
.

8 )式成立
·

根据定理 2 后面的推论
,

对任何
c
) 1 , a > o

,

组 (2
.

16 ) 满足以c) = a ,

叭 co )= 1 的解存在

唯一
,

例如
,

满足 : (1 )一 1 , 。(co )一 1 的解是二(, )一 , + ‘0 9 , , 。(‘)一 1 +

:
·

但 因为对
。一。

,

条件 (2
.

5) 不再成立
,

故 (2
.

16 ) 不存在使 O( 叭 二)< 1 的正规解
。

此例说 明
,

在定理 2 中
,

条件 (2
.

8) 对￡二 0成立是不必要的
.

下面我们研究组 (E ) 的有界正规解
.

定理 3 组 (E ) 存在有界正规解的充要条件是

{万
·
“’““’“‘< -

(2
.

1 7 )
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证明 必要性
.

设z( t) 是在〔
。 ,

co )上的有界正规解
,

x( c) = a > 0
, , (c) = 刀> o

,

x( co )=

A
, , (co )“ 0

.

由于对一切 t> c,

。“, 一

J厂
·
(
‘
), (、(

·
))。(。(

·
))、

·

二
“, 一 A 一

I厂
(R (

·
)一R (‘))

·
(
·
), (、 (

·
))。(。(

·
))d

·

及 a
( 二(才)( A

,
0《夕(t)簇刀

,

我们有

A一> 、 (A )
I了

(R “, 一R ‘
·

, ,
·
“, d ‘

(2
.

1 8 )

其中阴== m in g (g )
,

0( g ( 刀
。

从 (2
.

1 8 ) 立即知 (2
.

1 7 ) 成立
。

充分性
.

对任意的 a > O,

风> O,

由条件 (2
.

1 7 ) 可取c》几充分大
,

使

。
。

了(。 ){
” 。

(, )、, < 三刀
。

J O ‘

(2
.

1 9 )

其中M
。== m a x g (g )

, o《 , 《刀
。。 记 :

(才
,

刀)为组 (E ) 满足%(
c ,

刀)=
a 和 , (

e ,

刀)= 刀的解
.

再记

L == {户存在某个t) c ,

使叭t
,

脚 < 0}
,

U = {刀
,
g( co

,

酌> o }
.

用与定理 2 中类似 的方法
,

可

证L 是非空开集
,

且若刀任L
,

则 (一 oo
,

夕〕C L
.

下证 刀
。

〔U
.

实际上对一切 t> c ,

城 t
,

刀
。

)>

刀
。

/ 2
.

若不然
,

设 t l
= in f行> c : 梦。

,

口
。

)( 刀
。
/ 2 }

,

贝lj才
,

>
c , 夕。

: ,

刀
。

)二刀
。

/ z ,

且对
c ( 才< t , ,

刀
。

/ 2( g (t
,

口
。

)簇刀
。.

另一方面
,

当c
( t( 才: 时

, 二 (t
,

刀
。

)) a ,

故

。(‘
! ,

”
。

卜。
。一

{〕
。(

·
), (X (

· ,

”
。

),。(v (
· ,

”
。
, , d

·

夕刀
。
一 , (a )M

。

{〕
·
(
·

, d
·
>
;
“
。

此与t , 的定义矛盾
.

这证 明集U 非空
.

又类似定理 2 的证法
,

可证U 是开集
,

〔刀
,

co )c U
.

于是
,

集B 二 {刀
: , (、

,

口)= o }非空
.

任取刀〔B
,

为简单计
,

记 z
(t)=

z
(l

,

刀)
.

由y (oo )= o及% (t)》a , t) e ,

且若 刀〔U
,

则

得

。“, 一

J了
·
(
·
)“

X
(
·

, )。(。(
·

, )d
·、Mj(

a
,
!了

·
(
·
)d

·,

其中M = m a x g (, )
,

o《v《刀
.

对任意两点t‘和 t“ , t“) t‘》c ,

有

/ (‘
·

卜
劣(‘

,

)一

J:{
·
(
·
)。‘

·
, d

·

、M , (a )
I::

r (
·
)
({了

·
(
·

, d
·

)
d ·

、M了(a )
I厂

(R (
·
)一R (‘

,

, ,
·
‘“, d

·

因此
,

由条件 (2
.

17 ) 及 Cau ch y 收敛原理知
,

极限以 oo )存在且有限
,

即袱约是组 (E ) 的

有界正规解
。

定理证毕
.

下面的例子说明
:

条件 (2
.

17 ) 并不能保证对任何
c》t0

, a
> O

,

组 (E ) 均有满足 x( c)

= a 的有界正规解
。

例 3
.

在二阶方程组

* = 。,

夕= 一
二

警
一

(1 + 。
·

) (
1 + 王、(

,》1 )
备 \

,内 /

(2
.

1 9 )
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中
,

对应的
r
(才)= i ,

R (才)= 才一 1
, a

(才)= 8八
3 ,

因此条件 (2
.

1 7 ) 成立
.

由定理 3 ,

对 充 分

大的
c > 1 ,

组 (2
.

19 ) 存在于〔
c ,

oo )上的有界正规解
.

但取
c = 1 ,

对任何的
a > o ,

组 (2
.

1的

满足 “(1) = a 的解
,

均为非正规解
.

实际上
,

设 袱t) 是这样一个解
,

在 (2
.

19 ) 的第二式两

端同除以一 (1 + 犷)
,

再从 1 到才> 1积分
,

得

、 (, (, )

二2 !
, , (‘)斋

一

犷手(l+
二

自)ds>
‘

(
‘一

带)

因此 t< 2 / 斌 4 一 二 ,

即袱t) 是非正规解
.

这证明组 (2
.

19 ) 不存在满足以l) “ a 的有界正

规解
。

考虑到例

适当的限制
。

定理 4

3 中的情形
,

我们在下面的关于组 (E ) 的极限边值问题的结果中
,

对 抓 , )加

设函数夕(川满足条件 (2
.

6 )
,

则对任何
c》t0

, a > 0
,

极限边值问题
:

(E )及

二(
c
)= a , g (co )== 0 , 二(co )==

e o n st > 0 (2
.

2 0 )

存在解的充要条件是 (2
.

1 7) 式成立
。

证 明 由于问题 (E ) 及 (2
.

2 0) 的解是一个有界正规解
,

故必要 性 由 定 理 3 直 接得

到
.

而对充分性
,

只要证明集U = {户叭 co
,

酌 > 0 }非空就够了
,

这里城了
,

句 定义如定理 3 之

中
·

取、 分 大
,

使
G(g

)>印卜 , (a )
f

·

间山
,

用定理 3 充 分性证明中的方法
,

可证

叭才
,

脚 > 1 , 才> c .

因此刀〔U
,

U 非空
.

证明的其他部分完全与定理 3 的 证明类似
,

故从略
.

推论 若 函数以刃对y》O不增
,

则极限边值问题
:

组 (E ) 及 (2
.

2 0) 的 解存在唯一的

充要条件是 (2
.

1 7 ) 式成立
.
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夕= 一 a (t)f(二)g (. )
,

w he r e a (才)> 0
, r (t)> 0 fo r t) t。

,

f(幻> 0
, a n d 15 d ee r ea sin g fo r 、> 0

,

g (夕)> 0
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