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摘 要

本文之( 1 )〔
。,

是关于最小多项式矩阵的理论 ; 其 (I ) 是关于这一理论在线性多变量系统中的

应用
。

在本部分的第一节中
,

我们利用( 1 )中的理论
、

详细地讨论线性多变量系统输入问题的 一 些

结果
.

在第二节中
,

利用对偶性
,

我们给出行 n
.

p
.

m
.

及行生成组等概念
,

并讨论线性多变量系

统输出问题的某些结果
.

在第三节中
.

我们讨论化状态空间型为多项式矩阵型的方法
.

在 第 四节

中
,

我们讨论这一问题的反问题
,

即化多项式矩阵型为状态空间型的问题
。

为说明这些理 论 和方

法
,

我们给出一些有趣的例子
。

一
、

关于线性多变量系统输入部分的讨论

一般说来
,

研究常系数线性常微分方程所描述 的系统有两种方式
:

状态空 间型和多项 式

矩阵型
.

寻求这两者之间的系统等价和严格系统等价 关系是有益的
,

并形成线性多变量系统

的基本问题
.

这方面已经有了某些工作
,

例如 [5
,

6]
.

问题的中心是这种关系能否保证这两

种方式有相同的传递函数矩阵
,

从而确保有相同的输入—
输出特征

,

或乃至 严 格 系 统等

价
.

在研究线性多变量系统中
,

这两者之间的固有关系是有用的
.

让我们考虑线性控制系统

分== A 劣 + B u
(1

.

1 )

其中A 〔C
” ‘ ” ,

B 〔C
”

” ; 戈 , u 分别是 n ,
m 维向量

.

如果我们取矩阵F 〔C
” ‘ .

为 C
”

的 生 成

组
,

即<A }R (F )>= C
” ,

多项式矩阵P (幻是A在 F 的 n
.

p
.

m
. ,

则对任意 B 〔C
”

“
,

均存在

多项式矩阵U 以)〔C [几〕
, ‘“ ,

使得 (见 (I ) )

( i ) B == F U (a )
,

( 2 ) U (幻的第 i行各元的次数不超过 a
一 1

。

其中 a ‘是 尸(幻的 (i
,

i) 元的次数
。

以下将称U (幻是B 对应尸(幻用F 表示的矩阵
.

显然
,

对给定的A
,

F 和B
,

U (幻 依赖于

A 在F 的 n
.

p
.

m
.

的选择
;
但如果 尸(幻 已给定

,

满足条 件 ( 1 ) 和 ( 2 ) 的 U (幻 是唯一

的
。

斧 朱照宣推荐
。

本文的主要结果
,

曾在系统与控制会议 (198 4年 5 月
,

北京) 上报告过
,
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定理 1
.

1 设A 〔C
” “ ” ,

F 〔C
” ” , ,

<月 }R (F ))= C
” ,

尸(幻 是 A 在 F 的 n
.

p
.

m 二 如 果

B 〔C
” “ “ ,

且U (幻是B 对应尸(幻用F 表示的矩阵
,

则存在单模态矩阵 M (幻
,

N (幻及 一适 当

阶数的 多项式矩阵X (幻
,

使得

。(, )(、I
”

一 , ”)
(
N (几) X (幻

I.

” 0

、
尸(几) U (义)

z

(1 2 )

砚n曰�
不上

Z夕.、

一一
、、声
了

证明 为简短起见
,

我们假定
r a n k F 二 s ,

设

T = (人
B = T 芳

A f
;
⋯ A 、一 ’f

I

f
: ⋯ A ‘

一 ‘

f
:
⋯ f

。

⋯ A
“ : 一 ’

f
。

)

二 (f
, A f

,
⋯ Aa

S一 ‘f
,

)且

( 1
.

3 )

( 1
.

4 )

刀沂扩

B , / 刀;梦
‘一 1’

( 1
.

5 )

//了;
通

一一B

\、1
1
!"BB=

/了了.‘、、
、

一一且

B 二 (f
l

= (f
:

⋯ A
“ , 一 ‘

f

⋯ A
“ , 一 ‘

了)B

f
,

⋯ A
a : 一 ’

f
,

) (B : ⋯ B
,

)
,

; + ⋯ + ( f
,

⋯ A 气一 ‘

f
,

)B
,

= f
,

U :
(a ) + ⋯ + f

a

U
,

(a ) == (f :
f

:
⋯ f

,

)U (a )

其中 U ‘
(久) = (。‘,

(又)
。‘2

(几) ⋯ 。‘.
(入) ) ( i = i

,

2
,

⋯
, :

)

u ‘, (几) 二 口;, , + 刀;二, 几+ 一 + 刀;梦
! 一

”又
a , 一 ‘

(j== l
,

2
,

⋯
,

, )

根据 ( 1 ) 中定理 1
.

1 的证明
,

可知

(盯
。
一A B ) ‘生, (久I

。
一卫

0

尸 (之) U (幻

合一八U曰
了
上

/‘‘、
、

晰
、,
r

且

即存在单模态矩阵M (幻
,

N (幻及多项式矩阵X (幻
,

推论 1
.

1 对线性控制系统

必= 刀戈十 B u

如果F 〔C
” ” ‘

具<A IR (F ) >‘ C
” ,

P 口)是A在 F 的 n

是B 对应尸(幻用F 表示的矩阵
,

则多项式矩阵型系统

P (
s
)

: = U (
s
)
“

和 系统 ( 1
.

1) 有相同的系统极点和输入解藕零点
.

如果取状态
义 作为输出

,

即

必= A % + B “ , , = 况

则传递函数矩阵是 (盯
。

一 A )
一‘B ,

系统矩阵是

使得 (1
.

2) 式成立
.

甲甲

。

p
.

tn

( 1
.

1 )

B , F U (a )
,

其中 U (幻 同上
,

( 1
.

6 )

甲甲

(
又I

,

一A B

一 1
.

0

在定理 1
.

1 的条件下
,

可有

(弋
(“,

:
,

) (
几I

,

一 A
}

B

一 I , 0
)心

‘, X (幻

I .

I一
,

一N :
(几)

0

尸(几)

一 N :
(又)

0

U (几)

一 X (人)

户

了口....龟、

一一

、、.声
声

其中 N (幻= (N
:
(幻 N : (幻)

.

从而可知 系统矩阵
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I
, _ ,

0

)
口

了r尸...、、、

与
、、.尹
尹元I

。
一A B

一I
。 O

尸(幻

一 N
:

(几)

0

U (几)

一X (几)

是严格系统等价的
,

并有相同的传递函数矩阵

G (汽)= (久I
,

一 A )
一 ‘
B = N

Z

(几)P
一 ‘

(凡)U (几)一 X (几)

这一结果与定理 1
.

1 是一致的
,

因为多项式矩阵X (幻将不影响输入解藕 零 点 和系统极

点
,

且N
:

(幻具左逆多项式矩阵
.

推论 1
.

1 也表明系统的外特征不能单由尸(的和U (幻决定
.

这一点可由下面 的 例 子来说

明
。

, 。1
.

1 设 A一

( :)
,
“一

(: )
,

‘
1
一

( )
,/‘.、

‘

一一八
、产、
尹

则有<A IR (f
;
)>= (A IR (f

:

)>== C
Z ,

A 在 f
,
(i= 1

,

2 ) 的 n
.

p
.

m
.

是以一 r)
2 ,

即 P
;

(几)” p
Z

以 )

= (久一 1 )
“ .

利用上述过程可得

(了
1
“f

l

, 一
(

‘了
2
“f

:
, 一
(

1 1

0 1)
,

b一 A f
! ,

U
l

(“, 一‘

1 1

1 2)
,
“一 f

Z ,

U
Z

(“, 一 ‘

于是 P艾
‘

(几)U
:
(几)铸P丁

‘

(几)U
z

以) (1
.

7 )

一般说来
,

对给定的A
,

如果取不同的矩阵F ‘〔C
” 从 .

(i= 1
,

2) 作为生成 组
,

<A }R (F ; )>

= C
”
== <A !R (F

:

)>
,

则对A 在 F ‘的 n
.

p
.

m
.

P ‘
(几) (‘== l

,

2 )通 常 有 P
,

(几)护凡 以)
.

如 果

U
‘

(几)是B 对应P
‘

(几)用F ‘
表示的矩阵(i= i

,

2 )
,

则常有P r
’

(几)U
;
(几)铸P了’(几)U

Z

(几)
.

如果B 〔C
” “合

具<A IR (B )>= C
” ,

即矩阵B本身是C
”

关于A 的生成组
,

则对任何A 在 B 的

n
.

p
.

m
.

均有 B 用B 表示的矩阵为 U (幻= 1
. 。

在这种情况下
,

定理 1
.

1 可 以变为

‘

、、JZ

口

0
��夕‘N (几)Z‘吸、

、

、、.声产
几I 。一 A

I

B
,
‘吸了、

、、、.了产
n
�

了上

M (几)

(
I
。 _ .

一 C N (几)

I
。 _ , 0 0

0 尸 (幻
1

1.

0 一 CN
Z
(几)

·

0 )
口才矛....、、

妈

、、,.,.奋了了ul.�o

其中N 以) == (N ;
(久) N :

(几) )
。

据此
,

我们可得系统 ( A
,

B
,

C ) 的传递函数矩阵是

C( 盯
。
一 A )

一 ’B = CN
Z

(幻尸
一 ‘

(幻

因此
,

矩阵对 (尸 (幻
,

C N
Z

(幻 )是有理矩阵C (灯
。
一 A )

一 ’
B 的右分解

,

而且这一 右 分 解 有预

期的输入输出维数
.

如果矩阵对 ( C
,

A )完全可观 测
,

则 C (汀
,

一 A )
一 ’

B 的 右 分 解 (尸 (幻
,

CN
:

(幻 )为右既约分解
.

如果 (C
,

A )不是完全可观测的
,

则系统矩阵

/口龟、

和

、

、、,ZIa�0

(
尸(几)

一 CN :
(幻

几I 。
一 A

:

B

一 C
,

0

有相同的输出解藕零点
。

如果 B == B : 不是 C
”

关于A 的生成组
,

则我们 可 以 把 它 扩 充 成 C .

关于 A 的 生成 组
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F 二 (B
,

凡 )
,

矩阵B Z

可以从子空间自N ( B TA
r “ 一 ” ) 中选取

.

既然F = (B
,

B
Z

)是C
”

关于A 的生

成组
,

如果 B
,
〔C

” ‘ ’ 1 ,

B
:
〔C

” ‘ r : ,

利用上述方法
,

我们可以知道两系统矩阵

、、、.....矛了z00Ir0 or100

了里

I
。 _ , 0

O P ,
(几)

O P
:

(几)

o 一 CN
:
(几)

/‘了了.....、、

与
、、,/

几几一A
I

B
;

B Z

一 C 0 0

的BB在A是
、、夕/

血

流
.

凡、了
、了
砚
、

只凡J
了口.、
、

是严格系统等价的
.

其中尸(幻 = p
.

m 二 由此我们又有

口且

�日甘尸,(了
通

1
. _ ,

产叮丝
-

“

一 C

0

P :
(久)

凡 (之)

0 一 C N
Z

(几)
·

0

少

//汀‘夕..|、、

与
、、JZ

B
�o

是两个严格等价的系统矩阵
.

这样从
r Z

< : 我们可以断定所有满足
r a n k 尸

2
(幻< r :

的 之是 系

统 (A
,

B
, C ) 的输入解藕零点

.

二
、

关于线性多变量系统输出部分的讨论

下面
,

将用 (C
”

)
, 表示 n 维复数行向量空间

,

即 (C
”

)
r = {劣 ,

}x r = (雪
: 君

:
⋯ 占

。

)
,

V 占‘〔C
,

i = 1 , 2 ,

⋯
,

衅
.

对给定的矩阵 A 〔口
“ ” ,

利用对偶性
,

我们可 以定义行生成组和A 在对偶

空间 (C
”

)
, 中的向量组G , 上的行最小多项式矩阵

.

首先
,

对给定的A 〔C
” ‘ ” ,

我们引进线性算子。 (C
”

)
, 、 (C

”

) r 且规定

Tc , 垒夕A ( 2
.

1)

其中夕 〔C“
”

是 (C
”

) ,
中的行向量

.

则对任 意切 (幻 〔C〔幻
,

我们可有

切 (
:
)

e , 垒c 尸切(A ) ( 2
.

2 )

类似地
,

对给定的多项式矩 阵 Q (幻〔C〔们
‘
”

,

其元用 尤
‘,

(幻表示
,

矩阵 G
,

= ( g T ⋯ g 二)
,

〔C价
” ” ,

我们有

尤
1 ,

(
:
) g r+ 笼

1 :
(

:
) g 百+ ⋯ + 笼

: 。
(

: )夕票

笼
。:

(动盯 + 尤
* :

(动叮 + ⋯ + 笼
、.

(动呱 )
9 1光

1 ;
(A ) + 夕T尤

: :

( A ) + ⋯ + 夕五尤
: .

( A )

g T尤
。,

(A ) + g 下光
。:

( A ) + ⋯ + g 二尤
、.

(A ) ) ( 2
.

3 )

/‘子才....、、
‘

/省了.龟、、、

一一△一一
TG了Q

定义2
.

1 对给定A 〔C ” ‘ ” ,

G , 〔C“ ” “ ,

非奇异多项式矩阵 Q(幻称为行消失多项式矩阵

系指它满足

Q (
:
)G

全= 0 ( 2
.

4 )

其中Q (约G r 由 (2
.

3) 式定义
.

如果多项式矩阵 R (幻不仅满足 ( 2
.

4 ) 式
,

而且对所有使 (2
.

4) 式成立 的 Q (幻
,

均有

d e g ( d e t R (几) )《d e g (d e t Q (几) )
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则称R (幻为A在G
,

的行最小多项式矩阵
.

如果存在一组非负整数 a l ,

吸
,
⋯

, a
,

使得

1) a l
+ a :

+ ⋯ 十 a
,

= di m (<R
少

(G
,

) }A >)
,

其中 <R
,

(G
,

) }A > = sp a n (g T 一 g fA
” 一 ’ g 百

⋯ 盯A
” 一‘

⋯ 盯 ⋯ 盯A
, 一’

)
.

2) 行向量组 (叮 ⋯ 叮A
口 , 一 ‘

⋯ 歼 ⋯ 叮A 气 一 ‘

)是线性无关组
.

则存在唯一多项式矩阵巾 (几)
,

它具有性质

1) 中(幻的第 j列各元的次数低于 a , ,

2 ) (g 于A
a : g 百A

a ,
⋯ g 百A

a ;

) , = 巾(:
)G

r

则称Q(幻= d ia g (护
:

护
2

⋯ 护
:

)一巾 (幻 是 A 在G , 的行自然多项式矩阵 (简记为行
n

.

p
.

m
.

)
.

显然
,

A 在G , 的行
n

.

p
.

m
.

都是A在G
,

的行最小多项式矩阵 (简记为行 m
.

p
.

m
.

)
.

A 在G , 的行 n
.

p
.

m
.

(或行 m
.

p
.

m
.

) Q(幻具有如下性质
:

l) 如果多项式矩阵 Q
,

(幻使得 Q
,

(动G
,
= O,

则O(幻一定是 Q
l

(幻的右 因子
,

即存在多

项式矩阵H (幻使得Q
;

(幻 = H (幻Q(幻
.

幻 如果Q
,

(幻 和 Q
Z

(幻都是A 在G 少的行 m
.

p
.

m
.

,

则存在单模态矩阵M (幻 使得 Q
l

(幻

= M以)Q
:
(几)

,

即Q
、

(几)
,

Q
:

(之)是行等价 的
。

利用对偶性
,

对任给A 任C
” “ “ ,

G
r
〔C ,

’ ” ,

若 Q(幻是A 在 G
,

的行 n
.

p
.

m
.

,

则对任意

G : 〔C
‘’ ”

具有

门N (G TA
‘一 ‘)卫 门N(G T A ‘一 ‘) (2

.

5 )

则存在唯一的多项式矩阵犷(幻
,

使得

G T= 犷(动G
,

(2
.

6 )

且犷(幻的第 j 列各元的次数不超过 a , 一 1 ,

其中内是Q(}.) 的第 了行对角元的次数
.

则 我们称

F (幻是G T对应Q(幻用G , 表示的矩阵
.

定理 2
.

1 对给定A 〔C
” ‘ “ ,

G
,
〔C “ ‘ ’ ,

设Q(幻是A在 G 全 的行 n
.

p
.

m
.

,

G T〔c ‘“ ” 满足

(2
.

5) 式V (幻〔C仁门“ , 是G T对应Q (幻 用 G
r

表示的矩阵
,

则下列命题等价
·

l) (2
.

5 ) 成为等式
,

即

自N (G fA
‘一 ‘

)= 门N(G
T
A ‘一 ‘

) (2
.

7 )

2) Q(幻与犷(幻是右互质的
,

即存在多项式矩阵X (幻
,

Y (幻使得

X (幻Q(幻 + Y (幻犷(幻 = I。 (2
.

8 )

3 ) r a n k

(
Q(几)

厂(幻 )
一 m ,

V 几任C (2
.

9 )

军军

这个定理对线性多变量系统
,

特别是可观测性问题是有意义的
·

推论 2
.

1 考虑线性系统

分= A % 十B “ , 夕= C
l% (2

.

1 0 )

子空间 T == 门N(C
;
A ‘一 ’)

,

其中A 〔C
” “ ” ,

C
、
〔C , “ ’

贝IJ矩阵C使 系统

分= A % + B u , g = 晓 (2
.

1 1 )

与系统 (2
.

10 ) 有相同可观测性当且仅 当
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1 ) N(C )。 T

2) C = V (
:
)C

, ,

使得厂以)和O(幻是右互质的
,

其中 O (幻 是 A 在 C
,

的行 n
.

p
.

m
.

,

厂(幻是C对应Q(幻用C
l

表示的矩阵
.

7 甲

如果推论2
.

1中
,

T = {o }
,

则我们可以得到使系统完全 可观测的矩阵的集合
·

推论 2
.

2 如果矩阵对 (C
, ,

A ) 是完全可观测的
,

则能使系统 (2
.

n ) 完全可 观 测 的

全体矩阵的集合可以表示为

C = 通C }C = V (r) C
, ,

Q(幻与犷(幻是右互质的 }其中多项式矩阵Q(幻和犷(幻确定如上
。

甲甲

定理 2
.

2 设 A 〔C
” “ “ ,

G
T

( C
S ‘ “

具 门N (G
T
A ‘一 ,

)“ {O}
,

Q“)是A 在 G T 的行
n

.

p
.

m 二
‘一 l

若 C 〔C“
“ ,

犷(幻是C对应Q(幻用G
少

表示的矩阵
,

则存在单模态矩阵M (幻
,

N (幻和 适当阶

数的矩阵Y (幻
,

使得

汀
,

一 A 一 B N (几)/吸‘、
、

、、.2

一C O

O :

Q(几) {

一 犷(之)
‘

: )
\ / 了一

)妈}
”

l 、 0

Z

‘
、、、,产(M (几) 0

“

Y (几) I‘

M
:

(几)B

M
:

(几)B

y (幻

0

Q(几)

0

M
:

(几)B

y (几)

(2
.

1 2 )

一犷(幻
,

卜00

了里
�
了J,...、、、

一一

,
M

l

(之) 、

其中 似 (幻 = ( ,
“

M
Z

(几)
/

甲军

推论 2
.

3 对线性系统

交= A % + B “ , g = C二 ( 2
.

13 )

如果G ,
〔C“

”

具 n N ( G T A ‘一 ’) = 笼O}
,

Q(幻是 A 在 G r 的行 n
.

p
.

m
.

, C = 犷(约G , ,

其中 V (幻

是C对应 Q (幻用G , 表示的矩阵
,

则多项式矩阵型系统

Q (几) z = M
Z

(之)B u , , = V (几) z + Y (几)。

和系统 ( 2
.

1 3) 有相同的系极极点
,

全部零点和解祸零点
.

( 2
.

1 4 )

甲军

推论 2
.

4 符号与条件 同定理 2
.

且C = G T则 ( 2
.

12 ) 式变为

Z了龟、
、
、.户Z

2,B
一

O

之I
,

一 A

一 C

N (几、 0
、

O 厂

)B \ / I一
)丝)晰尸

l 、 O

2.‘、、、刀产

内

凡
z

‘
、

八”

MZ了、、

O 0

Q (几) M : (几) B ( 2
.

1 5 )

一 I { 0

一
件nU�日

宁
里

了‘声才.,吸龟、

一一

系统 ( A
,

B
,

C ) 的传递函数矩阵为

G (几) = C (几I
。

一 A )
一 ‘

B == Q
一 ‘

(之)M
:
(几)B

( O (的
,

M
Z

(幻B) 是有理矩阵G (幻的右分解
.

如果 ( A
,

B ) 是完全可控的
,

则 (Q (幻
,

M
:

(幻B )是右既约分解
.

军军

如果C = C :
不是 (C

“

) , 关于A 的行生成组
,

类似地
,
C

l 、

行生 成 组
,

即 G
T

= (
, 、 ‘

)
,

其中 〔
’

,
〔C

r : ‘ “ ,

C
:
〔C

” 2 ‘ ” ,

\七 2 /

我们也可以扩充其为 (C
”

)
r
关于 A 的

利用类似的方法
,

我们知两系统矩
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{
几I

。
一 A

月 一 8

0

0

0

0

Q
,

(几)

一 I
r ,

0

Q
。

(几)M
Z

(几)B

J!夕l/一 C
-

一 C
:

0

一Ir
:

宁
2

/子.J.J止

!
、‘

与

、、、
.

l
rl

B一0

IC
, 、

是严格系统等价的
·

其中 Q( 元)一(Q
1

(“) Qz( “))是A在梦”
斌)的 ‘于

两系统矩阵

n
.

p
.

m 二 由此可知
,

Q
:

(汽) M
Z

(元)B

尹

矛J奇..吸、、

与
、

l
了一A B

ri
,

几

Z‘.、
,

一C l

I卜
, 0

0 Q
I

(只)

0 一 I
r : )

是严格系统等价的
.

于是从 几< : 可以得出结论
,

所有满足
r a n k Q

:

(幻 < r :

的 几是系统 (A
,

B
,

C )的输出解藕零点
·

三
、

化状态空间型为多项式矩阵型

为了利用A在F 的 n
.

p
.

m
.

和A 在 G , 的行 n
.

p
.

m
.

得到状态空间型 与多项 式矩阵型之

间的等价和严格等价关系
,

我们必须回答下列问题
.

( 1 ) 对给定的矩阵 A
,

是否存在生成组F 和行生成组G
r ,

使得 A在F 的 n
.

p
.

m
.

尸(幻

和 A在G r的行 n
.

p
.

m
.

口(幻 是相同的
,

即尸(幻= 口(幻?

( 2 ) 如果问题( 1 )的回答是肯定的
,

设U (幻
,

犷(幻分别是B 用F
,

C用G r对应尸(幻二

Q (、)表示的矩阵
,

贝!!两 系 统 (A
,

B
,

C ) 与
(

,

U (幻

)
是否等价或严格等价

,

或者

对适当的班(“)
,

系统 (“
,

“
,

C ) 与
(
尸(幻

一 F (几)

尸(幻

一犷(只)

U (几)

W (几) )
是否等价或严格等价 ,

定理 3
.

1 对给定A 〔C
” ‘ ’ ,

尸〔C
, ‘ “

具 <A !R (F )>= C
” ,

若尸(幻 是 A 在 F 的 n
.

p
.

m
。 ,

则存在G , 〔c“
’

具 n N(G
,
A

‘一 ‘

)= {叶且A在 G , 的行 n
.

p
.

m
.

是尸 , (幻
,

证明 设S 以)是P以)的 S m ith 标准形
,

P (几) = M (几)S (几)N (又)
,

S (又)

S
;

(几)= d ia g (劝
,

(几) ⋯ 劝
、

(只))
,

其中劝
‘

(的(泣= 1
,

2
,

⋯
,

的的次数满足

则存在单模态矩阵 M (幻和N (幻
,

一 d la g (I一 5
1

(久) ) 下
劝‘(只)】势‘

十 ,

(几)
,

i= 一
,

2
,

⋯
,

自一 1 夕

使得

(3
.

1 )

乙 d e g 功
‘

(几) == n

如果我们取

易知F
:
= (f

,

九

(F , F
:

)= FM (a)
,

则有

F , = 0 ,
F 声

,

(a) 二 o
- ·

(3
.

2 )

⋯ 人) 是C
”

关于A 的最小生成组
,

向量 f
: ,

八
,

⋯
,

f
、

是对C
.

关于且做循
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环不变子空间分解的生成元
.

设矩阵 T = (T
,
T

:
⋯ T 力

,

T
‘
= (f

‘
A f

‘
⋯ A

’ ! 一 ‘

f
‘

)

其中v ‘= d eg 劝
‘

(幻
.

则我们知道 T 是非奇异矩阵
,

T
一 ’

存在
.

取T
一 ‘

的第 , 1 , , ,
+ v : ,

⋯

, ,
+ ’ 2

+ ⋯ + 娜
一 : , ” 行做为A 的行生成元

,

或
,

试
,
⋯

,

歼
,

令
, g f

、 , g 畜
、 ,

K T
、

G T = } : 鲜一
}

_
’

_
.

}
,

尸 -

’ g犷A
“ ‘一

“

(3
.

3 )

g 百 K f

‘‘了了,.‘......、、

K r T = d ia g (H
,

H
Z
⋯ H

*

)
,

H
‘= (3

.

4 )

X

.’X

其中 只 表示无必要明确写出的元
.

于是可知K 非奇异
,

口T满足 n N(G 百A
‘一 ‘

)二 笼。}
.

由于矩阵K军和 T , 之间有

K TT
, 二 0 (泣笋 j)

于是 ‘A
‘

九= o (‘笋j
,

V t》0)

因为G 畜是 (C
,

) , 关于A 的行生成组
,

则必定存在多项式 厅‘
;

(幻
,

⋯
,

奋‘、(幻
,

v J一 1 ,

使得

g 于A
” ‘
= g T压

‘;

(A ) + ⋯ + g 百在
‘。

(A )

由 (3
.

6) 式易证

g 军反
、, (A )A

‘

f
, = 0 (‘今j

,

V 才》o )

如果依次取 t= 0
,

1
,

2
,

⋯
, , , 一 1 ,

并加以重写则有

g 不压
‘,
(A )T , = 0 (i今j)

既然d e g 厅
‘,
(之)簇

, , 一 1 ,

如果令

瓜 , (幻 = d
。
+ 氏几+ ⋯ + d

, , 一 ,

乃
一 ‘ ,

尹 = (d
。
d

,
⋯ d

, 一

l)

则可将 (3
.

9) 式写成

0 = d , K 万T
, = d

,

万 ,

从而推得 d 少二 0 ,

即瓜 , (幻 = 0 (丫‘今 ]’)

于是 (3
.

7) 式可以写成

g 不(A
“ ,

一‘, ,
(A ))= 0

由此我们有

歼 (A
v

一 厅, , (A ))A
,

f
, = O (V t) O ; j= l

,

2
,

⋯
,

寿)

如果我们记多项式 劝‘(凡) (‘= 1
,

2
,

⋯
,

怠)为

叻‘(几)== 几
v ,

一 a ‘

(几) (见 (3
.

1 ) 式)

d e g a ‘(几)簇
; ‘一 1

.

令 切,
(之) = a ,

(几)一 压
, J
以)则由 (3

.

1 2 ) 式推知有
‘

夕丁甲
, (A )T , == o

仿照 (3
.

9) 推知 (3
.

1 0) 式
,

立即可得

,
。, (只) = 0 (j二 i

,

2
,

⋯
,

k )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

d e g 奋
‘, (几)《

(3
.

7 )

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )
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即 厅, ,
(几)== a , (之)

于是由 (3
.

11 ) 式和这一结论
,

我们有

功‘(
: )g T二 0

或等价地写成

S
:

(
:
)G 百= 0

(i= 1
,

2
,

⋯
,

儿)

由此以及 n N(G 百A
‘一 ’

)= {叶
,

我们可证得5
1

(幻是A 在G 百的行 n
.

p
.

m
. 。

9 13

如果我们令

...,k)
1

,

2

伊一“
一 r (·,

(咨
: )

则有
尸

·

‘
·

, ‘一 尸·‘
·

,“一‘
·

,(粼
一“ ·

(
·

,罗 (
·

,(二
:
)
一 0

即G T是 (C勺
r

关于A 的行生成组
,

且 尸r (幻是A 在G , 的 n
.

p
.

m
. 。

军甲

定理3
.

2 对给定A 〔C
“ ‘ ’ ,

设其循环指数为 k
,

则必存在F 〔C
, ’ “,

G , 〔c 今‘ ” ,

使 得 A

在F 的 n
.

p
.

m
.

和A 在 G , 的行 。
.

p
.

m
.

都等于 S :
(幻

,

又(幻 是一 S m it h 标准形的矩阵
。

证 明 在定理 3
.

1 的证明中
,

分别取F = F
Z ,

G
,
= G 苍

,

立即可证得此结论
。

甲甲

在下面
,

如果尸
,

G r 满足定理 3
.

2 的要求
,

我们将称矩阵对 (F
,

G r ) 是一对偶生成组

的自然对
。

对给定的系统

分, 月% + B u , g = Cx (3
.

1 4 )

其中A 〔C
, ‘ ” ,

B 〔C
“ ‘ “和

、

C 〔C ‘’ ” .

如果我们找到矩阵F 〔C
. ‘ “和G , 〔C“’ ”

形成对偶生成组

的自然对
,

S (幻是A 在 F 的 n
.

p
.

m
.

(显然也是 A 在 G , 的 n
.

p
.

m
.

)
,

U (幻
,
犷(幻 分别是

B 用 F
,

C 用 G
全

表示的矩阵
,

则我们要问是否存在多项式矩阵不 (幻
,

使得系统 (3
.

1 4) 和

系统

(3
.

1 5 )

加

/
了...J.、、、

是等价或严格等价的
,

进而使研(幻 = O 是否为可能 ?

引理3
.

1 对给定的A 〔C
” ’ “

和f〔C
,

具 <A IR (j) > = C
” ,

令T = (f A f

奇异的
,

且f 和 了 “叮 T
一 ‘

可 以形成对偶生成组的 自然对
,

其中 心 = (0 0

g ,

= e百T
一 ‘

是T
一 ‘

的第 n 行
.

如果A 在了的
n

.

p
.

m
.

是

功(幻二护一 a
二 一

声
, ”一

·

一
a挤一a0

⋯ A
” 一 ’

f )则T 是非

⋯ 0 1 ) 〔C“
” ,

、、、.J..声了一 a Z

一 a 3 二
’

一 a 。 一 1

1

al凡�1一一/了J口.‘.、、、

一一
R

、
.几几.,了矛子产

g ,

g T A

g r A
”一 ’

了了fJ宜l妞饱、、

一一
rK

则 K
T
T R = 几或K

r
T = R

一 ‘

证明 首先考虑多项式序列

( 3
.

1 6 )

几切‘“, (之) = 切‘“一 ‘’(几) + a 、一 1

(九= 1
,

2
,

⋯
, 。) ; 明 。少

(几) = 劝(几) ( 3
.

1 7 )
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由于切‘
0 ,
(A )= 0

,

则我们有

A 沪‘” (A )=
a o

l
。
= 。,

(A )

A
Z切‘2 ’(A )=

a ,
A + a 。

I
,

= 。:
(A )

A
”甲‘” (A )= a ” 一 I

A
”一 ‘+ ⋯ + a ,

A + a o
l
。
= 。,

(A )

其中 d e g 。, (之)( j一 i
。

设 K , T R = H 二 (小
, )

,
,

则我们有

粉‘, = g TA ‘一 ’切‘J)
(A )j

而由 了汀 A f ⋯ A
“ 一 Z

j) = 0 ,

则有

g T
刀(A )f= 0

,

V d e g 刀(几)《
n 一 2 ,

月(几)〔C [几j

(3
.

1 8 )

由此可知

( 1 )

( 2 )

于是我们有

> j
,

d e g (几
‘一J 一 ‘。,

(几))《
。一 2 今 夕TA ‘一 J 一‘e J

(A )f = 0

冷 g T A ‘一 ‘切‘J, (A )f= 0 今 刀‘, = O

< j
,

d e g (几
‘一 ’切(J’

(几))簇
n 一 2 冷 g T

A ‘一 ‘切‘J’(A )f= 0 今 叮‘, = o

K T T R = H = d ia g (夕
T 切“’(A )f

, g , A 沪
‘“’(A )f

,

⋯
,

g 全A
” 一’叨 ‘” ’(A )f)

但我们知

g T
A

” 一‘切‘” ,
(A )f= 夕TA

”一 艺

(甲
‘“ 一 ‘’

(A )+
a 二 一 1

1
,

)f== 夕r A
ft 一 “切 ‘“一 ” (A )j

= 了训” (A )f = 扩 (j A j.
二 A

” 一 ‘

j) (一 a ,
· ·

一
a

, 一 ; 1 ), = 1

即可知
,

K T T R = I
。

或 K r T = R
一 ’。

定理 3
.

3 对给定矩阵A 〔C
“ ‘ ” ,

b 〔C
” , c 〔C

‘“ ” ,

f 〔C
” , 夕T

〔 (C
”

)
, ,

·

护
一 ’
一

·

一al 几一 a 。 ,

f
, g , 甲(幻同引理 3

.

1
.

如果 “
(幻

, 。(幻分别是b 用 f,

矩阵
,

则存在切 (的 〔C以〕使系统矩阵

7 军

甲(幻 = 护一 a 。 一 ;

c 用 g 尹

表 示的

了J夕‘矛矛...、、

与

、、、...声了/
J

(
凡I

。
一A

,

b

- C

0 0

0 甲(几)
u
(几)

0 一 v
(几){ 二(几) ) (3

.

1 9 )

是严格系统等价 的
.

证明 首先
,

我们取T
,

K 牡口引理 3
.

1 ,

u (几)= 刀
。
+ 刀

,
几+ ⋯ + 刀

, 一 ,
几
” 一 ‘

v( 幻 = , 。
+ , :

之+ ⋯ + v . _ :护
一‘

nU11T

Ti

T06
丫八几

盯
,

一 A b

一 C O

、一(
一

份
,

“

一万K
T
T

)
Z‘、、、
l
产

(
T

一 1 0

则有

其中

0 1

若= (刀
。

刀
,

⋯ 刀
, 一 ,

), = 石K T = c

)
一U
‘
.1aa

一ft

八UT丈

万= (下
。

vl 下
。 一 1 “一( a , = (a ,

a ” 一 1

如果我们令
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{
M

l

(/ ) ” “
’

‘“)一

!

1 之⋯ 护
一盆

M (“, 一(

则有

M (之) 0 汽I
。
一万

一万K 全T

0 叭幻
\

一 I
。 一 ,

M
:
(几)(几。

, 一 :一 a :

)

一衫K T T

“(几)

M
;

(几)b
:

)
矛声‘百...吸住、

一一

、、矛/Z犷.、
、

、

产、矛

(
I

: 一 1

严格等价于

一M
l

(久)(久。
, 一 : 一 a l

)

切(幻

一M
,
(久)b

:

u
(几)

一彩K T
(f ⋯ A

” 一“

了) 一宕K , A
“ 一 ’

厂 !
严格等价于 (

I
, 一 1 0

0 切(几)

0 一 宕(几)

0

u (几)

切(久) )
其中 巨卜

1
= (0 0 ⋯ 0 1 )T

(C卜
‘,

切(的 = 一万K r
(f A f ⋯ A

, 一“

f )M
:

(元)b
,

g (兄)== 言K
, A

” 一 ’
f + 万K , (f ⋯ A

” 一Z
f )M

:

(之)(之苦
。 一 :
一 a :

)

一‘K ’
(‘“‘⋯ A

” 一 ’

了,(
e ·
十

(
M

,
(还)

0 )(
- a l

· · ·

一
2
“

一
, 。)

·

)
= 万K T T (, ‘” (幻 ⋯ 切 ‘” ,

(幻 )
, = 万K , T R (1 几 ⋯ 护

’‘

)
,

= 钊 1 几 ⋯ 尸
一 ‘

) , == v( 幻

其中 甲 〔‘, (灼 由(3
.

17 )式给出
.

简言之
,

我们完成了定理的证明
.

甲甲

既然 叨 (幻二一 石K
r
(f A f ⋯ A

” 一“

j) M
,

(几)b
, ,

则有两种情况需要加以讨论
:

( 1 ) 如果 b ; = 0 ,

即 b二刀
。

f 或 b(R (f )
,

有 阴“ )二 0 ;

( 2 ) 如果 c 二下沼, ,

即 万= 下。e T
,

则也有 二(凡)二 0
.

定理 3
.

4 对给定系统

分== A x + B u , 夕== C二 (3
.

2 0 )

其中 A (c
” x ” ,

B (C
” x ’ ,

C (c
‘x ” ·

又 F (c
” “ ‘和 G T

(c
念火 介

是满足定理 3
·

2 的 要 求 的对偶生

成组的自然对
.

5 以) 是 A 在 F 的 n
.

p
.

m
.

(或 A 在 G
T

的行
n

.

p
.

m
.

)
,

S 扭)= d ia g 仲
,

(几)

护: (汽) ⋯ 劝
、

(几))
,

吵
‘

(之) {劝
‘+ :

(几)
, i= i

,

2
,

⋯
,

掩一 i
.

U (几)
,

F (汽) 分别是B 用F
,

C 用 G T 对

应 S (几)表示的矩阵
,

即 B == F U (a )
,

C二犷(: )G
, ,

贝.J存在多项式矩 阵砰 (几)(C以〕
‘“ , ,

使

得系统矩阵

几I
,

一 A B

一 C
1

0

I
。 _ 。‘

/
,

矛

l
,

、

与
、、、刀/

(

0

S (泥)

一厂(之)

0

U (泥〕

附(几) {
是严格系统等价的

.

证明 这里仍取 乙
,
犷

,

K 丁和 K
,

如同定理3
.

2 ,

且令



9 1后

、、、‘‘..了口z价饥价
..且峥曰
‘

枯

.

0
心

b
古

b

.

.

⋯
.

⋯⋯
b , 1

b lZ

b : ,
b : :

b
o x

b
* :

(3
.

2 1 )

/‘‘了..,呢‘、
、

、.户

TB = T 且== (T
,
T

Z
⋯

/
口刀了.‘.,、、

、t....了了
于

白门乙门.�..言万 万
1 2 万1 :

C 一
叙

r
一

{
_

二
c 王I c ‘2

K T

兀T

K 百) ( 3
.

2 2 )

晰 ,( 幻 = ( 1 几 ⋯ 才
: 一‘

v ‘,
(凡) = 万‘, (1 几⋯

则可知系统矩阵

几
v ‘一 1

(云二

( i
:

1
,

2

二 1
,

,

一
,

寿;

2
,

⋯
,

I ,

J= l
,

2

J= 1

,

⋯
,

m )

2
,

⋯
,

海)

���)b

( 3
.

2 3 )

(
几I

。
一A

、

B

一C O

严格等价于

、

l
元I

, ,
一 A l

汀
vZ
一且

2

几I , 、

一A ‘

b z , b , :
⋯ b

: .

b
2 1

b
2 2
⋯ b

Z 。

b。,
b。

:
b
。。

0�T
r几g

、、、‘妞了产
,

宕1*

言
: 。

夕

了
口古..龟. .龟、、

一
Tri民

、、、zz.lwe
护

.通.里口.二丹白
月C言

百l , 万l、

‘

产且‘子了..、、

一

从定理 3
.

1 , 3
.

2 及 3
.

3 ,

我们可知此系统矩阵严格等价于
、、、,..了钾口/

J

应

凡,几

八U/..、、�

‘
、

U牙

C“。

S犷

卜00
丁J

/子诊了.....、、

其中

评 (几) = (功
‘,

(几) ) ( C〔之j‘
义 价

切‘,以)
一

。
‘,、 : ( ,

, ⋯ ,
·, 一f

, )

{艺
、

。

(、)、
。,

其中 石
. , 是由 b‘, 去掉第一行得到的

,

M
‘

(幻( C〔只了
, , 一 ‘, “

’ , 一 ‘, 类似于定理 3
.

3 的证明中M
,

(幻

的形式
.

军甲

同样
,

( 1 )

( 2 )

这里也有两个有意思的情况
:

如果 R (B ) c= R (F )
,

则 牙以) = 0
.

如 果 N (C )。 门 N ( G r A
‘一 ‘

)
,

贝IJ附邸)二 0
.

在结束这一节之前
,

让我们进一步考虑定理 3
.

3 和定理 3
.

4 已经回答了的问题
,

就是对

给定的系统 (A
,

B
,

C )
,

我们总可找到矩阵 F 和 G 甲
作为对偶生成组的 自然对

.

对 分 别 是 B

用 F
,

C 用 ‘
,

对应 S (的 表示的矩阵 U (幻
,

犷(幻
,

确实存在多项式矩阵 W (幻
,

使得系统



最小多项式矩阵与线性多变量系统 (I )

矩阵

ZJ‘、

与

、、、龟组!了
.

{
I

, _ *
0

S (之)

一 V (几)

0

U (又)

W (之)

久I
。

一 A
!
B

一 C
;

O

是严格等价的
.

因此我们总有

厂(久)S
一 ‘
(又)U (久) + 班 (几)== C (灯一 A )

一 ‘B

而其右边是严格的真有理矩阵
.

我们感兴趣的问题是
,

是否存在价(幻
,

口(幻 及尸(幻
,

使得

认幻尸
一 ‘
(几)口(只)二c (义I一A )

一 I
B

其中 尸(幻 不仅是 A 在最小生成组 F 的 n
.

p
.

m
.

,

而且是 A 在行最小生成 组 G , 的 行
n

.

p
.

m
.

,

口以 )
,

护(幻 分别是 B 用 F
,

c 用 ‘,
表示的矩阵 (注

:

这里 尸(幻 不一 定 是 sm ith 标

准形
,

F
,

夕 也可任取
,

而不必通过定理 3
.

3 和 3
.

4 的特殊方法
.

) 下面的简单例 子说明这

一情况
。

例 3
.

1 对系统 (A
,

B
,

C )

A 一

(
0 1 0 2

0 0 ),
B 一

(; : )
,

c 一

(3 0

容易求得其传递函数矩阵是

_
_

_

_
_ _ _

_ / 0
G (元)二 C (元I

。
一 A )

一 ‘
方= (

\ 3 人
)/az

有
r a n k G (几) = 2

.

/ O 、 _ _
_

_
_

_
_

/

如果我们 取 f= (
_

)
,

则可知 <A IR (厂)> = C z , 了
’

= (j A j) 二 (
\ 1 / \

‘
、一 T 一

, 。, 一

0 /

(10 )
,

且 护 是 A 在 f 的

用 g , 表示的矩阵分别是

n
.

P
。

m
。

- 也是 A 在 g r 二 (1 0) 的行 n
.

p
.

m 二 由此得 B 用 f
,

C

U (幻一

(A2
,

,
厂(A) 一

(髻)
易知可取 、(k) 一‘子i、

,

使 系统矩阵
\ U U /

0 0
\
、

)
A

,

一
,
�c,

.

一
了二,n

子

!
、

与

、

l
,11/2MAf00

,n
一

,“n甘

一

o护
,工O

一 2几

一 3

是严格等价的
.

如果我们希 望 W (几) = 0
,

既然对所有 U (几) ( C [几〕
‘x Z
和 犷以) ( C以〕

Z x ‘,

均有
r a n k U (久)

= r a n k 犷 (久) == i ,

则 r a n k (犷 (几)P
一 ‘

(几)U 扭) ) ( i ,

对任意 U 以) ( C以 ] ‘
“ 2 ,

厂 (几) ( C以〕
“x ’
成

~

丈
.

这一事实 告 诉 我 们
,

存 在 f
, g , ,

使 得 A 在 f 的
n

.

p
.

m
.

尸(幻 (也 是 A 在 了 的行

n ,

P
,

m
.

)
,

B 用 f 表示的矩阵 U (幻
, C 用 g ,

表示的矩阵 犷 (幻 形成的系统矩阵



干 年 才

0

尸(之)

0

U (几)
之I

。

一 A
.

B

)
Z‘、
、

与

、

!
z

o 一 犷(之)
一C

‘

O

严格等价
,

一般说来是不可能的
。

四
、

化多项式矩阵型为状态空间型

在这一节
,

利用上述结果
,

我们来回答相反的问题
,

即从多项式矩阵型建立与其严格等

价的状态空间型
.

为简便起见
,

我们总假定系统的传递函数矩阵是严格真有理矩阵
.

让我们考虑系统矩阵

(
P (几)

」

U (几)

一犷(几)
1

附(久)
) (4

.

1 )

lim (犷(几)P
一 ‘
(几)U (几) + 牙(久))= 0

久峥的
(4

.

2 )

则条件 (4
.

2) 意味着存在系统矩阵

盯一 A } B

一C
‘

0 )
严格等价于 (4

.

1 )
.

为方便
,

我们不妨假定 P (几)(C〔之〕
” x ” ,

d e g (d e t P (元))=
n .

首先
,

我们可求得 尸(幻 的 S m ith 标准形为S (幻
,

即存在单模态矩阵M (幻
,

N (幻使得

M (几)P (几)N (几)= S (之)

则系统矩阵 (4
.

1) 严格等价于

(
S (几)

I

M (几)U (几)

一犷(几)N (之)
’

砰(几)
)

、、.2
八“了里N (几)

0

�

了f.、
.

、、./
尸 (几)

一犷(幻

U (之)

不 (幻

Z‘住、
、、、./

八Ul
�

(
M (久)

0

(
S (久)

一犷 (义)N (又)

M (几) U (几)

牙 (之)
)

S ( 久、

令 U :
(幻 = M (幻U (幻

,
V

:

(幻 = 犷(幻N (幻
,

则系统矩阵(
- - - - - -

一“
一犷 :

(还)

如果用 晰 ,
(幻 表示 U

:

(幻 的元 ( i
,

了)
,

则据多项
、

式的除法有
。‘,

(几) = a ‘(汽)看
. ,

(几) + 汀‘,
(几)

其中或 叮‘,
(久) = 0 或 d e g 厅‘, (久) < d e g a ‘(几)

,

而 。‘
(之) 是 S (之) 的第

X (还)二 (占
, , (几) )

,

口(几) * (汀
. ,

(元) )

则有 U :
(几) == S 以)X 以) + 口“ )

类似地可有

护:
(幻= y (幻s (幻 + 护(幻

)
与 (‘

·

‘,等价
·

行对角元
.

令
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其中 y 以)= (。
‘,
(义) )

,

行以)= (。‘,
(几))

,

其中 。‘, (几)二 o ,

或 d e g 。‘, (几)< d e g 口 ,
(几)

.

由于

S (几) U
;

(几)

一犷
,

(几) W (几)

I 一 X (几)

O I
)
一

(
S (之)

一尹(又)

口(元)

牙(几)

r./、、、,了/才砚、
、

、、,Z
I以

Y

Z了.、、

其中 帝(久)= 附(又)+ 犷
,
(之)x (久) + y (久)u

:

(之)一 y (几)s (还)x (之)

、、,Z

、.
J

.

几

�“U了.、

S
且

.

设
: ( , )一

(
5

1

(只)二 d i a g (叻
,

(久) 功
:

(几)

I
, _ 。

⋯ 功
。

(凡) )
,

沪‘(几) }劝
‘+ :

(几) (泣= 1
,

2
,

⋯
,

儿一 l)

则我们有

s (久)
}

O (几)

一价(又) 命 (幻

I
。 _ 。

(

0

S ,

(几)

一夕(又)

口(几)

帝 (几) ) ( 4
.

3 )

了刀户....吸、
、

一一

、、.2

其中 口(幻 的第 ‘行元的次数和 夕(幻 的第 i 列元的次数均小于
v ‘= d e g 劝‘(幻

.

因为

li m (犷(几)P
一 ‘

(久) U (久) + 附 (久) ) == 0
又兮aO

可知 lim
久冲刃‘

(夕(几) s丁’(几)口(几) + 牙 (几) ) == o ( 4
.

4 )

以下我们就从 ( 4
.

3) 和 ( 4
.

4) 出发
,

寻求严格等价于 ( 4
.

1) 的系统矩阵

久I 。
一A B

其次
,

令

/了fJ砚、\

一一NNA = d ia g (N

一 C

一,

N
Z ,

0 a o‘

口1 ‘

Ivt
一 1 :

仓 , ‘一 {

(4
.

5 )

其中 句‘是 叻‘(幻 的系数
,

即

叻‘(久) == 汽’‘一 (a , ‘一1
.

‘几
” , 一 1 + 一 + a : ‘几+ a 。‘

)
·

我们令

f
: = e : ,

f
:
== e v , + 1 ,

⋯
,

f
* 二 e v ,

+ ⋯ + v 。一 : + 1 , F == (f
:

f
:
⋯ j

。

)

则 F 是 C
”

关于 由 ( 4
.

5 ) 定义的 A 的生成组
.

容易证明

T == (T
:

T : ⋯ T 、
)

, T ‘= ( f
‘

A f
‘
⋯ A

”
厂 I

f
‘
)

满足 T 二 T
一 , = 几

如果我们取

。犷= e

及
,

。r= e

苏
: + , : ,

⋯
,

。r= e
二

,
G r == (。了⋯ 。万)

’

则 F 和 ‘,
可以形成A对应 S :

(幻 的对偶生成组 的自然对
.

如果我们记 U (几) 的元 ( i
,

j) 为

“ ,
(几) 二月招

, + 咫
, 久+ ⋯ + 刀.(,v

‘一‘,几
· ‘一 ‘

则由 T 二 I ,

知 (见第三节 )
,
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刀奋

刀公
‘一 ‘) 刀

斑岁 ⋯ 拼豁

(i 2
,

⋯
,

k ) (4
.

6 )

了了母才..、、、

一一
B

、、‘...r
夕

.

了

B 。
分

‘一 1 ) ⋯ 月歹
” !
一 l)

遥‘ J~ . ”己

,二2
BB

!..

了

!一一且一一B

类似地可记 V (幻的元 (i
,

j) 为
”‘,

(幻 = , 招+ 嘴
’“+ ⋯ + : 分

一‘)才
, 一 ‘

则 (也见第三节) 可有

下{
口
了
J下.
..
.、、

一一亡
、、,‘岔亡= (岔

,

亡

y{罗
,

⋯ , 打
:
一 l)

⋯ :打
‘一 ‘)

如果我们令

L
‘
= (h了h丁N

K , = d ia g (L
:

则有

据第三节的定理
,

多项式矩阵 牙
,

(幻
,

⋯ 人下万丁
‘一 1 ), ,

八万= (0 0 ⋯ 0 1 )(C
‘X ’ 、

(‘= i
,

2
,

⋯
,

k)

L
:

一 LO
e = 亡兀

, = (亡
,
乙

:

岔
:乙: ⋯ 亡

。乙*
) (4

.

7 )

可 以断定由(4
.

5 )
,

(4
.

6 )和 (4
.

7 )得到的系统 (A
,

B
,

C )
,

使得对某一

、、、....甲J户

二 _ 介 0了上

z产J‘犷...、、、

与
、J.Z

之I
。

一A B

一C
’

0

S : (几)

一护(久)

U 以)

砰
;

(几)

是严格等价的 (见定理 3
.

4)
.

这样
,

我们有

1im (夕(几)S 丁
‘

(又)口(几) + 附
:

(几))= (4
.

8 )
一争 心旧

lim C (又I
,

一 A )
一 ‘
B = o

义分OO

综合 (4
.

4 )和(4
.

8 )
,

我们得

lim (研
;

(久)一命(几))= o

又, OO

但 w
:

(幻一命 (幻 是多项式矩阵
,

所以

砰
, (几)一命 (几) = o ,

即 砰
,

(几)= 牙(又)

因此可以得出结论
,

系统矩阵

(4
.

9 )

(
几I

,
一 A

」

B

一 C
,

0 )
与“

·

‘’

是严格系统等价的
.

其中 A
,

B
,

C 分别由 (4
.

5)
,

(4
.

6 )
,

(4
.

7 )得到
.

例 4
.

1 多项式型系统矩阵

(
S (久)

一犷(幻

U (幻

W (幻
)

给定如下

/ 1

S (几)== } 0

0 0

几 O !
,

U (幻 =

0 0

1 1

几+ 1 几nU刁1nUn
�

厂 (幻 =
0 2

久
2 ,

久+ 2

只 ) W (幻 = 一 )
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则其传递函数矩阵是

、、J/
1人
月

滩z//了,口O‘

G (“, 一 犷(“)“一 (几)U (“) + 附(“)一(
(4几+ 2 )/几

2

3 / 几

按照上述方法
,

我们得

、

、
口、、,‘�“�,lOn”g T= ( 1

g t == ( 0
.护

‘

‘‘J....了
11011,J万....龟、

.

一一B一一且

夕户....,、

一一A

2 1 1 1 2

K ,

2 0

一。户一

(
2 1 0

),

, 、.....,了

,、, ...,‘了�”甘,工n
甘

nU�一“一八U

n�八U司1

八Un
,1

1上�U八U�

nUn
�n”口‘了..、、

则得严格系统等价的状态空间型系统矩 阵为

(
久几一 A

{

B

一 C O
)

且可验证

、
... ....产

,t八曰�, .J.1�.1,上

户‘..... ..、
龟

.

、. .....刀了

.

几

nU八U�矛了矛

,1

.

效找
‘

,勺
.

人n21尹」(�
.

/了

,l习

, .一

‘

凡
.

产了n
甘�“月l

夕夕....、、
、

l
产

自心01 1

2 1

、.了�魂滩了.吸
、

‘
一一

、、,产

.

滩
,人了了了/QJ今自
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致谢 我们感谢系统科学所韩京清同志
,

在中国第二届系统理论会议
_

L的报告中
,

谈到

关于从系统实现 A
,

B
,

C
,

求出三个多项式矩阵来描述控制系统的设想
。
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