
应用数学和力学
,

第 S卷第10期 (IUS。介 10少{)

A Pplie d M
a th em a tie s a n d M ee h a n ie s

应
气

抽数学和力学编委会编

欢 庆 出 版 社 出 版

泛系关系族的泛对称与不动泛系定理
’

吴 陈

(武汉数字工程研究所
,

198 4年 6 月 2 9 日收到)

摘 要

本文在泛系方法论的框架下
,

将泛对称与不动泛系定理的一些结果推广到了二元关 系 族的情

形
。

具体地讨论了对于有限论域上的一族二元关系何时存在公共的不动子集的问题
,

得到 了 几个

确定二元关系族是否存在公共的不动子集的简括的判别定理
.

其结果推广了传统的 不动点理 论 中

有关映射族是否存在公共的不动点的主要判别定理—
Mar ko v 一K ak ut an i定理

.

一
、

引 言

在数学
、

力学和物理学的研究中
,

一个十分重要的内容是探讨那些能够本质地揭示事物

特征的概念
,

诸如各种对称性
、

守恒性
、

稳定性
、

周期性
、

等等
.

这是因为它们都揭示了事

物这样一个客观规律
,

即处在运动
、

变化和发展过程中的事物有着保持相对静止和相对不变

的性质
.

泛 系方法论在研究了上述诸概念所揭示的这种本质涵义后
,

作了进一步的概括和推

广
,

并提出了一个称之谓广义对称或泛对称的概念
.

其简括的数学描述表示为某些集合或结

构经某个转化后保持不变或守恒
.

而转化的形式可以是多种多样的
.

一种较具体而典型的形

式就是泛系关系
.

特别地
,

我们可 以用二元关系来描述这种泛系关系
.

不动泛系定理所研究的正是这种意义下的不变性或守恒性
.

它所揭示的深刻涵义是各种

稳定性和守恒性的本质
。

自文献 〔1
,

2
,

3〕发表了一系列有关不动泛系定理的带本质性的结果以来
,

有关的研究很

快就取得了可喜的进展
.

在这里
,

我们摘要地介绍一下有关的主要结果
,

这些结果是以下的

讨论将要引用的
.

在此出现的符号可参见下一节或有关的文献
.

在文献〔1
,

2
,

3〕中
,

证明了这样一个定理
:

定理 I 设 g c G
“ ,

F ‘c G (d 占
,

(川 )
,

则 F
‘

·

g ,

, F
‘

〔F
‘; 若分别 有 I( F

‘

)( 全 g
一 ’

和

I( F 。)簇 g
一‘ g ,

则相应地分别有F
‘
= , F ‘和F

‘
= F

‘

刃成立
.

其中
,

d
:

(助 = (夕V g
一 ‘

V g ‘”))
‘ ,

F
‘

c G (d 6
,

(g ))表示F
‘
〔m a x {Q jQ

Z簇乃
,

(g )
,

Qc G }
.

定理 I 在很大程度上用新的形式推广了传统的不动点理论中著名的 K a k ut a ni 型不动点

定理
。

继文 献 〔1
,

2
,

3 〕
,

高隆颖
,

王书基给出了一些判定一个二元关系是否存在不动子集的判

别定理
,

在此仅列述本文将要引用的两个定理如下
:

,
吴学谋推荐

。
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定理 I 设了C G 只 G
.

若尸八了心斗功
,

则 F (j) 今功
.

反之
,

若 F (j) 今诱且 }G }< 阅
,

则

尸八f
o’今功

.

定理 皿 若f〔S〔G )
,
G

‘

仁G (d 6
,

(f))
,

}G
‘

}> x ,

贝{jG
‘
= G

‘
·

f
.

有时
,
G ‘二G (d 6

,

(f))

也记成为G = U G
‘

(d d
l

(了) )
.

此外
,

李贵华研究了论域为有限时的不动子集的数量特征和结构特征
,

给出了最小不动

子集的存在准则及其计数公式
,

并把有关的结果推广到了论域为无限的情形
.

受他们的工作的影响和启发
,

我们将有关的一些结果推广到了二元关系族的情形
.

在论

域为有限的情况下
,

证明一些判别一族二元关系是否存在公共的不动子集的判别定理
.

其结

果可视为传统的不动点理论中有关映射族是否存在公 共 的 不 动 点 的 主 要 判 别 定 理
—

M a r k o v 一K a k u ta n i定理的推广
、

补充和发展
.

对于这种推广
,

我们有如下的物理解释
:

一个复杂的大系统在经过一系列的转化后
,

何

时还保持某种泛对称的性质 ? 毫无疑问
,

这种推广后的探讨是有意义的
.

二
、

预 备 知 识

定义 1 设滩 = {f
‘

}f
‘
〔尸(G

Z

)
, i〔刁 }为论域G 上的一族二元关系

,

其中
,

刀为指标集
.

若D 今功 且D 了
‘
= D (f〔刀 )对所有的f

‘
〔滩成立

,

则称 D 为并的或 f
‘

的一个公共的不动子

集
.

取
.

够= {f
‘左, } (寿= o

,

1
,

2
,

⋯卜 若f具有不动子集
,

则由D
O

f= D 可推出D 了
‘的 = D

O

f
‘“一 ”

= ⋯二D
O

f= D 知道井 亦有公共的不动子集
.

这是一个较直观的二元关系族具有公共的不动

子集的例子
.

但是
,

一般来说
,

一族给定的二元关系具有公共的不动子集的结论却 不 是 成 真的
.

例

如
,

令 {f
‘}“ {f

, ,

f
Z

}
,

f
,
二 { (二 , , 二:

)
,

(
二 2 , 二 :

) }
,

f
Z
= { (

、 , , 、 2

)
,

(
二 2 , , 。

)
,

(、
3 ,

二 2

)}
.

容 易

检验
,

f
l

具有唯一的不动子集 {二
, , 二:

}
,

了
2

具有唯一的不动子集 {、
2 , 二 3

}
.

因 为 {“
, , 二 :

}今你
: ,

二 3

}
,

所 以 译= 谧了
, ,

f
Z

}不具有任何公共的不动子集
。

对于一族给定的二元关系
,

在什么条件下它们才有公共的不动子集呢 ? 这就是如下所讨

论的内容
.

定义 2 记F (j) 为二元关系f〔尸(G
乞

)的不动子集全体
,

即

F (j)= {D 】D
O

f= D
,
D c G

,
D 今功}

除例外声明
,

本文所指的某个二元关系f有一个不动子集D (〔 G )意为D 满足条件D
·

f= D

且D 斗功
.

显然
,

若并二福f
‘}具有公共的不动子集

,

则它必含在 门F (f
‘
)中

.

定义 3 设穷已尸(G )
,

了c G x G
.

男与f的复合运算男
·

f定义如下
:

穷
。

f二 {B
O

f !B 〔男}

其中
,

B
O

f = 日 x
o

f = U 切 {(二
,

夕)任f
, 夕〔G }

.

劣 ( B 吕 已 B

命题 1 设穷c P (G )
,

f
,

g 〔P (G
Z

)
.

皿lj(男
·

f )
。

夕= 男
·

(f
·

g )
.

证 明 任取B 任 (穷
·

j)
O

g
.

依定义 3 ,

我们可知
,

存在O 〔牙
。

f使得B = 0
0

9
.

进一步地
,

又存在 R 〔穷使得Q二 R
·

f
.

于是
,

B = Q
O

g = (R
O

j)
0

9 = R
。

(了
。

g )
.

亦即 (男
·

f)
。

g c= 牙
·

(f
。

夕)
.

反之
,

同样可证牙
·

(f
。

功C (牙
。

f)
·

9
.

命题证毕
,
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定义 4 设f
,

g 任G x G 为G 上的两个二元关系
.

若 f
·

g 二 g 了专功
,

则我们称f和 g 为可交

换的
。

为方便起见
,

我们列述本文中出现的几个引 自文献〔1
,

2
,

3〕的数学符号如下
:

设G 为给定的论域
,

汀
‘} (‘= 1

,

2
,

⋯ )为G 上的一族二元关系
,

则 (
·

)一 H f
,

叠 f
,

f

f
Z

·

⋯ ;

f沂哟垒 f
‘

。

一人
; 了; 垒 V 几

倪= 1

f;
o , = I(G )垒 { (二

,

二 ) 1二〔 G } ; f矛
’

垒 {(,
,

夕) { (夕
,

x )〔f
。};

S 〔G )垒{h lh八h
一 ’

簇I(G )
,
h〔P (G

Z

) }; f
‘

·

f
, 垒 {(二

,

夕)旧才〔G 使得 (二
,

t)任f
‘,

(才
,

夕)〔 f小

三
、

具有公共的不动子集的泛系关系族的充分条件

在上一节中
,

我们介绍了一些预备定义和符号
,

现在
,

我们来证明几个判定二元关系族

存在公共的不动子集的判定定理
.

引理 1 设fc= G x G 为G 上的一个二元关系
.

若 F (j) 斗功
,

则 对任意的集合 序 列 D
l ,

令

D
Z ,

⋯
,

D 。〔F (f)都 有 U D ‘〔F (f)
.

证明 因为 D’o ‘一D.(
‘一 ‘

,

一 “,
,

而且
,

(户对
。

f -
为

U D ‘
·

f二
儿

U D
‘ ,

所 以
,

我们

自

得知
‘

以D
‘任F (f ).

引理 2 设 f
,

g c G x G 是G 上的两个可交换的二元关系
.

若 户八f
‘。, 今功

,

并且对任意的

x 〔G 一 g
·

G
, x

o

g 浑G 一 g
·

G
,

则由下面的式子
:

A
。
= D

,

A ‘== A 仁
; 。

g , 泣= i
,

2
,

⋯

所确定的序列为非空的集合序列
.

其中
,

D 任F (f) 为了的一个不动子集
.

证明 我们只需证明A ‘今功 (f= 1
,

2
,

⋯ )
.

显然
,

A
。
今功

,
A

,
= A

。·

g 二D
O

g = D
·

f
·

9
.

如果存在二 〔D 使得二 〔G 一夕‘
,

那么我们从

条件知了含G 一全 G 可得
,

存在 y 任D 且 刀嘟G 一全 G 使得 (*
,

妇 任f
.

于是
, 夕〔全 G

.

因而

D
O

g 斗功; 如果对任意的 二〔D 都 有 二聋G 一全 G
,

那么此时 D
·

夕斧必就 是显而 易见的
.

因此

D
O

g 斗功总是成立的
.

A
,
年功证毕

.

现在
,

我们归纳地 假 定 对 正 整 数 掩
,

A 、斗功并来证明

A
、, , 斗功

·

事实上
,

由A *今功以及 A
、

f= (D
·

g ‘“,
)

。

f= D
。

(g
(“)

·

f )= D
·

(f
o

g (“, )= (刀
·

f )
·

g ‘“,

= D
。

了“, = A
。

可知A
、

任F (f)
.

再由A
、十 l

= A
、

·

g = A
;

了
·

g 并仿
_

L述证明过程可得 A
、+ ,
今功

.

引

理证毕
。

定理 1 设f
,

g 〔尸(G
Z

)
.

若 f
o

g 二 go f斗功且对任意的 x 〔G 一拿 G
,

知了牛G 一全 G
,

则

F (j)
O

g c F (j)
.

证明 任取B 〔F (j) 并令O = B
o

g
.

依引理 2 ,

我们有Q今功
.

因为Q = B
O

g = (B
·

f) , =

B
·

(f
o

g )= B
·

(夕
。

f )= (B 呀 )
。

f = Q
·

f
,

所以我们知道Q二B
·

夕〔F (f)
.

亦 即F (f)
·

夕c F (f)
.

推论 1 设了
,

g 〔P (G
“

)
,

f
。

夕= go 了斗功
.

若xo 了挥G 一 go G 对任意的、 6 G 一 go G 成立
, _

且

了只有唯一的不动子集D
,

则D 也是f和g 的一个公共的不动子集
.

定理 2 设 }G !< 。
,

f
,

g c G x ‘为G 上的两个可交换的二元关系
.

若 尹八f
L。, 今功且对

任意的 x 〔G 一全 G
,

二 f中‘一 go G
,

则f和 g 至少存在一个公共的不动子集
.

证明 依条件尸八f
‘“, 斗必及定理 I

,

我们知道F (f) 年功
.

取刀任F (f) 并作集合序列笼A
‘

}
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如下
:

A
。
= D

,
A ‘二 A

‘一 、
·

g , i二 1
,

2
,

⋯

依 引理 2 及定理 1
,

我们又知A ,斧必 (f二 O
,

1
,

2
,

⋯ )且 {A
。 ,

A
, ,

⋯ }已F (f)
.

因为IG }< co
,

、
A二卜曰�扣

我们有 }F (f) I< co
.

于是
,

存在两个非负整数k
,

j使得A
、
== A ,

( k< j)
.

令 B =
。

易 知

B 〔F (f )
.

其次
,

因为 B
·

g “

n F (助
.

定理证毕
.

(:口:
A ‘

)
·

。 j 一 l , 一 1

== U A
‘。

g == U A
‘+ ,

=
j , 几 ‘一 白

U A
‘
= B

,

我们得到 B 〔F (f)

引理 3 设 IG }< co
,

f
, ,

f
Z ,

⋯
,

人 为 G 上 的一族两两可交换的二元关系
.

若对任意的

f
‘

(‘今 i。 , 1簇‘( n)
,

由, 任‘一 f
‘

·

G 可以导出二f ‘
。

件G 一f
‘

G
,

其中 i 。 为某个固定的整数且

i ( ‘。( n ,
贝.1( 门F (f

,
) )

·

f
、〔 门F (f ,

) ( 1簇k( n ,

j= z
,

⋯
,

众一 z
,

九+ 1
,

⋯
, n )

.

证明 设口〔 ( n F (f
, ) )

·

大今 V j日D 任F (f
, ) ( Q = D

、

f
、

)
.

根据定理 1
,

我们有Q 任F (九)
,

即Q〔 门F (f
, )

.

引理证毕
.

定理 3 设 !G }< co
,

‘

移二 {f
‘}( f = 1

,

⋯
,

的 为 G 上 的 一族两两可交换的二元关系
.

若

几八f丫”功 ( 1 ( ‘。( ”)对某个 f而 〔
.

添成立
,

并且对任意的了
‘〔

‘

姊 (‘钾‘
。

)和固定的 人
。
〔 添

,

由二‘G 一f
‘ G 可导出

.

、
了、。大G 一f

‘
二G

,

则滋至少存在一个公共的不动子集
.

证明 不夫一般性
,

我们假设 i 。二 1
.

现在
,

我们对整数 n给出归纳证明
.

当 , “ 1
,

2时
,

命题显然成真
.

于是
,

我们归纳地假定当
n = 壳时命题成立

.

则 当。= 众+ 1

时
,

我们取 D 〔 n F (f
儿

n F (f
‘

) 今功是 归 纳假设)并作一个集 合序
歹。‘A

‘

’女口下
:/夕‘、、

、.声
.

..

A
。
= D

,
A ‘= A 仁 ,

·

f
、十 , , i = 1

,

2
,

⋯

因为A
。
一D 〔F (介

。

)
,

并由引理 2
,

我们知道A
‘
今诱 (‘= 0

,

1
,

⋯ )
.

再由定理 1 ,

我们得

白 几

到A
‘
〔 门F (f

‘)
.

因为 }G J< co
,

所以我们有 }门F (f
‘

) !< co
.

于是
,

存在两个非负整数
r , : 使

刃一 1 儿 左+ 1

得A
,

二A
:

(
r < :

)
.

令B = UA ‘.

容易看出B 〔F 汀
、* :

)
.

显然B 〔 自F (f
‘)

.

因此B 〔 n F 仃
‘)

。

‘一 r ‘= 1 ‘一 1

即B 是 f
, ,

f
: ,

⋯
,

大
十 ,

的一个公共的不动子集
.

因此
,

结论对任意的正整数 n 成立
.

定理得

玩E
。

定理 3 在 某种程度上推广了著名的 Mar k o y 一K ak ut an i 定理
.

在这里
,

有关的映 射和点

相应地分别被换成了二元关系和子集
,

并且除掉了仿射连续的条件及论域为局部凸空间中的

非空凸紧子集的限制
.

推论 2 设 }G !< co
,

f
,

夕〔尸( G
Z

)
.

若 夕为
·

f= , f
·

g 牛功
,

了八才0) 斗功
,

知 夕布G 一f G

对任意的二〔G 一f
·

G 成立
,

则f
,

g 至少存在一个公共的不动子集
。

推论 3 设 {G }< co
,

f
,

夕〔P ( G
Z

)
.

若 夕( ” )
·

f= g (

一
,

·

f
o

g ‘“, 斧功 ( n ) 存) 1 , n ,

寿为两个

整数
,
寿}

。)
,

了八 g 气。, 斗功
,

分 g 大G 一 f
·

G 对任意的二 任G 一了
。

‘成立
,

则f
, g 至少存在一个公

共的不动子集
.

定理 4 设 }G {< co
,

了
,

g 任尸( G
“

)
.

若f
·

g “牙了〔S仁G )且f
·

夕今功
,

则 f
,

g 至少存在 一

个公共的不动子集
.

证明 因为f
·

g = , f 〔5 〔G )
,

尹g 斗功
,

并根据定理 l
,

我们得 到 F (j刃 ) 午功
.

取D 〔
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F (f
·

g )并作集合序列 {A ‘}如下
:

A
。
= D

,

A
‘
= A

‘一 1 9 , ‘= 1
,

2
,

⋯

因为 A ‘= A ‘一 1
。

夕“⋯ = A
。 g ‘)“ D

·

g ‘, ,

所 以我们
一

可得A
‘
牛功

.

否 则
,

由 A
‘
= 汤可导

出A ‘
·

f
戈‘’= 功

.

这与A ‘
。

f
“’= D

·

g (‘,
。

f
“’= D ( 全 f)

“’= D 今功产生矛盾
.

J 一 l j

又因为 !G }< co
,

所以存在两个非负整数存
,

j使得A 。= A j
(存< j)

.

令 B = U A 。二 U A ‘.

奋. 儿 沼一 儿+ 1

于是
,

我。。得至。B 。F (f ) n F (。)
,

这是因为 B
。

f一 (乙 A
、

了= U D
O

g “ 一 ‘,

‘. 益+ 1 咨. 帐+ 五

jU针

.

一一
.

产
‘

、

、
/

A

= U A
‘一 ,

= U A 。二B
.

定理得证
.

‘. 八+ 1

U A ‘= B
,
B

·

g =
崛. 九 犯为

·

。一

拒万
。一

犯沙
-

i一 几+ 1

定理 5 设 }G }< 。
, ,

廖= {f
‘} (万= 1

,

⋯
,

n) 是 G 上的一族两两可交换二元关系
.

若f f f
, 〔

S 〔‘) (‘今 ]’) 对任意的 了
‘,

f
, 〔

‘

妊成立且 由, 〔G 一f
‘

·

G 可导出 知 f
, 布G 一 f

、
·

G
,

则
.

移 至少存

在一个公共的不动子集
.

定理 5 的证明依赖于归纳法及定理 4
.

为节省篇幅
,

其证明过程省略
.

定理 6 设 IG I< oo
,

f
,

g 〔尸(G
“

)
,

f
·

g = 全 f尧功
,
G = U G

‘
(d d

l

(g V f) )
.

若G ‘n f刃
。

,

牛功(二 任G
‘
)

,

则f
,

g 有一个含于G
‘

的公共的不动子集
.

证明 根据条件 G ‘门f
·

全 二斗叔二 〔G ‘
)及定理 I

,

我们得知G ‘= G
‘

f
·

9
.

现在
,

我们作

集合序列{月
, 冲口下

:

A
O
= G ‘,

A , 二 A j 一 ;
·

g ,

j= 1
,

2
,

⋯

因为A J = A , _ :
。

习= ⋯二 A
。

·

了
‘) = G

‘
「

g (, ,

所 以我们得到月
, 今功

.

否则
,

由A , “功可导出

A ,
·

f“
, 二功

.

这与A ,
·

f
‘” = G , ·

g ‘”
。

f
‘, ’== G ‘

·

(g
·

f )
‘J’= G

‘
尧功产生矛盾

.

又 因为 笼A对 事实上是一单调下降的集合序列 (依集 合的 自然序关系 )
,

所 以
,

存在一

个非负整数掩使得A
、
二 A

、十 ,

二
·

⋯ 容易检验
,

A
、

是f
,

g 的一个公共的不动子集且A
*

二G ‘.

定理

得证
。

定理 了 设 {G }< co
,

译= 资了
, } (了“ 1

,

2
,

⋯
,

的 是 G 上的一族两两可交换的二元关系
,

G == U“ (d 己
,

(V 了, ))
.

若 G ‘n f
。 f , 、今功(

二 任“
,

九午 j
,

了
, ,

了
, 〔

‘

殊)
, *

一

f
、

大G 一 f
,

·

G 对任

意的二 〔G 一f
,

。

G 成立
,

则并具有一个含于G
‘

的公共的不动子集
.

定理 7 的证明依赖于归纳法及定理 6
.

为节省篇幅起见
,

其证明过程省略
.

四
、

例 子 与 讨 论

在上一节中
,

我们给出了一些判定一族给定的二元关系是否存在公共的不动子集的充分

条件
.

现在
,

我们举些例子
,

并指出一种求公共的不动子集的方法
.

例 1 设G == {, , , 二 2 , x 3 , 二‘蛋
,

并 = {f
l ,

f
:

}
,

f
,

~ {(二
、 ,
“:

)
,

(‘
: ,
‘ :

)
,

(“
3 ,

凡)
,

(x
‘ ,

二3

)}
,

f
Z
, {(

二 , , 二‘
)

,

(x
‘ ,
二 ;
)

,

(
、 : , 二 3

)
,

(二
3 , 二 2

) }
.

容易检验
,

f丈八fl(
o , 今功

,

f
;

·

f
Z
== f

Z
O

f
;
= { (二

, ,

x 3

)
,

(二
。 ,

x ,

)
,

(x
: , 二‘)

,

(二
‘ ,

二 :

) }
,

G 一f
: G == 功

.

于是
,

依定理 2
, ‘

才至少存在一个公共的不

动子集
.

事实上
,
G 是办的唯一的公共不动子集

.

例 2 设 G 二 {二
、 ,

x : ,

二 : ,

二‘
,

, 。 ,

二。
,

二 了 ,

二。}
,

才= {f
, ,

f
Z

}
,

f
,
= { (二

, ,

‘:

)
,

(‘
。, x ‘

)
,

(, ‘ ,

‘ :

)
,

(二
。 ,

x :

)
,

(x
: ,

二。)}
,

f
:
= {(二

3 ,

二。)
,

(x
。 ,

二 3

)
,

(, ‘
,

, ?

)
,

(二
: ,

二‘)
,

(二
。 ,

x :

)
,

(二
。 ,

二。) }
.

容

易检验
,

f
;

f
:
一 f

:
·

f
,

气{(
“ 3 , x 7

)
,

(‘
? , “ 3

)
,

(x
‘ , ‘。)

,

(X
。 ,

“)}‘s仁G )
·

于是
,

依 定理 4 ,



昊 陈

.

妊至少存在一个公共 的不动子集
.

仿照定理 4 的证明过程
,

我们可以求得 耳 的 一 个不动子

集为 {“
: ,
二‘

,

, . ,
x ,

}
.

对于两个可交换的二元关系 f
, g 〔尸(G

“

)
,

若其中之一
,

不仿设为 f
,

存在一个不动子

集D
,

且对任意二 〔G 一乎 G
,

矛 f牛‘一全‘
,

又集合序列{D 旧‘” ’}单调
,

则 li m D g(
” , 就是

f
,

g 的一个公共的不动子集
.

在这种情况下
,

有关的讨论是很简单的
.

在上一节中
,

我们证明了几个判定有限集合上的一族二元关系何时存在公共的不动子集

的判别定理
,

在这一节中
,

我们又举出几个例子
,

我们的工作纯属探索性
.

我们相信
,

更多

的判定定理将会在今后被人们所发现
,

有关这一课题的研究也会越来越深入
.

致谢 作者感谢朱绪鼎同学的热情帮助 !
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