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摘 要

木文给出了某些二阶非线性微分方程在周期外力作用下存在调和解的若干定理
.

这些定理推

广了文【1〕、〔8〕的有关结果
.

周期外力 P(t) 二P。+ T )作用下二阶非线性微分方程

分+ f(x )分+ g (二) = P(矛)
·

( i )

父+ f(二
,

幻 分+ g (二 )二 P(*) (2 )

父+ F (分) + g (二)= P(t ) ( 3 )

调和解的存在性问题
,

很早就受到重视
.

本文用常微分方程定性理论的方法
,

首 先 给 出 方

程 (l) 在周期外力作用下存在调和解的一个充分条件
,

即定理 1 ,

它推广了 S
.

L ef sh itz
〔‘’,

N
.

L e v in s o n t“1 ,

D e C a s tr o 〔“’,

G
.

E
.

H
.

R e u te r 〔‘’,

S
.

M iz o h a ta (沟烟卜M
.

Y a m a g u ti(山

口 )
〔“’,

J
.

R
.

G r a e f[
”’,

李曾淑一王慕秋
〔7 ’的有关结果

.

此定理推广应用到方程 (2) 和 (3 )
,

又得到若干新的定理
.

我们先对方程

d z 。
, 、

d 夕 = 厂 又之J一 梦 ‘“乡 0 ) ( 4 )

给出一个引理
,

其中 F (的 连续
,

除原点外保证初值问题解的存在唯一性
.

引理 当 z > z0 》O 时
,

对某个正常数
a < 以玄使 }F (约 I簇

a 斌 万成立
,

则

( i ) 过 二》 z 。

半平面 上任一点 (z ,

妇的上行和下行积分曲线必和
: = z 。相交 ;

( 11 ) 从 z = z 。 位于 (z
。 ,

F (z 。

))上方的一点(
z 。 ,

, ;

) 出发的下行积分曲线交
z = z 。

于 (:
。 ,

头)
,

则 夕 :

、 co 时
,

珑。一 co
,

反之亦然
.

引理的第一个结论只要将方程(4 )在
z 夕 z 。上分别和方程

d z

如 = 土 a V z 一 ,

朴

樊大钧推荐
.
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比较即可
,

后者的每一积分曲线位于 z 》z 。

的部分和 直 线
: = z 。

有两交点
.

第二个结论可由

第一个结论直接推出
.

因为设若不然
,

即可在半平面
z 势z 。

上找到一点
,

过该点作方 程 (4)

的积分曲线
,

上行和下行两个方向上至少有一方和直线
z 二 z 。 不交

.

方程 (‘, 中
,

记 F (X )一

{:
f(‘)d、

,

一
G (二)一

{:
。‘“)d“ , 口果一G ‘X , 在(X

。 ,

+ OO ,
,

(一 co
,

一 x 。

)上严格单调
,

则二二 G r
‘

(z)
, 二一G 三

‘

(z) 分别表示 : = G (幻在上列两个区 间上

的反函数
,

这时记

F
l

(
z
) = F (G r ‘(

z ) )
,

F
:

(
z
)二 F (G 犷

‘
(
:
))

定理 1 在方程 (l)中
,

f(x )
, g (二 )(C

O ,

p (t)为 L e b e s g u e 可积
,

保证 初值 I’ed 题解的存

在唯一和对初值的连续依赖

( i )

(11 )

(111)

, (, + T )二 。(, )
,

!p (‘) }一 }
{;
。(·)d ·‘、M ,

日x 。

> 0
,

}x }> x 。

时
,
二g (戈 )> 0 ;

日非负常 数 a < 澎 s , ‘> %。 时 F (x )》M 一
a 材 m a x {G (二)

, o } ; x < 一 x 。

时
,

F (% )( 一 M + a 斌 m a x {G (劣)
,

0 } ;

(iv ) lim [ G (x ) + F (
二)s g n x ] = + co ;

( v ) 当 G (士oo )= + co 时
,

日z 。

) m a x {G (二
。

)
,

G (一 % 。

)
, o }

,

在 二》二。 时日 : > o ,

使

下列二式至少有一式成立
:

双
,

(
z )》M + “+ m a X {一 a M 万

,
F

:

(
“
) + M }

F
Z

(z
)《一M一

。 + m sn {a 澎万
,

F
I

(
: )一M }

则方程 (l) 存在调和解
,

且方程 (l) 的解一致最终有界
.

证 在定理条件下
,

方程 (l) 可写成等价系统

分二 夕一F (x ) + P (t)
,

夕= 一 g (* ) ( 5 )

由条件 (iv)
,

定理实际上包含了 4 种不同的情况
,

即

( a ) G (士co ) = + oo ;

( b ) G (十 co )= + co
,

G (一 co )< + 。
,

F (一 co )= 一“
;

( 。 ) G (一co ) = 十 co
,

G (+ co )< + 二
,

F (+ co ) = + co ;

(d ) G (士co )< + 、
,

F (士co )= 士闪
.

现就 (a)
,

(b) 两种情况给出证明
,

(c )和 (d) 的证法类似
.

(a ) 设 G r
‘

(
z 。)= x ,

) 二。

> 一 二。

》一 x Z
= G 三

‘

(z
。

)
,

由(5 )式可知一% 2

簇 x 簇 x ,

时
,

日N > o
,

}夕}》N 时

ld 夕 I一 :

I , 【刁之、 - 二 下
~ - 丁

—一灭

l a 工 !
一
艺Lx

、十 x :
)

S g n 义 = s g n g

不妨设条件 (v) 中第一个不等式成立
,

记

F (
:
)= m a x {一 a刚 z ,

F
:

(
z
) + M }

显然 }户(
: ) {<

a
扩呀

,

连续
,

保证方程

( 6 )

( 7 )

d z 。
, 、

= 厂 (Z )一 刀 (Z
巴

乡 0 )
a V

初值问题解的存在唯一 厂是方程 (s) 的一条积分曲线
,

它和 : = z 。

的交点是 (
z 。 , v ;

山引理
, I

丁设 v , ,
一 。2

> N 待
一

。 .

作
一

可微映照
:

( 8 )

(z
。 , 秒2

)
,
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T
I , 〔z

。 ,

+ co ) x R , 〔二 , ,

十 co )+ R

使 (z
, 。
)片(叉

,

v )== (G i‘(
二
)

, 。 + : )

T
: : 〔z

。 ,

+ 。 ) x R 、(一二
,

一戈 :

〕x R

使 (: , 。
)阶 (戈

,

, )= (G 三
‘

(
z )

, v )

则T
,

(厂)
,

T
:

(厂 )分别为系统

分= 夕一。一 F (二 )
,

夕= 一 g (二 )
,
二》为

分= , 一 F (二)
,

妙二一 夕(二)
,
二( 一凡

的轨线
,

其中 尸 (劝二尸(G (劝 )
.

T ;
(r )

,

T
Z

(厂)的端点分别为

A (劣
, , 。 :

+ :
)

,

B (二
: , 。:

+ : )
,

C (一 x : , 。:

)
,

D (一劣 : , v ,

)

用直线段连接D 和 A
,

C和B
,

易知两线平行 (A D // B C )
,

斜率为 e/ (二
; 十 x : )

,

记

L
。
= T

,

(厂) UA D U T
Z

(厂) U B C

在 T
,

(厂)上将系统 ( 5 )和 ( 9 )比较
,

有

( 9 )

(1 0 )

, 一。一 F (% ) 一口(二 )

, 一F (二) + P (t) 一 g (% )
= 一 g (x )「F (x )一 F (、 )一。一P (t)〕< o

故不论 才为何值
,

系统 (5) 的轨线均在 T ;
(厂 )上穿入 L

。 .

同理可证
,

在 T
Z

(厂)上也如此
.

至

于在直线段D A
,

CB 上
,

因直线斜率为 叮(二
, 十 二 2

)
,

由(6 )
、

(7 )二式
,

知轨线 也穿入L
。

内
.

进入 L
。

所围区域内部的轨线
,

其对应解曲线由系统 (5 )的条件必可正向沿 才延拓至 + co
,

故

由 M a s s e r a 定理
,

调和解存在
.

又由引理知
,

系统 (5) 在 了= 才
。

从相平面上任一点(劣
。 ,

夕
。

)出发的正向轨线
,

总可作出一条

L 闭曲线 (作法同L
。

)
,

使 (二
。 ,

刀。)位于闭曲线之内
.

不同的 L闭曲线两两相套
,

任一轨线一旦

进入某条L 曲线的内部
,

便不再走出
.

现证 系统 (5 )的所有轨线最终全部进入 L
。

所围区域内部
.

设若不然
,

有某一轨线 , 始终

在 L
。

之外
,

则 v 和 二二二 ,

在B 点下方反复相交
.

记交点为 B
、

(壳= 1
,

2
,

⋯ )
,

厦B
*

} 是 单调有

界点列
,

故有极限点 B 气 又记 ? 到达 B
、

点的时刻为 t、
.

过 B 苦
作一条 L 闭曲线

,

记为 L气

? 不能进入 L 釜 内部
,

否则将和 B 关 为极限点的前提矛盾
.

但 当取某个充 分 大 的 舟
,

使 B
。

充

分接近 B 气 则过 B
、

作斜率为 :
/ 2 (

二 1
+ 、 2

)的斜线
,

和线段石灭严交于一点己祷 c气 由 (6 )和

(7 )知
: 在 , 、时刻以后将左行且位于风己线上方

,

故必在己右方某点处穿入L气 得出矛盾
.

记 H “ m a x {心二2
+ 夕

2

{(
“ ,

夕)(L
。

} 即知系统 (5 )的任一解终将进入 G = {(劣
,

g )lx
么
+ g 么簇H

么

}

之内
,

故最终有界
。

对 才。时刻从 E 。 :护 + 犷( R
“

内一点 尸 出发的轨线 以 t ; t。
,

尸)
,

记 其 进 入 L
。

所围区域的

时刻为 t。 + T 。
。 ,

尸)
,

由于解对初值的连续依赖
,

T (f
。 ,

尸 )是 才。
,

尸 的连续函数
.

由 E : 的紧

性
,

对给定的 t。,

日T (t
。 ,

R )=
su p T (t

。 ,

P )使 当 t》才
。 + T 。

。 ,

R )时
,

对 V P (E
: ,

, (f
;才。

,

P ) 进
尸(E 左

入 G 中
,

故系统 (5 )的解为拟等度最终有界
.

上述 T (才
。 ,

R )对任意 才。均存在
,

故系统 (5) 的

解为等度最终有界
.

又系统 (5 )右方对 才是T 周期的 ; 取 T (R )二 su p 犷。
。 ,

R )
,

对V 尸(E
, ,

O( 场( T

九((一阅
,

+ 。 )
,

t> t。十 T (R )时
,

以 t ; 才。
,

尸)进入 G
,

故系统 (5 )的解一致最终有界
.

(b) G (十 co )== 十 二
,

G (一冈 )< 十 co
,

F (一 co )“一 co

这时 日、 1

》丸
, 劣) % ,

时 G (劝 > 0 ; 日一介成一% 。 ,

%( 一 二 :

时
,

F (x) + M < o
,

设G (一阅 )

二A
,

贝、l日N
,

!夕!乒N 时
,

(6 )
、

(7 )两式成立
,

且使
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LLL 一 ⋯
rrr

、

}}}... . . . . 目即. . . 目. 比. .

~~~ 万万
,,, . . . 阅曰 . . . ‘. . . . . ...

~~~ 艺 222 0 x aaa /////
一 xz 口口 xlll

一一一万万

y 二 F (x ) + M

1
。 .

。
, 、 、 ,

。
,

_

、 . : 工、

万
-

夕
一

十妙L一 J曰 户九
,

I’ 气一 J曰 十似 了>
一 Jv

石

在 z = G (x
,

)的右方
,

作方程 (s) 的积分曲线几 这 时 取 F (z) = 一 a材 z 即 可
.

设厂和

二= G (二
:

) 的上下交点为 (G 恤
l

)
, v l

)
,

(G (x
,

)
, v Z

)
,

可 令
。 ,

> N + 。
(
。> o )

,

一 v Z

> N
,

作

连续可微映照

T : 〔G (x
,

)
,

+ 。 ) x R , 〔%
, ,

+ co ) 火 R

使 (z
, v
)片 (戈

,

夕)= (G
一 ‘

(
z )

, 沙
)

在 T (厂) 和 x = x ,

的上下两交点 A (二
, , v l

)
,

B (x l ,

姚)处作 斜 率 为 州 (, ,
+ 二 2

) 的 直 线 交
x 二 一义 :

于 刀 (一 x : , v ,
一 。)

,

C (一二 : ,

叭一。)两点
.

过 C 作水平线和 夕= 尸(劝 + M 相交
,

E

是最左方的交点
.

过 D 作曲线

1
, .

。
, 、

1
, .

。
,

‘: 人 、%
,

, )= 2 ,
一

十行、戈) = 2 , 苏十。、一 X Z )

由于 肛
二 ,

夕)> A二 G (一 oo )
,

所以 I在 戈= 一 % 2

的左方和负 x 轴不交
,

而必和过 E 的 垂线交

于 F
.

对系统 (5) 而言

在贾
,

力灭和分
上

,

情况献
a )一样

,

故记L 一

分
u雳 u而 u厉币汤 u砚 时

,

系统

(5) 之正向轨线
,

不论 才为何值
,

均在L 上进入 L 所界区域之内部
,

由此 即 可 知 存 在 调 和

解
。

同 (a) 中一样可证
,

系统(5 )的解一致最终有界
.

定理证毕
。

在定理 1 中
,

的
,

因为

即要求

不仅要求 , (t) 是二 期的
,

而且实际上要求 ”(‘)一

I;
, (·)ds 也 是 丁 周 期

J:
, (·’“一 0

加
·)山 , o 即可推出 ”(‘)无界

·

任给 丁周期函数 , (‘,
,

记

C 一

尹f
。(

·, d一 ,
1

(‘, 一p “, 一 C

P
;

(t) 满足定理 1 中积分有界 (在 [0
,

十 、 )中)的要求
.

又记
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夕,

(、)“夕(、)一 C
,

这时方程 (l) 可写成等价 系统

p
l

(‘)一

{:
, 1 (·)d ·

分= g 一 F (二 ) + P , (才)
,

夕= 一 g ;

(二 ) (1 1 )

用一 ‘(
% )一

{:
。1

(; )d‘
,

和定理 ‘中一样定义 尸
1

(· ,
,

F
Z

(·,
·

定理 2 在方程 (1 ) 中
,

f(x )
,

g (二 )(C
o ,

p (t)为 L e b e s g o e
可积

,

保证初值问题解的存

在唯一及解对初值的连续依赖

) P( 约兰P(t + T )
,

在有限区间上 L 一
可积

,
~ 。 I f,

.

, 、 ,

记 七 = 甲 1 P Ls )a s -

1 J O
M 二 m a x

IP
,
(才)l

0 ‘ 心‘r

日二
。

> 0
,

1“ !> 二。

时
, x (夕(二)一C )> o

%》劣。时
,

F (x )》M一
a
斌m a x {G (戈 )一

c x
,

o }
,

x 《一 劣。时
,

F (劝《一M + a 斌 俪x{ G (劝一 c劣
,

0}

lim 〔G (x )一
e 戈+ F (况 )

s g n 戈〕= + oo
劣 一) 土0 0

、少、,声
.侣几.‘l

.

1
·

1二nf
11、

、

了‘
、

其中 0<
a
< 斌 8

iv )

v
) 当 lim 〔G (二)一

c x 〕= + oo 时
,

存在 : 。> m a x {G (x
。

)一 e x 。 ,

G (一
、。)+ c x 。 ,

0 }
,

使

了矛.、r.、

}艺 l se ) 0 0

2 》二 。

时

F
,

(
2
)》M + 。 + m a x {一 a澎 艺

,

F
:

(
:
) + M }

F
:

(: )镇一M一
。 + m in {a 材 : ,

F
,

(
:
)一M }

中至少有一 式成立
,

则方程(l) 存在调和解
,

且所有解一致最终有界
.

(日。> 0 )

只要用 夕
,

(,)二夕(, )一C
,

g ;
(二 )== g (二 )一 C 及 言(x )二 G (x ) 一

e 二 代替定 理 i 中 相 应 的

P (约
,

g (% )
,

G (二 )立即推得结论成立
.

现讨论方程 (2 )
.

定理 3 方程(2) 中 l(
二 ,

v) (C0 在 R
“

上连续
,

且

( i) 存在逐段连续函数 j( 幻《 inf f(二
,

v)
;

( 11 ) f(二)
,

夕(二)
,

P(f)满足定理 2 中的全部要求
;

(111) 日 二 : ,
x Z
> 0

,

二> 二 ,

时
,

in f 夕(二 )+ 〔f(二
, v )一 f(二 )〕

。》o
一 2 盆 < 秒 < 0

、< 一二 :

时
, s u p g (二) + 〔f(,

, v
)一 f(二 )〕

v( 0
0 ( t, < 2 衬

则方程 (2 )存在调和解
,

且所有解一致最终有界
.

条件 (iii )中的 二 , ,
二 :

不妨设和定理 1 中的 二 l , 二 :

一致
.

证 方程 (2 )可写成等价系统

分= 。 ,

勺二 一f(二
, v
)
。一夕(二) + P(t)

而其比较系统则是

分= v ,

乞二 一f(二)
。一 g (二) + P(t)

(1 2 )
,

(1 3 )中的夕(二 )
,

P。)按 定理2应分别为g :

(x )
,

P : (t)
,

其中 g :

(x )== g (劣 )一

气12 )

(1 3 )

P(
:
) d

s ,

7D�

!
�1一T

。
1

(‘)一 , ( , , 一争I:
。(

·
, d一 为书写简便计

,

仍用 。(
况
)

,

。(‘) 表示
·

令F ( ! )一

!:
f (“, d‘

,

作

R
Z 义 R 上的自映射
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T : R
Z X R 今 R

Z X R

使 (%
, v ,

t)卜 , (%
,

刀
,

t)= (二
, 。 +

.

F (x )一 P(才)
,

t)

(1 2 )
、

(1 3 )两式分别变为

分= 夕一 F (二) + P (才)
,

妙二 一 [ f(二
, v )一f (

、)」v一 g (x ) (1 4 )

交= , 一 F (二) + P (才)
,

乡二 一 g (,
) ( 5 )

对系统 ( 5 )
,

可按定理 1 作出闭环线族诬L }
,

两两相套
,

其轨线正向均 穿 入 L
.

现在我们由

闭环线族 {L }出发
,

构造两两相套的闭环线族 {艺}
,

平面上任一点 (x
,

妇必在某一 艺之 内部
,

且 (14 )之轨线从 艺上穿入 艺之 内部区域
.

如图 3所示
,

L 一

筋 u丽
一

u
筋 u而 是对应定理 1 中情况(a )的一条闭环线

.

E
: ,

E

分别是 。= F(
二 )一P(t )

,

。二F(
二)一M和介

之最左交点
,

E : 是 。= 凡
% )十 。和

介
之交点

,

E
Z

即
介

之最右点
.

因
F(x

)一

P(t) 万(x) 一

M> 私
)十

。
(定理 1 条件

V
)

,

故 E
, ,

E
,

E
Z

之

位置如图 3 所示
.

尹声. 、
、

从 E 作铅垂线交 A B 于F
.

同样从 夕=
.

尸(劝 + M 和命之交点 G
,

作铅垂
产户. 、

线
,

和 CD 交于H
,

记
尸声内、 尸一、

、

尸一、
、

二A E U E F U F B U B C U C G U G H
尸户. 、

U H D U D A

现证对系统 (1 4 )
,

不论, 为何时刻
,

二上的轨线全都进入 工的 内部区域
.

产户一、
、

尸尸~ 、
、

在A E
,
[ F B 〕上

,

因 v 二夕一F (x ) + P (t )> o「< o〕
,

, 一尸(x )一 。> o 〔< o」
,

故

夕一 F (
x )一 。

夕一F (二) + P (t)

夕一 F (二 )一。

g 一F (二)+ P (才)

一 g (二)

一 g (二)一 [f (二
, v )一f(二 )]

v

一 g (义)

一 g (戈)
一〔, 一 F (二 )一 。〕〔f(

二 , 。)一 f(二)〕
。

< O

在 E F 上 分= v < 0
产户 . 、

,

在E ‘E 上
,

对 v
( O 的点

,

有

0 > v = 夕一F (二) + P (t)> 〔夕一F (x ) + M ] 一 ZM > 一 ZM

故 Q
一叹护

,

(‘)一“〕〔g (“) + (f (‘
, ” )一 f(

“ ))
”〕+ “(‘ )” < o

对 v > 0 的点
,

仍 可 按A E
;

上一样得 Q< 0
.

在
丽

一

‘<0 弓纠
‘, 4 ) <

州
‘。)<

一

厄瓦导瓦)

所以在以
一

L各段
,

(1 4 )之轨线全穿入Z的内部区域
.

同理可证在其余各段上亦然
.

一一 工222 0 x lll

一一一 NNN

F (x ) 一 P (t )

F (x ) 一 M

F (x ) + 考

对应定理 1 中情况 (b )
,

在 x 》 x ,

上的

曲线段 作 法 同 上
, x 《二 :

时
,

取 Z 二L
.

(c )
、

(d )情况也可按 L 作出相应的 2
.

由此

就证得了调和解的存在
,

一致最终有界的

证法同定理 1
.

定理证毕
.

以下讨论方程 ( 3 )
.

定理 4 方程 ( 3 )中夕(, ) =
e Z二

, c > 0
,

F 伪)(C
o ,

P。)(C
O

连续
,

保证初值 1’ed 题

解的存在唯一及解对初值的连续依赖

( i ) P(t + T )兰P(t)
,

M二 m a x
IP(t){

0叹“r
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(ii ) 日 坑 > Q
,

o簇 a < 2
,

夕》夕
。

时

F (川 》M 一 a c 夕
,

F (一 , )( 一 M + a c 夕

且 F (妇》M 十
。 + m a x{ 一 ac 夕

,

尸 (一川 十M }

F (一 夕)簇一M一
。 + m in {a c ,

,

F (夕)一M }

至少有一式成立
,

则

方程 (3 )存在调和解
,

_

且所有解一致最终有界
.

证 令 分= 护X
, 劣= 一Y

,

则方程 (3 ) 等价于系统

(梦》夕
。

)

(, 》 夕。)

充二 y 一
F (e Z

犬 )
.

p (才)
一 e Z 犷= 一价X (1 5 )

, _ ~
、

, ~ , 、二
、 , 、, 久

, 、 ,
、

1
。 、尸 。

彩
, 、尸 、

又日升乏飞已 g 气八 ) = C 一

人
,

廿 气A ) =
。 C 一

八
一 ,

I’ L八 ) =
‘

,

”(t) 一

圳
,

就是系统 (5 , 的

形式了
,

由所给条件推出定理 1 的要求满足
,

故结论成立
.

此定理包含了 A
.

A sca ri[
8 ’的结果

定理 5 方程 (3 )中 F (刃 (C0
, g (x) (L IP

,

P(t)(C0 保证初值问题解的存在唯一及解对

初值的连续依赖
,

且

( i ) P (才+ T )二P (才)
,

M = s u p }P(t) }
O( ‘畏T

( 11 ) 二g (叉 )> 0
,

戈今 0
,

1im 19 (x ) !二 + co
! 二 l ) 0 0

(111) 日 , 。 , 。> o及任意实数K
,

, 》 , 。

时
,

F (, )》 K + M + 。 ; , ( 一夕
。

时
,

F (, )( K 一M
,

贝11
方程 (3 )存在调和解

,

且所有解一致最终有界
.

证 设 g (,
)的 L ip s e h it z 常数为 H

.

令 分= X
, 二二 一 Y

,

则方程 (3 )变为

充二h( Y) 一F (x ) + p (t)
,

亡二 一 x

其中 h(Y )= 一 g (一Y )
.

(1 6 )

由条件 (11) 冷 Y h(Y ), 一 Y g (一 Y ) > 0
,

Y 祷 。; lim }h(Y ) {= 二
; L ip (h) = H

.

刀Y 分- 卜 0 0

由条件 (iii ) 今 X 》X
。
= , 。

时
,

F (X )> K + M + 。 ; X 《一X
。
= 一 , 。

时
,

F (X )镇K 一M
.

由(1 6 )
,

日N > 0
,

IY }> N
,

}X }( X
。

时
,

可使
s g n

雇
5 9 ·:

,

}翼1
< 4

式
。

在 X 》X
。 _

仁作方程

K 一h(V )

X一一

X犷
,口d

的积分 曲线族

乏x
Z
+ (

‘〔* (: )一、〕J。一 C

‘ J O
(1 7 )

由条件知
,

日Y > Y
。

> O
,

}犷 }> Y
。

时 厂〔h( 厂 )一 K 〕> 仇

四 ) 夕时
,

户
“(n) 一。。 >

n la X
县r l ‘ Y o丁:

「“(, , 一 K 丑咖

。 厂

才
时 、 。< ·

<v
,

和
(,
卜二。>

J:
〔“。一 K 〕、

厂、一夕时 、。>
·
> F

,

户
”(。卜K] 。>

l:
〔“(,
卜K] 。



故 C >
; 月

+ m ax {{〔h(刀)一 K 〕d 刀
,

J
〔”(。)一K 〕d 。

}
时 (1 7 )和直线 X 一 X

。

仅有两

交点 (X
。 ,

y
,

)
,

(X
。 ,

一Y
:

)
,

Y
, ,

Y
Z

> Y
.

当 C , co 时
,

Y
l ,

Y : , co
.

取充分 大 的 C0
,

使

Y
、,

Y
:

> N + 叮H 及

厂 :

告
X

Z +

丁[ h(刀)一K 〕d 刀二 C
。 ,

X ) X
。

作映照 T
, : [ X

。 ,

+ co ) x R , 〔X
。 ,

T :
(X

,

犷)= (X
,

Y ) =

+ oo ) x R

(x
,

犷 十

劝
T

: : 〔X
。 ,

+ oo ) x R、 (一 co
,

一 X
。

〕x R

T
:

(X
,

犷)= (一 X
,

F )= (一 X
,

Y )

由此得和图 1 类似的图形
,

记
乙一 T :

(r ) u俞 u ,
2

(r ) u丽
月刀

,

石乙之斜率为
。
/ Zx

o

H
,

T : (厂)
,

T :
(厂 )分别为

‘一K
y 一

动
一K, 夕一x, 、x0

戈 = h( Y) 一K
,

护二 一X
,

x 成一x
。

(1 8 )

(1 9 )

尸门、

的轨线
。

在 X 李X
。

即 A B 上
,

(16 )和 (1 8) 比较

杯Y 一真、一 K
、 卫1 /

h(Y )一 F (X )+ P(t)

一 X

一 X

一 X
}
“(Y )一”

(
Y 一
介)

一 F (X ) + , “) + K
〕
、 X

IH介一〕
一”

在L 的其余各段都可推出 (16 )的轨线不论 t 是何值均穿入 L
.

和定理 1 一样可推出结论成立
.

本文是在胡钦训教授指导下完成的
,

谨志谢
.
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