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摘 要

在理想弹塑性材料中
,

高速扩展裂纹尖端的应力分量都只是即勺函数
.

利用这个条件以及定常

运动方程
、

应力应变关系与屈服条件
,

我们得到反平面应变和平面应变两者的一般解
.

将这两个一

般解分别用于扩展 I 型裂纹和 1 型裂纹
,

我们就求出了 I 型裂纹和 I型裂纹的高速扩展尖端的理

想弹塑性场和理想塑性场
.

月lJ 吕

关于高速定常扩展裂纹尖端的理想塑性场问题
,

C 二 e n , H “ ’ 与 A eh e n b a e h 和 D u n a ye v -

k yt
“’

用不 同方法研究过反平面应变和平面应变两种情形
.

对于 l 型裂纹
,

两者的结果相同
.

对于平面应变 I型裂纹
,

两者的结果有些不同
,

但 当扩展速度趋于零时
,

两者的结果就完全

相同
.

然而
,

〔1〕中没有给出高速扩展平面应变 I 型裂纹尖端场的显式表达式
,

而〔2〕中只给

出适用于低速扩展的解
.

另外
,

还没有人研究过高速扩展裂纹尖端 的理想弹塑性场
.

为此
,

本文提出一个十分简单的方法来解决上述问题
.

同静止裂纹的尖端场一样
〔“, 弓’,

在理想弹塑性材料中
,

高速扩展裂纹尖端的应力分量也

都只是e的函数
.

在高速扩展裂纹尖端的应力分量都只是0的函数的条件下
,

利用定常运动方

程
、

应力应变关系及屈服条件
,

我们就得到反平面应变和平面应变两者的一般解
.

将这两个

一般解分别用于扩展 I 型裂纹和 I 型裂纹
,

我们求出了 I型裂纹和 I型裂纹的高速定常扩展

尖端的理想弹塑性场和理想塑性场的显式表达式
,

它们适用于任何扩展速度的解
.

对于扩展 I 型裂纹
,

本文的尖端理想塑性场与〔1 」和【2」的相同
,

这表明本文的方法是正

确的
。

至于平面应变 I型裂纹
,

当尖端的扩展速度趋于零时
,

本文的尖端理想塑性场与 【1]

和 【2〕的相同
,

但本文却给出适用于任何扩展速度的尖端场的显式表达式
.

另外
,

本文还给

出了高速扩展裂纹尖端的理想弹塑性场的显式表达式
。

值得指出的是
,

如果 I型裂纹和 I 一 I 复合型裂纹的尖端也沿其裂纹线方向高速 扩 展
,

则本文得到的平面应变一般解可以用来确定高速扩展 I型裂纹和 I 一 I复合型裂 纹 尖端的理

想弹塑性场和理想塑性场
。

其组合方法与〔3〕和〔4〕的相同
,

本文不再叙述
。

图 1 表示一沿其裂纹线方向高速扩展裂纹的尖端几何
.

(x
: ,

从
, : l

) 和 (二
,

g
,

z) 分别是 静

止坐标系和运动坐标系
.

运动坐标系的原点在高速扩展裂纹的尖点上
.

裂纹尖端 的速 度 为

钱伟长推荐
.
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‘= c o n s t
.

设裂纹作定常运动
,

则有如下关系
:

a
_

a a Z

a t = 一 C ax , a tZ ~ C -

今后取
: a = c/ 斌刃万( 1

其中
, c :

= 斌户/ p 为剪切波波速
,

量
, p 是材料的密度

。

口么

a戈 2

(1
.

1 )

(1
.

2 )

“ 为剪切弹性模

丁 二: : 二 二二二二
.

上二二一七~ ~

一一一
CCC ttt

二
、

反 平 面 应 变

对于反平面应变情形
,

不为零的量是
: 之方向的位移分量不(戈

,

妇 及剪应力分量
r 二 :

(x
,

妇
,

‘, :

(%
,

, )
.

于是
,

相对于运动坐标系伽
,

y
,

习的基本方程为
:

l) 定常运动方程

+
愁一

。。2 。

竺
·
== 0

U g O 人
(W

二
二aw / ax ) (2

.

1 )

2) 屈服条件

谁
:

+ :
;

:

= 妙

若取 r , :

= 一秃sin 。
, : , z

= 介e o s 。

则 (2
.

2 )恒被满足
.

k是剪切屈服极限
。

3) 应力应变关系

塑性应力应变关系为
:

(2
.

2 )

(2
.

3 )

a研
二

叙

2几

万一介
, , 生 妙丝 _

拼 ax

2几
c 一丁, : (2

.

4 )一一
W即a

一场
一axa

l一召
一一

久是Pra n dt l一 R eu ss 流动方程中的非负比例因子
.

弹性应力应变关系为
:

(2
.

5 )

从 (2
.

4 )中消去 2 几/
c
得

:

a牙
二

介
‘

如 一勺
’

己附
二

a劣

ar , :

aX

飞犷
一 : 打 ”

霏) (2
.

6 )

由于理想弹塑性材料中的应力分量都是有限的
,

所以高速扩展裂纹尖端的弹塑性应力分

量都只是口的函 数
.

由此得知介
: , : , :

和。都只是0的函数
.

由 (2
.

1) 看出班
二

亦只是口的函数
.

这

样
,

在高速定常扩展裂纹尖端的塑性区内
,

问题就归结为确定0 的函数 。 和 班
二 .

利用变换

。
一

a0= 。。 5 0

李一
O r

sin o

r

a
.

o a

而
一

== “, n ” a r
+ c o s o

r
(2

.

7 )

和 (2
.

3 )
,

(2
.

1 )和 (2
.

6 )就变成
:

.

尧�拜
八U

一一

.

。
. 、

d o
. ,

尽

、“0 5口一 c o t 口“, n 口 )
一

J歹
一

一 a 一百
d 牙

二

d 0

d 口

J于 十 、“0 5毋一“o 不口 s‘n Q, = 0 ( 2
,

8 )

由( 2
.

8 )得到下面两种塑性区
;
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1 ) 非均匀区 (d 。 / d o笋。
,
d w

二

/ d o举。)

非均匀区存在条件是 (2
.

8) 的系数行列式为零
,

即

e o s。一 e o tosin 。 == a

由此得到
:

5 in 。== 〔(i 一
。“sin

Z
。)全一

。 e 。 s。〕s in o
, 。。S。 = (1一 。“s in

Z
。)告c o s。+ 。 sin

Z
。

从而该区的应力分量为
:

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

: 二 :

= 一 ; 〔(i一 。 , s in
‘
e)去一 。 e o s o〕、in o

, : , :

一、[ (i一 。“s in Z
。)去。。 s。+ 。 S in

“
。〕

利用 (2
.

的
,

(2
.

5) 变成一个方程
:

(2
.

1 1 )

d 。
, 。 十

a 口

d w
二

d 0

由此得到
:

a拜

附
二
二
_ 花口 千 C 飞

哎拼

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

积分常数 c :

由边界条件来确定
.

2 ) 均匀区 (d 。/ d o二d 研
二

/ d o= 0)

在均匀区内有

。 == e Z ,

附
二
== c 3

常数几和 c 3

由边界条件和连续条件来确定
.

这样
,

均匀区就是均匀应力区
.

现在来研究弹性区
.

将变换 (2
.

7) 用于 (2
.

1) 和 (2
.

5) 得到
:

(2
.

1 4 )

5 1。。d万份 一 c 。 S o d殆, 一 。: 。s in o区吮
·
== 。

Q 仃 日口
‘

a 口

(2
.

1 5 )
d Tx

:

d w
二

d o 一 召 d o

。
, 。in 。

价
二 + 。e 。 、。

U 口

d附
二

d 0
{

该方程组非零解存在条件是
:

5 in s= + 1

一 a
(2

.

1 6 )

这表明弹性非均匀区不存在
.

所 以
,

弹性区只能是均匀区
.

在弹性均匀区内有
:

: 二 :

= c 4 , : , z

“ c 。,

W
二
二 c 。 (2

.

1 7 )

常数 c ‘ (i= 4 ~ 6) 由边界条件及弹性应力应变关系来确定
.

对于高速扩展 l 型裂纹
,

其尖端的理想弹塑性场由塑
J

巴三非均匀区和弹性均匀区组成
:

1 ) 塑性非均匀区 (0簇0簇口
l

)

: 二 :

= 一、[ (z一 。“s in Z
。)告一 。 e。 s。〕sin o

, : , :

一 *〔(1一 。“s in Z
o )告c 。 s。+ 。 sin

“
e: 1

研
二

一
鹿 。。 s一 ,

[ (1 一。 Z S in :
o)贵。。 s。+ 。 s in

:
o〕

,

。
:

二 一 t a n 一 ,

(
一

1
一

、
a 拼

一

、 口 /

2) 弹性均匀区 州
, + 巴

( 0《司

(2
.

1 8 )

介
二

= 介
:

(的
, r , :

二 O ,

W
二
二

T 二 :

(。 )

拼
(2

.

1 9 )

其中
。是一个微小角

,

它随介
:

(司。一掩而趋于零
.

显然
,

当介
:

(二 )“ 一秃时
,

我们有 。= 0
.

于是弹性均匀区变成塑性均匀区
·

3 ) 塑性均匀区 (0
1

( 口( 二 )
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, _ ,
兀寿

T 二· = 一 “, 了, · == 0 , 口 = “ / 2
,

沙
二
留 一 2如 (2

.

2 0 )

这样
,

高速扩展 l 型裂纹尖端的理想塑性场由 (2
.

18 ) 和 (2
.

2 0) 组成
.

它们与文献 [ 1 〕和

印」的相同
.

这表明本文的方法是正确的
.

三
、

平 面 应 变

在运动坐标系(%
,

,
,

z) 中
,

平面应变定常运动裂纹的基本方程为
:

l) 定常运动方程

蓄
十 2 (1

介
, )
:二

十“

念
一 。护

瓮
一。

(3
.

1 )
l
户.砚.J

口a

Og

+ 口

貂
一 。一

瓮aa--即一

其中
, a

一 (。
二
一 a ,

)/ 2
; 二 , (a

二 + a , 十二
:

)/ 3 二 (1 + l,) (。
二 + a ,

)/ 3
; u和。分别是沿二 和 , 轴的

位移分量 ; “二 = 口“/ 口二
, v 二

= 口v加
, ; v是泊松比

.

2) 夫召服条件

灵 + 吐
, = 扩 (3

.

2)

若取 二
_

= 一 舜e o s。 , : 二 ;
== 一壳sin 。 (5

.

3 )

则(3
.

2) 恒被满足
.

3) 应力应变关系

塑性应力应变关系为
:

元 l
一

a
_

+ _

C 艺拼

口 「
.

3 (1 一 2 护) 飞

叙 L
a

一

十 欲
一

1干可 “
」

门.

IJ

b
允 _

.

1 口 「
一 。 J

一

十 2 。 。二 L一口
一

十

3 (1 一 Zv )
2 (1 + , )

(3
.

4 )

了二 万+
1 口了二 ,

拼 a戈
以
C

一一一
几X面山

饥a-vovx即aux即

弹性应力应变关系为
:

、.准习J

!
1.、
尹了,

l!
马岁机撇

?

却
1一 v

2拼

1 一尹

2拼

护

2拼

口a 二

口工
(3

.

5 )

口丁二 ,

口劣

=一一+
工‘公,刃,

U卜�V卜U‘“卜曰‘

同反平面应变情形一样
,

未知量。
,

a , “二和巩都只是 口的函 数
.

于是
,

在高速扩展平面

应变裂纹尖端的塑性区内
,

问题归结为确定这四个未知量
‘

和I用 ( 2
.

7 )
,

( 3
.

1 )
,

( 3
.

3 )和 ( 3
.

4 )
,

我们导出下列方程组
:
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e o s
(。 一口)

5 in (。一 0 )

a s in 6

鹿 窦一心)sin
“

岔
一。

a e o so

k

d a _ 2

/ 拼 、
~ : ~ 。

- ~ 一式不
— “ I , -

. 舀 1 1 1 以

口口 \ 尺 /

d 口 _ 拼 _ _ _ ‘ , 、 _ 。 、
d‘

_ _

拼
_ : _ ‘ _ 、

一 。 、

而 一百
‘ u 。 、切一

以

厂韶 一百
“且从、切一 v)

d u 二

d o 一

d v l

J O =

十一面铆面d0

(3
.

6 )

、......寻11、
了J.吸.忍.‘....1..夕

。
d 。

二
月
d 口

一 ”’n “ 己a 一“ , n 。 “‘n 口 J口

.

拼
, 广

一

夕一

R

(
sin 。S in 。+ ·。S (曰一。))

豁
一
苦

s‘n o C o s口 d 口
二
_

d o 一

3

2 (z +
, )

’

“

刁从势
.

)一一a
/夕吸、

由(3
.

6 )得到下面两种塑性区
:

i ) 非均匀区 (d 。/ d o笋 0 ,
d a / d o斗 0 ,

d u 二

/ d o今 0
,

d 。
二

/ d s斗 。)

非均匀区存在条件是 (3
.

6) 的系数行列式为零
,

即
e o s

(。一 2 0 )= 士
a sin o 斌吞丽千互) (卿= i 一 (1一 2 ,

)a
, s in 么0 )

由此得到
:

(3
.

7 )

sin 。 == f
s in 2 6一斌 i一f

Z c o s2 0

e o s。= f
e o s Z夕+ 斌 z一 f

Z sin 2 0 } (f 二 a 创 1 一 2 , 十切 Sin o (3
.

8 )

利用 (3
.

6) 的前三式解出d a / d o
,

d‘/ d o和d‘ / d口
,

然后积分得到
:

a

一 争
1 十

呵
1 一 a 么sin o

斌 1一 f
,
d 。 + a 。

一

去侧
一

立创

f
s in (。一 8 )

a Z

斌i 一 f
, 5 in 口 } d 。 + “二。

(3
.

9 )

5 in Z口

2斌 1一 尹

s in
Z
口

斌 1一了
“

f
e o s

(。一口)
a Z

斌 i一 f
Z s in o }

“。十 ”’ 。

从而该区的诸应力分量为
:

、、尸
n刁.上乃O

了

‘

、........,..月f扭、了lll........J

eo口0r...Jr...J
NL
.

左
一一

3口。

2 (1 + v )

1 一 a Z s in s

斌 1一 fz
d。一 掩f

c o s 2 8一存心i 一 f
Z s in 2 0

3a o

2 (1 +
v
)

1 一 a Z s in o

斌 1一尹
d 。 + kf c o s Z口+ 九材 z 一f

么 sin 2 8

。一洽
一 2 ·“

J:l 又军面

: ‘ , = k斌i二 f
Z 。0 5 2 8一 kf

sin 2 0

当a * O时
,

本文的结果与 〔1〕和 〔幻 的相同
。

但是
,

〔1 〕中未给出显式表达式

(3
.

10 )
,

而〔2〕中只给出含a 一次方的渐近解
,

它仅适用低速扩展裂纹
.

2) 均匀区 (d 。/ d o= d a / d o = d‘/ d o“ d巩 / d o = 0)
、 ·

在均匀区内有

口二 d
l , 口= d

Z , u二二 d
3 , v 二“ d

‘

常数d
,

(‘二 1一 4) 由边 界条件及连续条件来确定
.

(3
.

8 )一

(3
.

1 1 )
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现在来研究弹性区
.

利用(2
.

7 )
、

(3
.

1) 和 (3
.

5 )
,

我们得到下列方程组
:

5 1·。

备一
。

编一
。 5 1· ”

衡
一。

一
。

价
+ 5 1· 。

货一
。 5 1· 。

一

豁
一。

v
却

一
1 一梦

2拌

d 口
,

d‘

d o d e
(3

.

12 )

2拼 d o

1一 V

2拼

d J
”

d 0’一
“0 5 “

5 1。 od万二
,
+ 。 。。、o d冷一 。 5 1。 。

a 口 a U

豁
一。

备
一。

由 (3
.

1 2 ) 可知
,

该方程组非零解的存在条件是
:

A e o t4 0 + B e o t 28+ C= 0

其中

(3
,

1 3 )

A 二 2(i 一
v )

,

B = 4(1一 v )一 a Z ,
C二 (1一

a Z

)(2一 2 , 一 a Z

) (3
.

1 4 )

由式 (3
.

1 3) 得到
:

co ‘“一 士
犷

“士

贯
一 ‘“c

犷 (3
.

1 5 )

该式表明非零解的弹性区不存在
.

所以
,

弹性区只能是均匀区
,

在该区内有

a 二二d
。 , a ,

= d
。, r 二, = d

, ,

‘= d
s , v二 == d

。

(3
.

1 6 )

常数d ‘ (‘二 5 ~ 9) 由边界条件和弹性应力应变关 系来确定
.

显然
,

只要裂纹沿裂纹线方向扩展
,

则高速扩展平面应变裂纹尖端的理想弹塑性场就由

弹性区和塑性区组成
,

而其理想塑性场则由塑性非均匀区和均匀区组成
.

现以 I 型裂纹为例

来说明之
.

对于 I型裂纹
,

我们有下列条件
:

0= 0 : 丫二 ,
二 0 , a , > 0 , v ==

8= 兀 : 了二 , == 0 , 口,
== 0

(3
.

1 7 )
、tJ.少

八“

根据 (3
.

1 7 )
,

我们知道
,

平面应变高速扩展 I 型裂纹尖端的理想弹塑性场由一个塑性非均匀

区
、

一个塑性均匀区和一个弹性均匀区所组成
:

1 ) 塑性均匀区 (0簇8簇8
;

)

(3
.

1 8 )
、‘Jf

nU

一一甘才
r

口== 0 , 口 = a o ,

先= 振
。, U 二 = 口二 o

3a
。 ,

3 a
。

‘ = 艺n 不奋了一
“ ,

外 =
一

双汗匀 十 “ ,

几’
3 v a o

1 + v ,

2 ) 塑性非均匀区 (0
,

簇0《0
:

)

、 一

: {: {az今忠礁
。

丫忍
、

}面
+ 、

_

寿 「
“

r si 时e

如一万 j
。

飞2澎1 = 了「
_

_ _

介邺妙一 0 )
万

一

5 in o
‘

梦澎 I刁
至

d 。十 ”二 。

J x

二
3 a o

2 (1 +
v )

一 “

{
. 1一 a Zs in 口

澎 1一f
‘
d 。一寿/

c o s2 8一左心 1 一f
’ s in 2 0

(3
.

1 9 )
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。 ,
一 。

六
, ) 一“

f
。一

la;a:
一2v “

f

1 一 a z sin s

斌 1 一f
“

1 一 a Z s in o

斌
一

丁刁
:

d。 + 存f
e o s 2 0+ 壳心 1 一f

Z s in 2 8

d 。

: 二 , = k材 z一f
Z e o s Z乡一kf

sin Z口

3 ) 弹性均匀区 (0 2 + 。
( 8簇二)

a 二
== a 二

(二)
, 。 ,

= 0 , : 二 ,
= 0 , a

:

= v a 二

(二)

1一 梦

2拼

梦

人气汀) , v “= 一 2拼 口‘ L汀 )
} (3

.

2 0 )

其中
: 是一微小角

,

它随口式二)、 Zk而趋于零
.

显然
,

当 a 二

(的 = Zk时
, 。= 0 ,

于是
,

弹性均匀区就变成塑性均匀区
.

4 ) 塑性均匀区 (0
2

( 0簇二 )

口= 兀-

k
材刀 = 一

拌

a 二
= 2吞

, a , “ 0
, a :

== Zv k

于}f
。

「 fs in (。一 0) 一

LIJ
o
La

z

以 i 一f
Z s in 6

, r 二 , = O

sin 2
8

斌丁二了
“〕

d 。

!
二

}
· 。二 。

一
牙

+ 。二 。 { (3
.

2 1 )

k flf
V 金 = 一 嘴l ,

拼 L IJ

「一三鱼丝
L Z、 / 1 _

2斌 I 二f
“

f
e o s

(。一0 )

扩斌 1 一f
, s泣 口〕

d 。

现在来确定未定常数
.

令 (3
.

7) 中的。 = 0和。 = 二 ,

就得到确定0 ,和e
Z

的公式为
:

e o s2 8 : = f(a
, v ,

8
:

) (3
.

2 2 )

和 e o s2 6
2
= 一f(a

, , ,

6
:

) (3
.

2 3 )

由夕= 久处a ,
= 0得到确定 3a 。

/ 2 (1 + v) 的公式为

忿.口

(Dd
3 a o

2 (1 + , )

一 、+ “

}{:
1一 a Z sin s

斌 1一尹
(3

.

2 4 )

根据对称性
,

0二 O处
,

人= 0 ,

所以有

v 二 o
= 0 (3

.

2 5 )

将 (3
.

1 8) 中的a 二

和 a ,

代入弹性应力应变关系得到
:

3 (1一 Zv )a
。

4拼(1 + , )

左

2拼

根据上述理由
,

高速扩展平面应变 I 型裂纹尖端的理想塑性场由 (3
.

18 )
,

(3
.

21 ) 组成
.

当a ” 0时
,

本文的结果 与〔1」和〔2 〕的相同
。

(3
.

2 6 )

(3
.

1 9 ) 和
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